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Iwasawa theory for p = 2
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Abstract

本稿では, 古典的なイデアル類群の p = 2に対する岩澤理論について紹介する. §2では岩澤加群
の有限部分加群について, §3では岩澤主予想について, §4ではイデアル類群の Fittingイデアルに
ついて pが奇素数の時と比較しながら知られている結果を述べる.

In this paper, we introduce classical Iwasawa theory for class groups with p = 2. In §2, we
discuss about non-trivial finite submodules of Iwasawa modules. In §3, we discuss about the

Iwasawa main conjecture. In §4, we discuss about Fitting ideals of class groups.

§ 1. 序論

古典的な岩澤理論とは, 素数 pを固定し, 代数体の円分 Zp 拡大上の最大不分岐アーベ
ル p-拡大または最大 p-外不分岐アーベル p-拡大ガロア群 (岩澤加群)などの構造を調べる
ものである. この岩澤理論において, p = 2の場合はしばしば例外視されることがある. 例
えば岩澤理論において, CM体のイデアル類群や岩澤加群をプラス成分とマイナス成分に
分けて考えることが多いがこの時, p = 2 の場合のみ二つに直和分解しない. そのためプ
ラス成分、マイナス成分の定義には p = 2 の場合のみ複数の定義が存在し、それらは若
干の差が存在する. さらに、CM体上の円分 Zp-拡大上の不分岐岩澤加群のマイナス商は
p = 2 の場合にのみ、非自明な有限部分加群を持つことがある (§2参照). これは、p = 2

の場合にのみ起こる特別な現象といえる. また, 岩澤理論の中で最も重要な予想として, 岩
澤加群の特性イデアルと p進 L関数が一致するという岩澤主予想と呼ばれるものがある
が, これは p = 2の場合のみ, 未だに完全には証明されていない (§3参照).
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このように p = 2が例外視される理由は数多くあり, 筆者には一般的に p = 2の場合は
奇素数の時より難しいと思われる.

本稿では, 古典的な代数体の p = 2に対する岩澤理論について奇素数の場合と比較しな
がら述べる. §2では CM体上の不分岐岩澤加群のマイナス成分の有限部分加群について
述べる. pが奇素数の時は, 岩澤によって不分岐岩澤加群のマイナス成分は非自明な有限
部分加群を持たないことが証明されているが（定理 2.1）, p = 2の時はそのようなこと
は成り立たない. このことについて詳しく述べる. §3では岩澤理論において最も重要な
ものの一つである岩澤主予想について紹介し, どこまで証明がなされているのかを述べる.

pが奇素数の時は完全に証明されているが, p = 2の時は部分的にしか証明されていない.

これについて詳しく紹介する. §4では岩澤主予想の応用のひとつであるイデアル類群の
Fittingイデアルについて知られている結果を述べる.

§ 2. 岩澤加群の有限部分加群について

pを素数とする. 代数体 F に対し, F∞で F の円分 Zp拡大, Fnをその n-th layer, AFn

を Fnのイデアル類群の p-Sylow 部分群とする (n ∈ Z≥0). また, F∞の岩澤加群XF∞ を
AFn のノルム写像に対する射影極限

XF∞ := lim←−
n

AFn

で定義する. このXF∞ には自然に Zp[[Gal(F∞/F )]]が作用する. 岩澤によって, XF∞ は
有限生成ねじれ Zp[[Gal(F∞/F )]]-加群になることが示されている ([12]).

K を CM体, j を複素共役とする. 岩澤加群XK∞ のマイナス成分X−
K∞
を

X−
K∞

:= XK∞/(1 + j)XK∞

で定義する. Λ := Zp[[Gal(K∞/K)]]とおく. X−
K∞
の最大有限 Λ-部分加群を X−

K∞,fin で
表すことにする. pが奇素数の時, X−

K∞,fin については以下のことが知られている.

定理 2.1 (岩澤, Proposition 13.26 in [21]). pを奇素数とする. この時, X−
K∞,fin = 0

である.

しかし, p = 2の時は,定理 2.1のようなことは成り立たない. Kが虚二次体の時, Ferrero

によって以下のことが証明されている.

定理 2.2 (Ferrero, Theorem 5 in [4]). p = 2, K を虚二次体でK∞/Q∞ で 2が分岐
しているものとする. この時, K が Q(

√
−1),Q(

√
−2)以外であれば,

X−
K∞,fin ' Z/2Z

となる. また, X−
K∞,fin は 2の上の素イデアルの類によって生成される.
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このように p = 2の時は, 岩澤加群のマイナス成分は非自明な有限部分加群を持つこと
がある. 著者は [1]で定理 2.2をある仮定の下, CM体に一般化したので, それについて述
べる.

p = 2, K+をKの最大実部分体, S を 2の上のK∞/K
+
∞で分岐しているK+の素点と

無限素点の集合とする. 任意の有限次拡大 F/K+に対し, S (F )でS の上の F の素点の
集合を表すことにする. また, ClF,S で F のS -イデアル類群を表すことし, その 2-Sylow

部分群を AF,S とおき, DF,S = ker(AF → AF,S )とする. さらに O×
F (resp. O×

F,S ) を
F の単数群, (resp. S -単数群) とする. δ1, δ2 をそれぞれ

δ1 = rank2

(
lim←−
n

(
(O×

Kn,S
)1−j/(O×

Kn
)1−j)

))
,

δ2 = rank2
(
lim←−
n

ker(DK+
n ,S → DKn,S )

)
,

と定義する. ここで射影極限はノルム写像によるもので, rank2(A)は A/2Aの F2 ベクト
ル空間としての次元である. 0 ≤ δ2 ≤ δ1 ≤ 1となることに注意する (Remark 1.4 in [1]).

定理 2.3 (Theorem 1.1 in [1]). K+ に対する p = 2におけるレオポルド予想が成立
すると仮定する. また, 自然な写像 AK+

n ,S → AKn,S が十分大きな全ての n ∈ Z≥0 に対
して単射であると仮定する. この時,

X−
K∞,fin = lim←−

n

DKn
/2 lim←−

n

DKn
∼=

(Z/2Z)⊕d (µ2∞ 6⊂ K∞)

(Z/2Z)⊕d−δ1+δ2 (µ2∞ ⊂ K∞),

となる. ここで, dはK∞/K
+
∞で分岐している 2の上の素点の個数, µ2∞ は 1の 2べき根

全体のなす集合である.

XK∞,S をS -イデアル類群の 2成分のノルムに関する射影極限

XK∞,S = lim←−
n

AKn,S

で定義し, そのマイナス成分をX−
K∞,S = XK∞,S /(1 + j)XK∞,S で定義する. K∞/K

+
∞

で 2の上の素点が全て不分岐の時, XK∞,S = XK∞ であることに注意する. 次の結果は,

定理 2.3を証明するための重要なものである.

定理 2.4 (Theorem 1.3 in [1]). X−
K∞,S は非自明な有限部分 Λ-加群を持たない.

定義より自然な全射X−
K∞
→ X−

K∞,S があり, その kernelは有限であることがすぐにわ
かる. この写像の kernelを計算することで, 定理 2.3を証明することができる.

注意 2.5. 岩澤理論において, 岩澤加群が非自明な有限部分加群を持つかどうかとい
うことは大事な問題の一つである. §3で述べる岩澤主予想というのは岩澤加群の特性イ
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デアルと p進 L関数が一致するというものであるが, この特性イデアルというのは岩澤加
群の有限部分加群の情報を持っていない不変量である. また, Fitting イデアルは特性イデ
アルと似た不変量であるが, 岩澤加群が非自明な有限部分加群を持つ場合, 両者は一致し
ない (注意 4.2参照). つまり, 岩澤加群が非自明な有限部分加群を持つと, その Fittingイ
デアルは p進 L関数と一致しないのである.

§ 3. 岩澤主予想

この節では岩澤主予想を定式化し, どの程度まで証明されているのかについて解説する.

岩澤主予想の定式化には, いくつかのパターンがあるが, ここでは不分岐岩澤加群に対す
る定式化のみ紹介する. まず最初に, 定式化の準備として Stickelberger元について簡単に
触れる.

kを総実代数体, K/kを有限次アーベル拡大, K を CM体とする. σ ∈ Gal(K/k)に対
し, Re(s) > 1で定義される部分ゼータ関数

ζ(s, σ) =
∑

(a,K/k)=σ

N(a)−s

を考える. ここで無限和はK/kの導手 fK/k と互いに素で, Artin記号 (a,K/k) = σが σ

となるような kの整イデアル aをはしり, N(a)は aのノルムである. この部分ゼータ関
数は全平面に有理型に解析接続され, s = 1を除いて正則になる. 部分ゼータ関数を使っ
て定義される Stickelberger元

θF/K =
∑

σ∈Gal(K/k)

ζ(0, σ)σ−1

を考える. Klingenと Siegelの結果により, θK/k ∈ Q[Gal(K/k)]となることが知られて
いる.

補題 3.1 (cf. Lemma 2.1 in [14]). MをK/kの中間体とし, SK(resp. SM )をK/k(resp.

M/k)で分岐している kの有限素点の集合とする.

cK/M : Q[Gal(K/k)] −→ Q[Gal(M/k)]

をガロア群の制限写像によって誘導される自然な準同型写像とする. この時,

cK/M (θK/k) =
( ∏
v∈SK\SM

(1− Frob−1
v )

)
θM/k,

が成り立つ. ここで, Frobv ∈ Gal(M/k)は vの Frobenius写像である.

pを素数, 任意の代数体 F に対し, F∞/F を円分 Zp拡大, Fnをその n-th layerとする.

ここからは簡単のために, K ∩ k∞ = kとしておく. d = [k : Q]とおく.
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定理 3.2 (Deligne-Ribet, [3]). 十分大きな正の整数 nと, Kn/kと互いに素な任意の
整イデアル cに対して,

(N(c)− Frobc)θKn/k ∈ 2d−1(1− j)Z[Gal(Kn/k)]

が成り立つ. ここで, j ∈ Gal(Kn/k)は複素共役である.

自然な制限写像 cKn+1/Kn
: Qp[Gal(Kn+1/k)]→ Qp[Gal(Kn/k)]を考える. 補題 3.1よ

り, 十分大きな nに対して, cKn+1/Kn
(θKn+1/k) = θKn/k が成り立つ. また, 定理 3.2によ

り, 以下の二つの性質を満たす元 θK∞/k ∈ Q(Zp[[Gal(K∞/k)]]) の存在がわかる. ここで,

Q(Zp[[Gal(K∞/k)]])は完備群環 Zp[[Gal(K∞/k)]]の全商環である.

(1)任意の Teichmüller指標でない奇指標 χ ∈ ̂Gal(K/k)に対し, χによって誘導される
自然な写像 fχ : Q(Zp[[Gal(K∞/k)]])→ Q(Zp[Im(χ)][[Gal(K∞/K)]])を考える. この時,

fχ(θK∞/k) ∈ 2dZp[Im(χ)][[Gal(K∞/K)]]となる.

(2)自然な制限写像によって誘導される準同型 cK∞/Kn
: Zp[[Gal(K∞/k)]]→ Zp[Gal(Kn/k)]

を cK∞/Kn
: Zp[[Gal(K∞/k)]]θK∞/k → Qp[Gal(Kn/k)] に拡張する. この時, 十分大きな

正の整数 nに対して, cK∞/Kn
(θK∞/k) = θKn/k が成り立つ.

ここで、岩澤主予想を定式化する. kを総実代数体, χをTeichmüller指標でない kに対
する一次元Artin指標とし, kχをそれに対応する体とする (i.e., Gal(kχ/k) ' Im(χ)). kχ

を CM体と仮定する. 簡単のために k∞ ∩ kχ = kとする. Λχ = Zp[Im(χ)][[Gal(kχ∞/k
χ)]]

とおき, Zp[[Gal(kχ∞/k)]]が χで作用するものとする. §2で定義された岩澤加群 Xkχ
∞ の

χ成分 Xχ
kχ
∞
を Xχ

kχ
∞

= Xkχ
∞ ⊗Zp[[Gal(kχ

∞/k)]] Λχ で定義する. また, χによって誘導され
る自然な写像 Q(Zp[[Gal(kχ∞/k)]]) → Q(Zp[Im(χ)][[Gal(kχ∞/k

χ)]]) による θkχ
∞/k の像を

θχ
kχ
∞/k
とする. χは Teichmüller指標でないので, 上の性質 (1)より, 1

2d
θχ
kχ
∞/k
∈ Λχ であ

ることに注意する. πを Zp[Im(χ)]の素元とし, µ(kχ∞) = max{a ∈ Z≥0 | πa| 1
2d
θχ
kχ
∞/k
} と

定義する (µ-不変量). 岩澤主予想は以下のように定式化される.

予想 3.3 (岩澤主予想).

charΛχ(X
χ
kχ
∞
) = (

1

2d
θχ
kχ
∞/k

).

予想 3.3は pが奇素数の時は, 完全に証明されている. また, p = 2のときもある程度の
仮定の下, 証明されている.

定理 3.4 (Greenberg [7], Mazur-Wiles [18], Wiles [22]). pを奇素数とする. この時,

予想 3.3が成り立つ. また, p = 2で, k = Qならば予想 3.3が成り立つ.

もう少し詳しく述べておくと, p が奇素数の時, 予想 3.3 は, k = Q の場合は Mazur,

Wiles [18], 一般の総実代数体 kの場合はWiles [22], Greenberg [7]によって証明されてい
る. pが奇素数の時, Wilesは [22]において, 一般の総実代数体 kに対する予想 3.3の大部
分を証明した. しかし, 指標 χの位数が pで割れるときは, 両辺の µ-不変量が一致してい
ることは証明していない. この µ-不変量の部分を解決したのが, Greenberg [7] である.
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また, p = 2で k = Qの時もWiles [22]によって証明されている. しかし, p = 2で k

が一般の総実代数体の時は, 完全には証明されていない. Wilesは [22]で p = 2のとき,

µ(kχ∞) = 0の仮定の下, p進 L関数が自明な零点を持たない場合にのみ予想 3.3を証明し
た. 筆者は最近, p = 2の時, µ(kχ∞) = 0の仮定のみで予想 3.3が成り立つことを証明した
([2]).

定理 3.5 ([2], Wiles [22]). p = 2とする. この時, µ(kχ∞) = 0ならば予想 3.3が成り
立つ.

注意 3.6. Wiles [22]の総実代数体上の岩澤主予想の証明は, 保型形式 (肥田族) に付
随するガロア表現を用いるものであり, アイデアの根本はMazur-Wiles [18] の手法であ
る. k = Qの時は, Ferrero-Washington [6]により, µ(kχ∞) = 0が証明されており (一般の
場合は岩澤により成り立つであろうと予想されている), また, Ferrero-Greenberg [5]の結
果により, p進 L関数の自明な零点ははっきりとわかっている (一般の場合はGross予想).

一般の総実代数体上ではこれらの結果は未解決であるが, Wiles は [22]でこの二つの困難
を乗り越えて証明している. 筆者は [2]で, µ(kχ∞) = 0の仮定の下, Wiles [22]と同様の手
法で p進 L関数が自明な零点を持つ場合の p = 2の岩澤主予想を証明した.

注意 3.7. k = Qの時の岩澤主予想の証明は, Mazur-Wiles [18], Wiles [22]による保
型形式 (肥田族) に付随するガロア表現を用いるものとKolyvagin [13], Rubin (e.g. [19]),

Greither [8] によるオイラー系によるものの二種類ある. 後者については, pが奇素数の
時は, Kolyvagin [13]の理論を Rubin (e.g. [19])が発展させて証明され, p = 2の場合は
Greither [8]によって証明された.

§ 4. イデアル類群の Fittingイデアルについて

岩澤主予想の精密化の一つとして, イデアル類群の Fittingイデアルを Stickelberger元
を用いて記述するというものがある. まず, Fitting イデアルの定義を述べる ([17] §3参
照).

Rを可換環, M を有限表示 R加群とする. 定義より, ある自然数m,n ≥ 0と完全系列

Rm ϕ→ Rn →M → 0

が存在する.

定義 4.1. M の (0次) Fittingイデアル FittR(M) とは, ϕ に対応する行列の n× n
次小行列式全体が生成する Rのイデアルである.

注意 4.2. pを素数, Oを Qp 上の有限次拡大の整数環, Λ = O[[T ]], M を有限生成ね
じれ Λ-加群とする. この時, M が非自明な有限部分加群を持たないならば,

charΛ(M) = FittΛ(M)

である.
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Mazur, Wilesは [18]で, 虚アーベル体K のイデアル類群のマイナス成分の Fitting イ
デアルはどうなるであろうかという問題を提起した ([18] Introduction §5 ). また岩澤
主予想の帰結として, [K : Q]が奇素数 pで割れないときに, イデアル類群の p-Sylow部
分群のマイナス成分の Fitting イデアルを決定した (注意 4.3参照). そして栗原 [14]が
Stickelberger元を用いて Stickelbergerイデアルを定義し, 栗原と三浦 [15]によって任意
のアーベル体に対し, イデアル類群のマイナス成分の Fittingイデアルが Stickelbergerイ
デアルと一致することが証明された.

注意 4.3. pを奇素数, K/Qを有限次アーベル拡大で, pは [K : Q]を割らないとする.

この時,

Zp[Gal(K/Q)] =
⊕

χ∈ ̂Gal(K/Q)/∼

Zp[Im(χ)]

と直和分解する. ここで, ̂Gal(K/Q) = Hom(Gal(K/Q), Q̄p), 指標 χ1 と χ2 が同値と
いうのは, ある σ ∈ Gal(Q̄p/Qp) が存在して, σχ1 = χ2 となることである. よって,

Zp[Gal(K/Q)]は完備離散付値環の直和になるので, 任意の有限 Zp[Gal(K/Q)]-加群M の
Fittingイデアルを計算するということは, M の χ-成分の位数を求めることと同値である.

栗原が [14]で定義した Stickelbergerイデアルについて紹介する. K/Qを有限次虚アー
ベル拡大, F をK/Qの中間体とする. cK/F をGal(K/Q)からGal(F/Q)への自然な制限
写像とする. Z-加群の準同型, νK/F : Z[Gal(F/Q)] → Z[Gal(K/Q)]を σ ∈ Gal(F/Q)に

対し, σ 7→
∑

cK/F (τ)=σ

τ で定義する. ai ∈ Q[Gal(K/Q)] (1 ≤ i ≤ r)に対し, 〈ai | 1 ≤ i ≤

r〉Z[Gal(K/Q)] で, ai (1 ≤ i ≤ r) が生成する Q[Gal(K/Q)] の部分 Z[Gal(K/Q)]-加群を表
すとする.

定義 4.4 (栗原 [14], Stickelbergerイデアル). K/Qを有限次虚アーベル拡大, p1, ..., pr

を K/Q で分岐する素数, pi の惰性群を Ipi とする (1 ≤ i ≤ r).

Gal(K/Q) = Ip1 × Ip2 × ...× Ipr (A)

とする (これを条件 (A)と書くことにする).

Θ′
K/Q =

⟨
νK/F (θF/Q) | Q ⊂ F ⊂ K

⟩
Z[Gal(K/Q)]

⊂ Q[Gal(K/Q)]

とする. K/Q の Stickelberger イデアル ΘK/Q を

ΘK/Q = Θ′
K/Q ∩ Z[Gal(K/Q)]

と定義する. 一般の有限次虚アーベル拡大K ′/Qに対し, K を K ′ ⊂ K, K/Q は条件 (A)

を満たし, K/K ′ は不分岐拡大となるアーベル体とする. [14]の lemma 2.3 より, この条
件を満たすアーベル体 K は一意に存在する. K ′ の Stickelberger イデアル ΘK′/Q を

ΘK′/Q = cK/K′

(
ΘK/Q

)
と定義する.
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注意 4.5. K が円分体の時, 定義 4.4の Stickelbergerイデアルは, 岩澤, Sinnott [20]

によって定義された Stickelbergerイデアルと一致する. しかし, K が一般のアーベル体
の時, 両者は一致しないことに注意しておく.

K/Q を有限次虚アーベル拡大, ClK を K のイデアル類群とする. p を素数, j ∈
Gal(K/Q) を複素共役とする. Zp[Gal(K/Q)]− := Zp[Gal(K/Q)]/(1 + j) と定義して,

任意の Zp[Gal(K/Q)]-加群M に対し, M のマイナス成分M− を

M− =M ⊗Zp[Gal(K/Q)] Zp[Gal(K/Q)]−

で定義する.

定理 4.6 (栗原, 三浦 [15]). 任意の奇素数 pに対して,

FittZp[Gal(K/Q)]−
(
(ClK ⊗ Zp)

−) = (ΘK/Q ⊗ Zp)
−

が成り立つ.

注意 4.7. kを総実代数体, K/kを有限次アーベル拡大でK を CM体とする. 上で述
べたように, 有理数体上のアーベル拡大の場合は, Stickelberger イデアルとイデアル類群
のマイナス成分の Fittingイデアルは 2-成分を除いて一致することが示されている. しか
し, 一般のK/kに対し, K のイデアル類群のマイナス成分の Fittingイデアルを決定する
のは k = Qの時より遥かに難しい. 本稿では詳しくは述べないが, 例えば Greither [9],

[10], 栗原, 三浦 [15], [16], Wiles [23], などの結果がある.

2-成分に関しては k = Qの時にさえ, 未だに完全にはわかっていない. Greither [8]に
よって, ガロア群の 2-Sylow部分群が巡回群の時は次のことが知られている.

定理 4.8 (Greither [8]). K/Qを有限次虚アーベル拡大で, Gal(K/Q)の 2-Sylow部
分群は巡回群であるとする. この時,

FittZ2[Gal(K/Q)]−
(
(ClK ⊗ Z2)

−) = (
1

2
ΘK/Q ⊗ Z2)

−

が成り立つ.

注意 4.9. K/Qを有限次虚アーベル拡大で, Gal(K/Q)の 2-Sylow部分群Gal(K/Q)2

は巡回群であるとする. Gal(K/Q) = ∆ × Gal(K/Q)2 と書く. j ∈ Gal(K/Q)を複素共
役, ψを Gal(K/Q)2 の忠実な指標 (すなわち, ψ(j) = −1 を満たす指標)とする. この時,

Z2[Gal(K/Q)]− =
⊕

χ∈∆̂/∼

Z2[Im(χψ)]

と直和分解する ([8] Remark 参照). よってこの場合も注意 4.3の時と同様に, 任意の有限
Z2[Gal(K/Q)]−-加群M の Fittingイデアルを計算するということは, M の χψ-成分の位
数を求めることと同値である.

-
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筆者は [2]で, Greither [8]と同様の手法でK/kは有限次アーベル拡大, kは総実代数体
でK は CM体, Gal(K/k)の 2-Sylow部分群が巡回群のとき, 定理 4.8と同様の結果を証
明した. しかし, p進 L関数が自明な零点をもつ場合や岩澤加群が非自明な有限部分加群
を持つ場合は若干の仮定がついている.

Gal(K/Q)の 2-Sylow部分群が巡回群でない場合は定理 4.8の両辺は一般には一致しな
い. 小島 [24]によって, Kが円分体の時ですら一致しないことが計算で確かめられている.

例 4.10. lを奇素数, ζln を 1の原始 ln 乗根とし, ln 分体 K = Q(ζln)を考える. こ
の時, ΘK/Q = 〈θK/Q〉Z[Gal(K/Q)] ∩ Z[Gal(K/Q)]となる. また, Gal(K/Q)の 2-Sylow 部
分群は巡回群である. j ∈ Gal(K/Q)を複素共役, f : Z[Gal(K/Q)] → Z[Gal(K/Q)]− :=

Z[Gal(K/Q)]/(1 + j) を自然な写像とする. この場合, 定理 4.6, 定理 4.8より,

FittZ[Gal(K/Q)]−(ClK ⊗ Z[Gal(K/Q)]−) =
1

2
f
(
〈θK/Q〉Z[Gal(K/Q)] ∩ Z[Gal(K/Q)]

)
となる.
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