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Ⅰ Introduction

本論文では､Green関数や分配関数等を計算するための古典粒子系のFeynmannruleと量子系にお

けるFeynmannruleとの対応を示す｡

古典粒子系の有限温度での統計的性質は､外場の汎関数としての大分配関数を与えるUrsell-Mayer

の摂動展開(clusterexpansion)をbaぶeにして議論することができる【1-41.番度相関関数-(空間

的)2点密度Green'Sfuntion等は､その大分配関数の外場による汎関数微分で与えることができ､や

はり摂動展開により与えられる｡HNCeq.等の積分方程式はこの摂動展開の近似和を与える方程式

として理解され得る｡これらの理論は､古典液体､古典coulombプラズマ等に通用され成功を収め

ている【1,5】.一方､量子系 (Fermion)においてもpath-integralの手法で､see.ⅠⅠのように大分配関

数に対する摂動展開が構成できる｡ これの汎関数微分が2点密度Green'Sfuntion(imaginary-time

formalism)を与える点も古典系と同様である｡

しかしながら摂動展開(diagram)のレベルでの､古典系と量子系との対応があまり明確に書か

れたものはないようである｡本論文ではこの点を明確にする｡ まずsec.Ⅱで古典粒子系について､

外場の汎関数としての大分配関数を計算するためのFeynmannruleをUrsel1-Mayer展開と少々異

なった形で与える｡ このruleにより量子系の場合との対応を明確にすることができる｡ さらには
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Legendretransformationにより密度汎関数を与える.sec.ⅠⅠⅠで､量子系の場合を論じ､古典系の場

合とのdiagram レベルでの対応をみる｡

ⅠⅠ 古典粒子系における大分配関数とFeynmannrule

外場¢(Ⅹ)中にあり､V(Ⅹ-y)で相互作用する古典的な粒子(電子)を考えるOこの系の大分配関数は､

･lJ･-N!./dld2-dNzoNl91eXP(I(i,,
〟

rIexp(-pv(i-k))
3'<k

zo=(MkBT/27rh2)3/2 (2,1)

で与えられる【11｡ここでJ(Ⅹ)-β(p-¢(Ⅹ))(pはchemiCalpotential)であり､1 ≡ X のnotation

を用いた｡三のargumentJは､≡がJ(x)の汎関数であることを意味する｡eq.(2.1)は

∂exp(∫(1))

∂J(2)
-exp(J(1))6(1-2) (2.2)

を用いて

eq･(2･1)-exp巨 富/dl'd2lv(1′-2′)石島 有毒 .誓/dl′d2'V(0)有毒 )×≡o【J] (2･3)

･olJ,-N!./dld2-dNzoN.Bexp(J(i,,- exp〈ns/dlzoexp(J(1),) (2･4,

と書くことができる(eq.(2.4)でスピン自由度､ns-2を考慮した)｡ここで≡o【J]は相互作用のない

粒子に対する大分配関数であり､この式により､摂動展開をFeynmandiagramsを用いて書き下す

ことができる｡すなわちprimaryな〃点vertexを､

中 szoIdlexp(J(1)))
∂ J (1 )… ∂ J (〟 )

-nszoexp(J(1))6(1-2)6(1-3).....6(1-N) (2.5)

により､ns2=oeXp(J(1))6(1-2)6(1-3)...6(1-N);(N≧1)で与えられる点状のものであるとし､

propageterをβV(1-2)であるとして書き下した仝connecteddiagram Sの和がWlJ](ただしEo【J]-
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exp(Ⅳ【J】))を与える(Fig.1)｡ただし､積分は空間3次元でおこない､ウエイトは適当に決めてやる

とするoまたeq,(2･3)中のexp(ildl′d2lv(o)市缶 )により｢自己相互作用｣に対応するdiagramS

を含むものは禁止される(Fig.2)0

UrselllMayerによる展開はexp(-Pv(3'-k))=1+fjkとしてj)･kで展開する方法であるodiagram

を書き下すルールを比べてみると､Ursell-Mayerでは2つの点(vertexに対応)をつなぐ線(propagetor

に対応)が1本しかないという点で違っている｡ここでの展開の立場からみると､fjkとは､diagrams

において､j,kの2つのvertexに対し､これをつなぐべきすべてのpropagetersを加えあげたもので

あるといえる(Fig.3)｡ここで述べた摂動展開は後述の量子系におけるdiagram展開との対応を見る

上では有利である｡

W【J]はconnectedGreenfunctionsのgeneratingfunctionalとなっている｡すなわち､wlJ]の

汎関数微分がそれらの列を与える､

∂Ⅳ【J】
- -くn(1))J≡ 兎(1)
∂J(1)

∂2Ⅳ【J】
∂J(1)∂J(2)

-く(n(1)-A(1))(n(2)一兎(2)))J≡X-1(1,2)O

高次粉 も同様であり､(‥.･)Jは温度Tでの期待値を意味する｡また兎(1),X-1(1,2)を後のために定

義しておいた｡

このWlJ]のfunction,alLegendre変換によってEffectiveAction(Potential)を定義する.すな

わち

r同-WlJ ]-/dlJ(1)諜

A(i)=竺辺
∂J(1)
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/ 之

Fig.1 Ⅳ【J】に含まれるdiagramの例

I(1)
仇SミoeS(/-2)G(,-3)--8(,-～)

βか〔卜 之)

･･'曝 ･:･静

Fig.2 禁止される自己相互作用のdiagramの例

食

既 ≡◎ e-β妬郎車｡eJ(3'')x(nszoeJch')
Fig.3 2つのvertexを結ぶ相互作用の線('propagetor')の和
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によりr同 を定義する｡すると､これはpropervertexのgeneratingfunctionalであり､これの汎関

数微分は､eq.(2.8)の表式を微分していって､

諾
ニーJ(1)

∂2r同
6兎(1)6兎(2)

∂3r同

--X(1,2)

6元(1)6h(2)紘(3)
dl'd21d3'x(1,1')X(2,2')X(3,31)

などと与えられる｡

なお､Ref.1,4における密度汎関数nln]は､

0回 -一芸rln]./dl(" )-p)n(1)

63wlJ]

∂ J (1′)∂ J (2′)∂ J (3′)'

(2.9)

(2.10)

(2.ll)

(2.12)

で与えられ､このfunctionalを極小にするn(1)が,外場¢(1)に対する密度を与える｡(-eq.(2.9))

ⅠⅠⅠ 量子系と古典系のdiagram レベルでの対応

以下のようなHamiltonianhlolaLで規定される系を考える｡巌(Ⅹ)をFermion(電子)の場のOperator

として

Htotal - H+
/
dqx:(¢｡(Ⅹ)-FL)h｡(Ⅹ),

a-/d誓 iL(x,(意 iQ(x,
･去/可舟∑ iL(I)ib(y)V(Xli)ip(y)ia(Ⅹ)o/,β

鶴(Ⅹ)-粛(Ⅹ)車a(Ⅹ)｡ (3.1)

ここで¢｡(x)は外場でありα,βはSpinindexである｡この朗 ､らfunctionalpath-integralでZlJ]

およびconnecteddensityGreen'Sfunction8のgeneratingfunctionalWlJ]を作ることができる｡す
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なわち､

Z[J]-exp(W[J])

-/ld" t]expトU.phdT(/叫 I(1)∂湘 )-H両 )./dxJ(1)n(1))], (3･2)

ここで IldPI朝 はGrassman代数のfunctionalpath-integralを表わす 【61.このsectionでは1≡

αXT､a ≡ XTのnotationを用いる｡Tは虚時間で0≦ T ≦βh.J(1)は､時間空間およびスピンに依存

したprobeとしてのSourcetermであるが､このJ(1)にp-車｡(Ⅹ)(≡JB(Ⅹ))というtime-independent

なものを代入するならzlJO]はJOの汎関数としての大分配関数となる.

eq.(3.2)は､汎関数微分する際の同時刻での車,車tのorderingに注意して【6ト

Z[J]=exp(W[J])

-exp(一書/dl'd2lv(1'-21)6(Ti一戦 お 品 )×exp(wolJ】)
と書くことができる｡ただしWolJ]はnon-interacingな場合のfunctionalで

Zo【J]-exp(Wo[J])

-/ld" †】exp卜去/d1両 )(∂,･芸+J(1))Ml))ト

(3.3)

(3.4)

である.eqs.(3.3)と(3.4)からFeynmannruleを与えるのは容易で､propageterとして V(Ⅹ1-

x2)6(T1-T2)を､primaryなvertexとしてFerimionone-loopからなるFig.4のようなものを考え

ればよいことがわかる｡(注;以下で､'propagetor'は､この意味で用いる｡)

ところで､A-0でZlJ01は古典系での=lJO】に一致するはずである｡上述のFeynman Ruleと､

see.ⅠⅠでの古典系におけるものを比較するとFeynmam diagram レベルにおける対応を見ることが

できる｡ すなわち､r古典系における点状のⅣ点Yertexに対応するものが､Fermiononeloopから
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.I"F '.チ

Fig.4 FermionloopからなるⅣ点vertex

~'‡●二- 二lニー-I--三二二-専一L:Si1-･･･≡ :三
Fig.5a

.･"画 ⇔ 篭 +

+=f-:L 庵.'･.,麺 .2･+

Fig.5b

轡 小 等の和

紬 .ての(i物 - 秤

Fig.5 古典系と量子系のvertexにおける対応
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なるⅣ点のVertex(ただしすべての相互作用の線('propagetor')による補正を加えたoneloop)であ

る｡Jとすればよい(Fig.5a)｡Fig.5a右辺のFermiononeloopに対する相互作用の線による補正は､

二項目のFockenergy項以下､A- 0でゼロとなる量である(ZlJ]の中でhとmはh2/mの組み合

わせで現れるので､代わりにm- ∞ と考えてもよい)｡そして､補正なしのFermiononeloopか

らなるvertexのみが､A- 0で生き残り､T-independentで空間的には点状なものとなって古典系

におけるvertexとなる｡

あるいはFig.5bのように､相互作用の線とFermionloopsからなる図形による補正を加えたvertex

が､古典系での同等の補正をしたvertexに対応するとしてもよい｡古典系では､このvertexは､

vertexofFig.5b-(n(1))JS(1-2)6(1-3)..6(1-N) (3.5)

となる｡これはFig.5aのbareなvertexを補正する際にsumすべきdiagram s(Fig.5b)がeq.(2.6)で

の(n(1))Jを与えるdiagram Sに-敦することからわかる｡

Fig.5aもしくはFig.5bの補正したvertexと､'propagetor'を用いてdiagramsを書き下すなら､

Feynmannruleは､量子系と古典系で同一で､量子系の場合の個々のdiagram からの寄与はh-0

で､対応する古典系のdiagramsからの寄与と一致する｡

WlJ]は温度Tでの虚時間形式におけるdensityGreen'sfunctionsのgeneratingfunctionalであ

り､Jet(I)によるfunctionalderivativeはsec.ⅠⅠと同様に

至竺辺 -去くh(1))J∂J(1)

∂2Ⅳ【Jl

∂J(1)∂J(2)-嘉くT(A(1)-n(1))(A(2)-n(2)))J

(3.6)

(3.7)

等で与えられる｡ この辺の事情はsec.ⅠⅠとほとんど同様でありr回 も同様に定義できる｡相違点は

量子系の場合､(虚)時間を含んだものとなること､である｡

-8-



古典統計と量子統計のダイアグラム展開における対応

このr【n]については､FunctionalLegendretransfomationにより､その場の理論的基礎づけを

行った論文【R.Fukuda,T.Kotani,Y.Suzuki,andS.Yokojima,tobepubLshed]において､議論し

た｡また､rln]をnの非局所的な汎関数として展開する方法について研究している【T.Kotani,tobe

publishedJo
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