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概要

磁性有機導体 λ−(BETS)2FeCl4 の実験において確認されている温度相図を理論的に説明する描像を得るため

に、絶対零度におけるモデルを考案し研究した. この相図に関わる当該物質の基本的な性質として、次の 4つ

が挙げられる. (1) on-site Coulomb相互作用 U による強相関電子系である. (2) ハーフフィリングの系である.

(3) Fermi面近傍においては 2つのバンドにより記述でき、Fermi面にはネスティングが完全に近いものと不

完全なものの 2つが共存する. (4) 低い転移温度 TMI ∼ 8.3 [K] 以上では常磁性金属であり、転移温度 TMI 以

下では反強磁性絶縁体である. 当該物質を簡単化したモデルとして、2次元正方格子上で、最隣接ユニットセ

ル間及び第 2最隣接ユニットセル間のホッピング t,t′と on-site Coulomb相互作用 U とを取り入れた、ハーフ

フィリングの 2軌道 (バンド) t-t′-U Hubbardモデルに、更に両軌道間の交換相互作用を取り入れたモデルを

考案した. このモデルにおいて、Fermi面のネスティングが良い軌道 Aと Fermi面のネスティングが悪い軌道

B とを仮定した. 各軌道のネスティングの完全性は、t′ の値を調節することにより決めた. このモデルの基底

状態において、on-site Coulombエネルギー U と伝導バンド幅W との比率 U/W を上げることにより、まず

軌道 Aの基底状態においてスピン密度波状態による反強磁性秩序が生成したときに、軌道 A-B 間の交換相互

作用から、もう一方の軌道 B の基底状態にスピン密度波状態が誘起され、金属-絶縁体転移が誘発される機構

を確立した. 尚、軌道 Aの解析の際には、on-site Coulomb相互作用についてスピン密度波平均場理論を用い、

軌道 Bの解析の際には、S. Florensと A. Georgesにより提案されたスレーブ ·ローターの方法を用いた. この

絶対零度において得られた金属-絶縁体転移の描像を用いて、λ−(BETS)2FeCl4 の温度相図を定性的に説明す

るシナリオを提示した.
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第1章 序論

1.1 磁性有機導体λ−(BETS)2FeCl4

1.1.1 電荷移動錯体

少数の元素の原子からなる固体である無機系物質に対し、分子からなる固体である分子性物質において、電

気伝導を示すものは有機導体と呼ばれる.[1, 2]

本論文は、それらの中で、擬 2次元磁性有機導体 λ−(BETS)2FeCl4が持つ実験的に確認された温度相図を、

理論的に説明することを目的とする. ここで、BETS=bis(ethylenedithio)tetraselenafulvaleneであり、BEDT-

TTF分子の中央にある 4つの S原子を Se原子に置き換えた分子である. λは、結晶が c軸方向に成長した細

い針状晶であることを意味する.[3]

一般に、有機導体は分子式 D2X を持つ電荷移動錯体である.[2, 3, 4]ここで、電荷移動錯体 D2X とは、磁

気モーメントを持つ無機アニオン分子X の層とドナー分子Dからなる層とが交互に並んだ分子性物質のこと

である. 当該物質の場合、X =FeCl4及びD =BETSである.

当該物質の結晶構造を図 1.1に示す.

図 1.1: λ−(BETS)2FeCl4 の結晶構造. 四面体の骨格がアニオン分子である FeCl4 である. Fe3+ スピンの大き

さは S = 5/2である. Ref.[5]からの引用.

一般に、有機導体において、ドナー分子の最高占有準位の分子軌道である HOMO (Highest Occupied

Molecular Orbital) と最低非占有準位の分子軌道である LUMO (Lowest Unoccupied Molecular Or-

bital) とが電気伝導において重要な役割を果たす.
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このときに、特に当該物質においては、1個のアニオン分子当たり 1個の電子 (1個のダイマー超分子D2当

たり 1個の正孔) をドナー分子がアニオン分子に供給し、ダイマー超分子の HOMOに正孔が生じ、この正孔

が電気伝導を担う. ダイマー D2 において、2個のドナー分子 Dがそれぞれ持つ HOMOは、軌道が 2重に縮

退しており、かつダイマー D2 は 1個しか正孔を持っていないため、そのときにダイマー D2 は正孔について

1/4フィリングになる. この 2つの軌道の間の正孔のホッピング tdにより、ダイマー間のホッピング tiによる

ダイマーバンドW ∼ 4ti に対して [2]2td > W のとき、これらの縮退した HOMOが、準位差 2td の結合性分

子軌道と反結合性分子軌道とに重なりなく分裂し、軌道間の縮退が解ける. 一方で、2td < W のときには軌道

間の縮退は解けない. この状況を図 1.2に示す.

td td
ti

図 1.2: ドナー分子上の on-site Coulombエネルギー (電子間の遮蔽された Coulomb反発力によるエネルギー)

以外に、ダイマー内でのドナー分子間のホッピング td、及びダイマー間でのホッピング tiとがある. Ref.[2]を

参考にした.

本論文では、2td < W のときのモデルを考える. Ref.[6]におけるMoriモデルが該当する. このとき、当該

物質は、擬 2次元結晶上の各ダイマー超分子に平均して 1個の正孔が占有する、すべてで 4軌道 (バンド) の

3/4フィリングの強相関電子系となる. この結晶は空間群 P 1̄を持ち、各軌道は当該物質のユニットセル内のす

べてで 4個の各 BETS分子に対応している.[6, 7] 当該物質は Fermiエネルギー近傍では、4軌道の内 2軌道の

みで記述できる. 4軌道では 3/4フィリングであったが、これらの 2軌道ではハーフフィリングとなる.

1.1.2 Fermi面と相図

図 1.3: 10 [K] での λ−(BETS)2FeCl4の Fermi面. Ref.[5]からの引用.
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重要な点として、図 1.3から読み取れるように、当該物質には 2種類の Fermi面が存在しており、片方の電

子 Fermi面はネスティングが完全に近く (ネスティングベクトルQ ≈ (0, π))、もう片方の正孔 Fermi面はネス

ティングが不完全である. このことにより、前者の Fermi面はネスティングの構造からの応答としての反強磁

性秩序状態である Spin Density Wave (SDW) 状態を起こしやすく、後者の Fermi面は SDW状態を起こ

しにくい.

より重要な点として、当該物質の温度相図において、TMI ∼ 8.3 [K] 以上の温度においては常磁性金属であ

り、TMI以下の温度においては反強磁性絶縁体となることが実験において確認されている.[8, 5] ここで、反強

磁性秩序は c軸方向を容易軸として起こり (図 1.4)、その転移は金属-絶縁体転移と同時に起こる.

図 1.4に反強磁性転移を実験的に確認したグラフを示す.

図 1.4: 低温での λ−(BETS)2FeCl4 の静的帯磁率の温度依存性. B ⊥ c軸の場合 (左パネル), B ‖ c軸の場合
(右パネル). 共に Ref.[5]からの引用.

図 1.5に相図を示す. 当該物質は x = 1の場合である.

1.1.3 反強磁性秩序の起源としての伝導 π電子の SDW状態

当該物質は、アニオン分子における S = 5/2の Fe3+スピンによる局在化モーメントを持ち、伝導 π電子と、

この Fe3+スピンとは、π-d相互作用と呼ばれる大きさ Jπ−d ∼ 17 K の反強磁性の交換相互作用を持つ.1

当該物質の反強磁性秩序の起源を示唆する 3つの実験結果を述べる.

第一に、帯磁率について、局在化モーメントが典型的な反強磁性転移の振る舞いを示すにも関わらず、秋葉

らの余剰比熱測定の実験により、Néel温度 TMI 以下でも Fe3+ スピンが常磁性を示すことが判った.[13] ここ

で、余剰比熱から算出される TMI以下での余剰エントロピーは、S = 5/2の Fe3+スピンの自由度の 80パーセ

ント程の自由度となり、この実験による結論が妥当であることを示す. この秋葉らの結果は、伝導 π電子が当

該物質における反強磁性転移において主導的な役割を果たしていることを示唆する.

1当該物質は、このπ-d相互作用の存在により Jaccarino-Peter効果として磁場誘起超伝導を発現し、注目を集めることとなった.[10, 11, 12]
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図 1.5: λ−(BETS)2FexGa1−xCl4の相図. Mは金属相を、AFIは反強磁性絶縁体相を、SCは超伝導相を指す.

Ref.[9]からの引用.

図 1.6: 格子振動を除いた余剰比熱∆Cの測定結果. 局在したFe3+スピンを常磁性と仮定した、6準位 Schottky

型比熱による理論式によってフィッテングしている. TMI ∼8.3 K 以下においても、局在した Fe3+ スピンは常

磁性相と判る. Ref.[13]からの引用.
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第二に、強束縛モデルにおいて、相互作用をしない伝導 π電子のスピン帯磁率は、第 1Brillouinゾーン (BZ)

における波数ベクトル q0 = (0, π)近傍において最大値を取ることが指摘された.[14, 15] この最大値は、絶縁化

する前の電子 Fermi面のネスティングベクトルQ ≈ q0による良いネスティング構造に起源すると考えられる.

第三に、当該物質のアニオン分子 FeCl4における Feを完全にGaに置換した、局在化磁気モーメントを持た

ない λ-(BETS)2GaCl4 における
13C-NMR実験において、伝導 π 電子間の反強磁性スピン相関が温度降下に

つれて成長することが示唆されている.[16] まず、55 Kまでの温度降下において、Curie-Weiss則による反強磁

性スピン相関の成長が、核スピン-格子緩和率 1/T1を温度 T によって割った 1/T1T の増大として観測されて

いる. 次に、10 K以下での温度降下において Curie-Weiss則による 1/T1T の増大と、NMR線幅の拡大とが観

測され、Fermi面のネスティング効果として説明できる.

以上の 3つの実験結果により、当該物質の反強磁性秩序は伝導 π電子の SDWの形成に帰着できる、と考え

られる.

1.2 Mott絶縁体転移

一般に、2次元正方格子において定義されたハーフフィリングの強相関電子系が持つ最も興味深い性質の 1

つにMott絶縁体転移がある.[17, 18]

この系はバンド理論の描像では基底状態は金属相であるが、on-site Coulombエネルギーが電子の運動エネ

ルギーを大きく上回るとき、基底状態において格子上の各サイトを 1個の電子が占有することになる. このと

き、基底状態はスピン自由度について 2N 重に縮退している. N はサイトの総数である.

この系を研究するための出発点となる量子多体系のモデルが、サイト間のホッピングを持つ強束縛電子モデ

ルに on-site Coulomb相互作用 U > 0を取り込んだ、Hubbardモデルである. (図 1.7を参照.)[19]

U

U

U

U

U

U

U

U

U

t

t'

図 1.7: 2次元正方格子 Hubbardモデル. U は電子間の on-site Coulomb相互作用を表し、tは最隣接サイト

間、t′は第 2最隣接サイト間の、電子のホッピングパラメータを表す.

ハーフフィリングの強相関電子系において、Mott転移には 2つのシナリオが知られている.[20]
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1つ目は、Mott-Hubbardシナリオである. (図 1.8.)[19] このシナリオでは、U の値は伝導バンドの幅W

を大きく上回るとする. このとき、U がないときに金属相にあった元々の伝導バンド以外に、系の基底状態か

ら励起した状態を表す第二のエネルギーバンドである上部 Hubbardバンドが、on-site Coulomb相互作用の結

果、出現する. この 2つのバンドは on-site Coulombエネルギーの値 U だけ離れている. このとき、2つのバ

ンドの間のギャップが開き、化学ポテンシャル µがギャップの間に位置しており絶縁化する.

ω
μ
×

U

D(ω)

図 1.8: Mott-Hubbardシナリオの結果. 状態密度D(ω)の図であり、上部Hubbardバンド (右)と下部Hubbard

バンド (左) とがエネルギー U だけ隔てられている. 化学ポテンシャル µはギャップの間に位置し、系が絶縁

化する.

2つ目は、Brinkman-Riceシナリオである. (図 1.9.)[21] これは、提唱された時点での理論においては、常

磁性状態かつハーフフィリングの強相関電子系の基底状態のGutzwiller近似による解析に基づいている.[21, 22]

このシナリオでは、準粒子重み Z がゼロとなり電気伝導を担う準粒子の有効質量が発散することにより伝導バ

ンドの幅がなくなり (: W → 0)絶縁化する.

-π 0 π

k

ε
k

図 1.9: 準粒子重み Z がゼロへ接近することによる準粒子の伝導バンドの幅の減少の様子. 黒の曲線によって

示した伝導バンド (Z = 1) が最終的に平坦なバンド (Z = 0) となることにより、準粒子の有効質量が発散し

系が絶縁化する.

Mott転移の両シナリオを統一的に記述する動的平均場理論の観点から言えば、前者は原子に局在したイン

コヒーレントな励起に、後者は結晶全体に広がったコヒーレントな励起に着目したシナリオである.[23]
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1.3 モデルの概要

本論文では、λ−(BETS)2FeCl4の温度相図を理論的に説明する描像を得るために、互いに交換相互作用する

2軌道 (バンド) での、最隣接ユニットセル間のホッピング tと第 2最隣接ユニットセル間のホッピング t′とを

取り入れた、t-t′-U Hubbardモデルを考案し、反強磁性秩序状態である SDW状態が存在する下で金属-絶縁体

転移のシナリオを調べた. このモデルにおいて、Fermi面のネスティングが良い軌道 (t = 1, t′ = 0) と悪い軌

道 (t = 1, t′ 6= 0) を仮定し、U は両軌道間で共通であるとした.

具体的には、2-軌道で、ハーフフィリングの強相関電子系を考え、バンド幅W を変えることにより、絶対零

度において、

(i) 低い U/W の値で常磁性金属相にあり、

(ii) 高い U/W の値で反強磁性絶縁体相にある

傾向を持つモデルを構築した. (ii)の性質においては、ネスティングが悪い Fermi面を持つ軌道は絶縁化しに

くいため、絶対零度での解析において、金属-絶縁体転移点を与える U/W の値を著しく下げる機構を考案する

ことが目的である.

一般に Fermi面に良いネスティングの構造があるときに、そのことを反映して、伝導バンド幅W を狭めるこ

とにより U/W の値が増えるにつれて、伝導 π電子の SDW状態が系の反強磁性秩序として生じ、安定化する.

我々の 2軌道の Hubbardモデルにおいては、軌道間交換相互作用により、ネスティングが良い Fermi面を

持つ軌道において安定化した反強磁性秩序状態である SDW状態が、スタッガードな分子場として、もう片方

の Fermi面のネスティングが悪い軌道と相互作用し、このスタッガードな分子場に引きずられる形で、このも

う片方の軌道においても反強磁性秩序状態である SDW状態が安定化すると考えられる.

このモデルにおいて、まず、性質 (i)は、最隣接ユニットセル間のホッピングの他に第 2最隣接ユニットセ

ル間のホッピングを仮定していることから実現される. 実際に、このことを仮定していることにより Fermi面

のネスティングが不完全となり、ある臨界値よりも低い U/W において常磁性となる. さらに、SDW状態の立

ち上がりによるバンドギャップが開く位置が原点からずれ、低い U/W の値で金属相が実現するからである.

次に、2軌道の SDW状態が安定化するにつれて Fermi面のネスティングが悪い軌道の準粒子重みが減り、

その軌道の反強磁性秩序が完全となったときに、その軌道においてMott転移が実現する. そのときの U/W の

臨界値は、両軌道間の交換相互作用がないときに比べ著しく減少する.

しかし、このとき、具体的な軌道間交換相互作用の強さを与えて系を解析した結果、Fermi面のネスティン

グが悪い軌道について、このMott転移よりも強相関効果によるバンド絶縁化の方が先行することが判った. そ

の軌道の、強相関効果によるバンド絶縁化が実現する U/W の値は、軌道間交換相互作用を強くすると著しく

下がった.

このことにより、(ii)の性質を定性的に説明できる.

1.4 本論文の構成

本論文の構成は、以下の通りである.
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第 2 章において、Ref.[24]に沿って、まず on-site Coulomb相互作用を Hartree-Fock近似により取り扱う

理論を説明する. ここで、基底状態として反強磁性秩序状態を仮定し、1サイトあたりの電子の平均占有数と

SDW秩序変数の、2つの平均場を導入する. この章での定式化は一般の形のホッピング tを持った軌道につい

て行うが、最終的には最隣接サイト間ホッピングのみの軌道の解析に用いる.

第 3章において、Ref.[25]に沿って、S. Florensと A. Georgesによって提案されたスレーブ ·ローターのア

プローチの枠組みを説明し、この方法によって HubbardモデルにおいてMott転移を記述できることを、常磁

性かつ多軌道の場合に説明する. この章での定式化は、Fermi面のネスティングが悪い軌道における絶縁化の

解析に用いる.

第 4章において、反強磁性秩序状態下で、1軌道の Hubbardモデルにおけるスレーブ ·ローターの方法を用
いた、サイト間のホッピングの平均エネルギー及び平均場の計算を行う.

第 5章において、軌道間に交換相互作用を取り入れた 2軌道 Hubbardモデルを、絶対零度において、第 2

章、第 4章での計算を基に自己無撞着方程式を定式化した後に、数値的に解く.

第 6章において、結論と課題を述べる.

付録Aにおいて、ハーフフィリングの 1軌道 Hubbardモデルにおける Fermiエネルギーを、(1) 1サイト当

たりの平均占有電子数が 1であるという条件、及び、(2) 大正準集団の自由エネルギーを用いた条件、によっ

て 2通りに定義し、両者が同一の定義であることを確認する.

付録 Bにおいては、第 5章における補足的な数値計算の結果を示した.

付録 Cにおいては、第 3章において説明したスレーブ ·ローターの方法を、金属に添加された磁性不純物を
記述する Andersonモデルに、Florens-Georgesによる原論文 Ref.[25]に沿って適用する.

付録Dにおいては、第 3章において説明したスレーブ ·ローター理論をシグマモデルを用いて定式化し、金

属-絶縁体転移の解析を Ref.[25]における結果に沿って行う.
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第2章 Hubbardモデルにおける反強磁性秩序状態

2.1 Spin Density Wave (SDW) 状態

始めに、on-site Coulomb相互作用がないときに、格子定数 a = 1の 2次元固体結晶 (正方格子) 上におけ

る、最隣接サイト間のホッピングのみの強束縛電子からなる系を考える. エネルギーバンドは

ǫk = −2t(cos kx + cos ky) − µ (2.1)

である. µは電子の化学ポテンシャルであり、絶対零度のとき Fermiエネルギーである. このエネルギーバン

ドに対して、エネルギーの基準値を与える化学ポテンシャル µの値がゼロのとき、1サイトあたり平均して 1

電子が占有するハーフフィリングの系となり、Fermi面 (ǫk = 0) は

cos kx = − cosky (2.2)

で与えられる. この Fermi面を波数空間において図示すると図 2.1となる.

-π 0 π
-π

0

π

kx

k
y

図 2.1: 化学ポテンシャルの値がゼロのときの、Fermi面 (ǫk = 0: 青). Q = (π, π)はネスティングベクトル.

Fermiエネルギー以下の準位を占有している電子は灰色で示した領域となる.

この Fermi面は、波数ベクトル (π, π), (π,−π), (−π, π), (−π,−π) 等、を用いた平行移動により完全に重な

る. これらのベクトルをネスティングベクトルと呼ぶ. 以下、ネスティングベクトルをQと記し、特に、

Q = (π, π) (2.3)

と選ぶ.
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図 2.2: SDW状態. 青曲線は ↑スピンの電子密度波であり、赤曲線は ↓スピンの電子密度波である.

以下、Spin Density Wave (SDW) 状態について説明する.

まず、SDW状態は、↑スピンの電子密度波と ↓スピンの電子密度波が空間的に半波長ずれた状態であり (図

2.2を参照)、次の 2つの、サイトに依らない平均場によって記述できる.

n = 〈nj↑ + nj↓〉 , (2.4)

m =
1

2
eiQ·rj 〈nj↑ − nj↓〉 . (2.5)

ここで、(2.3)により eiQ·rj = e−iQ·rj = ±1に注意する. 但し、njσ によりサイト j におけるスピン σの電子

の個数演算子を記す. これらの 2式は 〈nj↑〉, 〈nj↓〉について逆に解けて

〈nj↑〉 =
1

2
n+ e−iQ·rjm , (2.6)

〈nj↓〉 =
1

2
n− e−iQ·rjm (2.7)

を得る. 次に、秩序相m 6= 0を考える. このとき、

1. ↑スピンと ↓スピンとで、それらの個数の違いを生む第 2項の符号が任意のサイト rj において逆である.

2. e−iQ·rj は、rj が ±x, ±yの任意の方向に 1格子進んだときに符号が反転する.

このことは、2格子進めば元の値に戻ることも示す.

これら 2点により、このとき系は実空間での周期 2aの反強磁性秩序状態にある. この状態は、SDW状態と呼

ばれる. ここで正方格子上で

j :偶のサイト ⇔ eiQ·rj = 1 , (2.8)

j :奇のサイト ⇔ eiQ·rj = −1 (2.9)

と呼ぶ.

2.2 On-site Coulomb相互作用のHartree-Fock近似

2.2.1 一般の隣接サイト間のホッピングの場合

本章の残りにおいて、on-site Coulomb相互作用を取り入れた、Hubbardモデル

HHubbard =
∑

σ

∑

i,j

tijc
†
iσcjσ − µ

∑

i

∑

σ

niσ + U
∑

i

ni↑ni↓ (2.10)
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を考える. cjσ は、サイト jにおけるスピン σの電子の消滅演算子である. 隣接サイト間のホッピングを表す行

列 tij としては、一般の場合とする.

本章の以下の内容は、Ref.[24]により得られているものである.

on-site Coulomb相互作用HU = U
∑

i ni↑ni↓のHartree-Fock近似による、Hubbardモデルのハミルトニア

ンの平均場近似

HMF =
∑

σ

∑

i,j

tijc
†
iσcjσ − µ

∑

i

∑

σ

niσ + U
∑

i

(〈ni↑〉ni↓ + ni↑〈ni↓〉 − 〈ni↑〉〈ni↓〉) (2.11)

は

HMF,U = U
∑

j

{(
1

2
n+ eiQ·rjm

)
nj↓ +

(
1

2
n− eiQ·rjm

)
nj↑ −

(
1

4
n2 −m2

)}
(2.12)

により

HMF =
∑

σ

∑

i,j

tijc
†
iσcjσ +

∑

σ

∑

i

(
−µ+

1

2
Un

)
niσ +mU

∑

j

eiQ·rjnj↓

−mU
∑

j

e−iQ·rjnj↑ + UN

(
m2 − 1

4
n2

)
(2.13)

となる.

電子の実空間での生成消滅演算子の、波数空間での表示

ciσ =
1√
N

∑

k∈BZ

ckσe
−ik·ri , (2.14)

c†iσ =
1√
N

∑

k∈BZ

c†kσe
ik·ri (2.15)

を以下用いる.

また、還元されたBrillouinゾーン (RBZ) を

RBZ ≡ {(kx, ky)| |kx + ky| ≤ π} (2.16)

により定義する. (図 2.3を参照.)

このとき、(2.13)の第 1項と第 2項として、それぞれ

∑

σ

∑

i,j

tijc
†
iσcjσ −

∑

σ

∑

i

µc†iσciσ
ξk≡

∑

σ

∑

k∈BZ

ξkc
†
kσckσ (2.17)

=
∑

σ

∑

k∈RBZ

(ξkc
†
kσckσ + ξk+Qc

†
k+Qσck+Qσ) (2.18)

及び

∑

σ

∑

i

1

2
Unc†iσciσ =

1

2
Un

∑

σ

∑

k∈BZ

c†kσckσ (2.19)

=
1

2
Un

∑

σ

∑

k∈RBZ

(c†kσckσ + c†k+Qσck+Qσ) (2.20)



18 第 2章 Hubbardモデルにおける反強磁性秩序状態
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図 2.3: 左パネル:BZと、Q = (π, π)及びQ′ = (π,−π). 右パネル:RBZ.

を得る. これら 2項を纏めて

∑

σ

∑

i,j

tijc
†
iσcjσ −

∑

σ

∑

i

(
µ− 1

2
Un

)
c†iσciσ

=
∑

σ

∑

k∈RBZ

((
ξk +

1

2
Un

)
c†kσckσ +

(
ξk+Q +

1

2
Un

)
c†k+Qσck+Qσ

)
(2.21)

を得る.

(2.13)の残る第 3項と第 4項は、まず第 3項について、Q′ = (π,−π)として

−mU
{∑

j:偶

nj↑ −
∑

j:奇

nj↑

}
= −mU

∑

j

e−iQ·rjc†j↑cj↑ (2.22)

= −mU
N

∑

k∈BZ

∑

k′∈BZ

∑

j

e−iQ·rje−ik·rjeik′·rjc†k↑ck′↑ (2.23)

= −mU
∑

k∈BZ

∑

k′∈BZ

(δk′,k+Q + δk′,k−Q + δk′,k+Q′ + δk′,k−Q′)c†k↑ck′↑(2.24)

= −mU
∑

k∈RBZ

(c†k↑ck+Q↑ + c†k+Q↑ck↑) (2.25)

を得る. 全く同様にして、第 4項について

mU

{∑

j:偶

nj↓ −
∑

j:奇

nj↓

}
= mU

∑

k∈RBZ

(c†k↓ck+Q↓ + c†k+Q↓ck↓) (2.26)

を得る.

(ck↑, ck+Q↑, ck↓, ck+Q↓)
t 及び (c†k↑, c

†
k+Q↑, c

†
k↓, c

†
k+Q↓)を、この順序で縦横の基底ベクトルとして、HMF の

係数を行列表示すると

HMF − UN

(
m2 − 1

4
n2

)
=





1
2Un+ ξk −mU 0 0

−mU 1
2Un+ ξk+Q 0 0

0 0 1
2Un+ ξk mU

0 0 mU 1
2Un+ ξk+Q




(2.27)
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となる. RBZでは ckσ と ck+Qσ とは互いに独立していることに注意する. この行列の固有状態はスピン自由度

について 2重に縮退しており、そのエネルギー固有値は

E±
k =

1

2
Un+

ξk + ξk+Q

2
±

√(
ξk − ξk+Q

2

)2

+m2U2 (2.28)

となる.

波数表示において、平均場ハミルトニアンは

HMF =
∑

σ

∑

ij

tijc
†
iσcjσ −

(
µ− 1

2
Un

)∑

σ

∑

i

niσ

+UN

(
m2 − 1

4
n2

)
− Um

∑

i

eiQ·ri(ni↑ − ni↓) (2.29)

= H↑ +H↓ + UN

(
m2 − 1

4
n2

)
(2.30)

となる. 但し、

Hσ ≡
∑

k∈RBZ

{(
ξk +

1

2
Un

)
nkσ +

(
ξk+Q +

1

2
Un

)
nk+Qσ

}

−σUm
∑

k∈RBZ

(c†kσck+Qσ + c†k+Qσckσ) , σ = 1 (↑) , σ = −1 (↓) (2.31)

と定義した.

HMF を対角化することにより、大正準集団の自由エネルギーを計算すると

J = − 1

β
ln Ξ (2.32)

= − 1

β

∑

k∈RBZ

{2 ln(1 + e−βE
(+)
k ) + 2 ln(1 + e−βE

(−)
k )} +m2NU − 1

4
n2NU (2.33)

を得る. このとき、自由エネルギー J をmについて最小にする状態が実現する. このことから、自己無撞着方

程式として

∂J

∂m
= 2

∑

k∈RBZ

[
∂E

(+)
k

∂m
nF (E

(+)
k ) +

∂E
(−)
k

∂m
nF (E

(−)
k )

]
+ 2mNU (2.34)

= 2mU2
∑

k∈RBZ

nF (E
(+)
k ) − nF (E

(−)
k )√

[12 (ξk − ξk+Q)]2 + U2m2
+ 2mNU (2.35)

= 0 (2.36)

を得る. 書き換えると、

m =
Um

N

∑

k∈RBZ

nF (E
(−)
k ) − nF (E

(+)
k )√

[12 (ξk − ξk+Q)]2 + U2m2
(2.37)

である.

但し、よく使われる記法として、フェルミオン系の熱平衡状態における Fermi-Dirac分布関数を

nF (ǫ) =
1

eβǫ + 1
(2.38)

と記した. 特に、絶対零度において、Heavisideの階段関数 θH(ǫ)に対し、Fermi-Dirac分布関数は

nF (ǫ)|T=0 = θH(−ǫ) (2.39)

となる.
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2.2.2 最隣接サイト間のホッピングのみの場合

次に、電子のホッピングが最隣接サイト間のみの場合を、絶対零度かつハーフフィリングにおいて考える.

(以下、t = 1と置く.) エネルギー分散は

ξk = ǫk − µ (2.40)

= −2(cos kx + cos ky) − µ (2.41)

である.

このとき、Hubbardモデルの、on-site Coulomb相互作用の Hartree-Fock近似において、SDW秩序変数m

の自己無撞着方程式は

m =
Um

4π2

∑

k∈RBZ

nF (E
(−)
k ) − nF (E

(+)
k )√

[12 (ξk − ξk+Q)]2 + U2m2
(2.42)

=
Um

4π2

∑

k∈RBZ

1√
ǫ2k + U2m2

(∵ T = 0) (2.43)

である. この方程式は、E
(−)
k < 0, E

(+)
k > 0が kについて恒等的に成り立つため

1 =
U

4π2

∑

k∈RBZ

1√
ǫ2k +m2U2

(2.44)

となる.

この方程式の解のグラフは図 2.4のようになる.[26]

0 2 4 6 8 10
0.0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

U

m

図 2.4: 絶対零度かつハーフフィリング、最隣接サイト間のホッピング項のみでの U −mのグラフ.

このとき、Fermiエネルギーの値はmの値に関わらず µ = 0である.
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2.2.3 第 2最隣接サイト間のホッピングがある場合

最後に、最隣接サイト間のホッピングの他に第 2最隣接サイト間のホッピングを取り入れた

ξk = −2(cos kx + cos ky) + 4t′ cos kx cos ky − µ (2.45)

の場合を、絶対零度かつハーフフィリングにおいて考える.1

このとき、絶対零度において、Fermiエネルギー µを決める条件は

1 =
2

N

∑

k∈RBZ

[θH(−E(+)
k ) + θH(−E(−)

k )] (2.46)

である. (付録 Aを参照.) これをm = 0の場合に、µについて µ = µ(t′)の形で解いたグラフは図 2.5のように

なる.

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
0.0
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1.0

t
'

-
μ

図 2.5: 絶対零度かつハーフフィリング、m = 0の場合での、t′ − µのグラフ.

この µ(t′)に対して、

1 =
U

4π2

∑

k∈RBZ

θH(−E(−)
k ) − θH(−E(+)

k )√
ǫ2k +m2U2

(2.47)

が、t′ 6= 0についての、自己無撞着方程式である.

特に、SDW秩序が立ち始めた直後 (: m = 0+) の自己無撞着方程式は

1 =
Uc

4π2

∑

k∈RBZ

θH(−E(−)
k ) − θH(−E(+)

k )

|ǫk|
(2.48)

=
Uc

4π2

∑

k∈D

1

|ǫk|
(2.49)

となる. その時点での U の値を Uc と記した. この式の積分領域 Dは、t′ = 0.2に対して、図 2.6のグラフに

ある.

この自己無撞着方程式 (2.49) を解くことにより得られた、一般の t′ での、SDW秩序変数mが立ち上がる

直前での on-site Coulombエネルギーの臨界値 Uc (: m = 0+) のグラフは図 2.7になる.
1t′ の符号の取り方は、Ref.[24] に従っている.
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図 2.6: t′ = 0.2, m = 0+ のとき、エネルギーバンドは E
(−)
k と E

(+)
k とからなる. 2つの Fermi面 E

(−)
k = 0及

び E
(+)
k = 0をそれぞれ、黒線と赤線により示した. (t′ = 0, m = 0+ のときには Fermi面はない.) このとき、

(2.49)の第 1Brillouinゾーン内での積分領域Dは、(2.48)により、RBZにおいて黒線の外側の領域 (E
(−)
k < 0)

から赤線の内側の領域 (E
(+)
k < 0) を引いたものであり、このグラフの最も内側の領域 E

(−)
k < 0, E

(+)
k > 0で

ある.
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図 2.7: t′ − Ucのグラフ.
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図 2.7において、t′がゼロでないときに Fermi面のネスティングが不完全となり、ゼロではない Ucよりも低

い U の値では反強磁性秩序が生じずに常磁性相 (: m = 0) が実現している.
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第3章 Mott絶縁体のスレーブ ·ローター理論

3.1 スレーブ ·ローターの方法における基本的な考え方
ハーフフィリングの系において、金属相と (Mott)絶縁体相を区別するときに、1サイトあたりの平均電子占

有数 〈nj〉 = 1 (nj ≡ nj↑ + nj↓) を用いたのでは勿論区別ができない.

一方、電子について、位相自由度 θj を個数演算子 nj と共役な変数として

[θj , nj ] = i (3.1)

と定義し、電子の消滅演算子に

cjσ = e−iθjfjσ (3.2)

の形で入れれば、

−tc†iσcjσ = −tei(θi−θj)f †
iσfjσ (3.3)

となる. このとき、f の準粒子重みが後に示す仮定の下で

〈ei(θi−θj)〉θ = 〈cos θ〉2θ , i 6= j (3.4)

となることが分かる.

よって、

金属相 : 〈cos θ〉θ 6= 0 , (3.5)

絶縁体相 : 〈cos θ〉θ = 0 (3.6)

のように、位相変数 θの波動関数によって金属相とMott絶縁体相を区別することが出来る. (図 3.1を参照.)

更に、この方法では、多体相互作用である on-site Coulomb相互作用を、n2
jσ = njσ に注意して、

Unj↑nj↓ =
U

2
[(nj↑ + nj↓)

2 − (nj↑ + nj↓)] (3.7)

=
U

2
[n2

j − nj ] (3.8)

=
U

2
[(nj − 1)2 + nj ] −

U

2
(3.9)

と変形すれば、これはハーフフィリングかつ 1軌道の系においての、電子の個数演算子 nj に共役なローター

θj の運動エネルギーとなる. 結果、システムは拘束条件下で、自由な準粒子 f と、ポテンシャル中を運動する

ローターとに分離できる. このとき、モデルを解くことは、ローターの導入の際に課された自己無撞着方程式

を解くことに帰着する.

以下における記法として、ローターの演算子にはハットを付ける.
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0 π 2π
0

0.5

1

1.5

θ

ψ
G
S
(θ

)

図 3.1: スレーブ ·ローターの基底状態の波動関数 ψGS(θ) (実関数) による金属相 (赤曲線) と絶縁体相 (青直

線) の区別.

3.2 概要: 原子極限

3.2.1 モデル

Florens-Georgesの具体的な方法は次である.[25]

電子からなる系であり、on-site Coulombエネルギー U を取り込んだハミルトニアン

Hat =
∑

σ

ǫ0d
†
σdσ +

U

2

[∑

σ

d†σdσ − Nc

2

]2

(3.10)

によって記述されるものを考える. (サイト間のホッピング項がない為、このモデルは原子極限と呼ばれる.)

σ = 1, 2, . . . , Ncは電子のカラー量子状態の添え字であり、dσ は電子の消滅演算子である. 例えば、Nc = 2は

軌道数が 1, スピンが 1/2の系、Nc = 4は軌道数が 2, スピンが 1/2の系に対応する.

ここで、電子 dσ を

d†σ ≡ f †
σe

iθ , dσ ≡ fσe
−iθ (3.11)

と、準粒子 fσ と位相 θとに自由度を分離し、fσ の個数演算子

L̂ =
∑

σ

[
f †

σfσ − 1

2

]
(3.12)

を導入する. ここで、L̂のスペクトルは、その間隔が 1であり、

SpecL̂ = −Nc

2
,−Nc

2
+ 1, . . . ,

Nc

2
− 1,

Nc

2
(3.13)

である.

このとき、

Hat =
∑

σ

ǫ0f
†
σfσ +

U

2
L̂2 , L̂ = −i ∂

∂θ
(3.14)
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と書ける. L̂は eiθと共役であり、準粒子 f の自由な項と、位相 θの運動エネルギーの項とに、拘束条件 (3.12)

の下で分離出来る. 特に、準粒子の多体相互作用が位相変数の運動エネルギーに置き換わる点が顕著である. こ

こで、拘束条件を課しているので、位相の自由度をスレーブ ·ローターと呼ぶ.

以下、分離を実行すると、拘束条件

C ≡ L̂−
∑

σ

f †
σfσ − Nc

2
= 0 (3.15)

に対するラグランジュ未定乗数 hを導入すれば、ハミルトニアンHat + hC は

Hat
f = (ǫ0 − h)

∑

σ

f †
σfσ , (3.16)

Hat
θ =

U

2
L̂2 + h(L̂− Nc

2
) (3.17)

に対し、Hat
f +Hat

θ へ、自己無撞着方程式

〈L̂〉h ≡ 1

Zθ

+∞∑

ℓ=−∞

ℓe−βEℓ (Eℓ =
Uℓ2

2
+ hℓ , Zθ =

∑

ℓ

e−βEℓ) (3.18)

= Nc

[
nF (ǫ0 − h) − 1

2

]
(∵ (3.12)) (3.19)

の下で帰着される. 与えられた U に対して、hの値は、この自己無撞着方程式を解くことにより決定される.

3.2.2 自己無撞着方程式の絶対零度における解

まず、〈L̂〉h を考える.

〈L̂〉h = − 1

β

1

Zθ

∂Zθ

∂h
(3.20)

= − 1

β

∂ lnZθ

∂h
(3.21)

であるが、

Zθ =
∑

ℓ

e−βEℓ , Eℓ =
Uℓ2

2
+ hℓ (3.22)

である. このセクションの最後に見るように、絶対零度においては、自己無撞着方程式は簡単に解くことが出

来る.

以下、

〈Q̂〉 =

〈∑

σ

d†σdσ

〉
(3.23)

を簡単のため Nc = 4の系について、絶対零度において計算する.

Q番目のエネルギー準位 EQ は、



 Nc

Q



だけ縮退しているから、

〈Q̂〉at =
1

Zat

Nc∑

Q=0



 Nc

Q



Qe−βEQ (3.24)

=
1

Zat
{4e−βE4 + 12e−βE3 + 12e−βE2 + 4e−βE1} (3.25)
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であり、

Zat =
∑

Q



 Nc

Q



 e−βEQ (3.26)

= e−βE4 + 4e−βE3 + 6e−βE2 + 4e−βE1 + e−βE0 (3.27)

である. ここで、絶対零度、つまり、βを無限大にしたときに、〈Q̂〉atの分子も、分母である Zatも共に 0とな

る. このとき、分子、分母の中で、EQ が最も小さい項のみを残して残りを捨てればよい.

ここで、

EQ = ǫ0Q+
U

2
(Q− Nc

2
)2 (3.28)

= ǫ0Q+
U

2
(Q− 2)2 (∵ Nc = 4) (3.29)

により、表

ǫ0
3
2U − 0+ U

2 − 0+ −U
2 − 0+ − 3

2U − 0+

E4 8U 4U 0 −4U

E3 5U 2U −U −4U

E2 3U U −U −3U

E1 2U U 0 −U
E0 2U 2U 2U 2U

(3.30)

を得る. 太字で記した箇所が、ǫ0の値毎の最も小さい EQ である.

以上を用いて 〈Q̂〉を計算すると、図 3.2のような左上がりの階段状のグラフとなる.

図 3.2: Nc = 4の場合. 絶対零度においての、ǫ0の関数としての 〈Q̂〉at. Ref.[25]から引用した.

この結果と同じことを 〈L̂〉h に対して行えば、この hの関数は左上がりの階段状のグラフとなる. 但し、〈Q̂〉

と違い、自己無撞着方程式を課さなければ上限と下限はない. Nc = 4のときに、自己無撞着方程式を与える

4nF (ǫ0 − h) − 2は、絶対零度において

4nF (ǫ0 − h)|T=0 − 2 = 4θH(h− ǫ0) − 2 (3.31)

となり、hの関数として右上がりの 1階段状のグラフとなる. これらは 1点で交わり、これが自己無撞着方程

式の解である. (図 3.3.)

結果、

Q =
Nc

2
+ ℓ for − U

2ℓ+ 1

2
< ǫ0 < −U 2ℓ− 1

2
(3.32)
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図 3.3: 絶対零度においての、hの関数としての 〈L̂〉h (赤線) 及び 4nF (ǫ0 − h)− 2 (青破線). Ref.[25]から引用

した.

を得る. この式が、絶対零度における、原子極限のモデルの自己無撞着方程式の解である.

3.3 Hubbardモデル

3.3.1 スレーブ ·ローター

このセクションにおいて、原子極限のモデルをサイト間のホッピング項を加えることにより変更したHubbard

モデルに、スレーブ ·ローターの方法を適用する.

ハミルトニアンは

H =
∑

i

Hat(i) −
∑

ij,σ

tijd
†
iσdjσ (3.33)

=

[∑

iσ

ǫ0f
†
iσfiσ +

U

2

∑

i

L̂2
i

]
−

∑

ijσ

tijf
†
iσfjσe

i(θi−θj) (3.34)

となる. (3.34)において、始めの 2項は先に見た原子極限におけるエネルギーと同じであり、最後の項が各サ

イト間の d電子のホッピングを表す.

このモデルにスレーブ ·ローターの方法を適応すると、H + hC は

Hf = −
∑

ijσ

teffij f
†
iσfjσ + (ǫ0 − h)

∑

iσ

f †
iσfiσ , (3.35)

Hθ = −
∑

ij

J eff
ij cos(θi − θj) +

∑

i

(
U

2
L̂2

i + hL̂i

)
(3.36)

へ帰着する. 但し、新たに導入した平均場についての自己無撞着方程式

teffij = tij〈cos(θi − θj)〉θ , (3.37)

J eff
ij =

∑

σ

tij〈f†iσfjσ〉f (3.38)

及び、拘束条件についての自己無撞着方程式

〈L̂〉θ =
∑

σ

(
〈f†iσfiσ〉f − 1

2

)
(3.39)
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が課される.

ここで重要な注意として、H + hC のHf とHθ の和への分離の際に

〈f†iσfjσ〉f , 〈exp i(θi − θj)〉θ (3.40)

は共に実数であると仮定している.

3.3.2 Hf の波数表示

以下、自己無撞着方程式を立てる前準備として、Hf の波数表示を行う.

N を格子点数とする. 準粒子 f の消滅演算子を Fourier変換すると

fkσ =
1√
N

∑

j

fjσe
−ik·rj (3.41)

を得る.

ここで、準粒子重み

Z = 〈exp i(θi − θj)〉θ (3.42)

= 〈cos(θi − θj)〉θ (3.43)

= 〈cos θ〉2θ (3.44)

を導入する.

tij を、最隣接格子点間においてのみ 0でない値、tを取るとすると

−
∑

σ

∑

ij

teffij f
†
iσfjσ = −Zt

N

∑

ij

∑

σ

∑

k

∑

k′

e−ikrieik′rjf †
kσfk′σ (3.45)

= −Zt
N

∑

ij

∑

σ

∑

k

∑

k′

e−ik(rj−(rj−ri))eik′rjf †
kσfk′σ (3.46)

= −Zt
N

∑

ij

∑

σ

∑

k

∑

k′

δkk′eik(rj−ri)f †
kσfk′σ (3.47)

= −Zt
∑

σ

∑

k

∑

δ

eik·δf †
kσfkσ , δ = rj − ri (3.48)

∑

σ

∑

i

(ǫ0 − h)f †
iσfiσ = (ǫ0 − h)

∑

σ

∑

k

f †
kσfkσ (3.49)

を得る. 但し、δ = rj − ri についての和は、最隣接格子点 i, j について取っている.

よって、準粒子 f のハミルトニアンの波数表示

Hf =
∑

σ

∑

k

(Zǫk + ǫ0 − h)f †
kσfkσ , (3.50)

ǫk ≡ −t
∑

δ

eik·δ (3.51)

= −2t(cos kx + cos ky) (3.52)

を得る.
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3.3.3 簡単化されたモデル

Hubbardモデルのオリジナルなスレーブ ·ローターモデルは、平均場のサイト依存性による数が多く、解析

が困難である. 以下、次の平均場のサイト依存性を簡単化したモデルを考える.

HMF
θ =

∑

i

(
U

2
L̂2

i + hL̂i

)
+

∑

i

K cos θi . (3.53)

但し、

K = −2
∑

j

J eff
ij 〈cos θj〉θ (3.54)

= −2
∑

j

∑

σ

tij〈f†iσfjσ〉f 〈cos θj〉θ (3.55)

である.

このとき、平均場及び拘束条件に対する自己無撞着方程式は

K = −2〈cos θ〉
(∑

σ

∑

j

t〈f†iσfjσ〉f
)

(3.56)

= 2Nc〈cos θ〉
∫
dǫD(ǫ)ǫnF (Zǫ+ ǫ0 − h) (∵ (3.35), (3.37), (3.43)) (3.57)

及び

〈L̂〉θ =
∑

σ

(
〈f†iσfiσ〉f − 1

2

)
(3.58)

= Nc

∫
dǫD(ǫ)

[
nF (Zǫ+ ǫ0 − h) − 1

2

]
(∵ (3.35), (3.37), (3.43)) (3.59)

と書き下される.

ここで、(3.57)を導出する.

Hf =
∑

σ

∑

k

ξkf
†
kσfkσ , ξk ≡ Zǫk + ǫ0 − h (3.60)

であるので

−
∑

σ

∑

j

t〈f†iσfjσ〉f =
1

N
〈
∑

σ

∑

k

ǫkf
†
kσfkσ〉f (3.61)

≡ 1

N
tr

[∑

σ

∑

k

ǫkf
†
kσfkσ

e−βHf

tre−βHf

]
(3.62)

=
1

N
tr

[∑

σ

∑

k

ǫkf
†
kσfkσ

∏
kσ e

−βξkf†
kσ

fkσ

tr
∏

kσ e
−βξkf†

kσ
fkσ

]
(∵ (3.60)) (3.63)

=
1

N

∑

σ

∑

k

ǫk
e−βξk

1 + e−βξk

tr
∏

k′( 6=k)σ e
−βξkf†

kσ
fkσ

tr
∏

k′( 6=k)σ e
−βξkf†

kσ
fkσ

(3.64)

=
1

N

∑

σ

∑

k

ǫk
e−βξk

1 + e−βξk

(3.65)

=
1

N

∫
dǫ

{∑

σ

∑

k

δ(ǫ− ǫk)

}
ǫ

1

1 + eβξ
(3.66)

= Nc

∫
dǫD(ǫ)ǫ

1

1 + eβξ
(∵ D(ǫ) ≡

∫
dk

1

(2π)2
δ(ǫ− ǫk)) (3.67)

= Nc

∫
dǫD(ǫ)ǫnF (Zǫ+ ǫ0 − h) (3.68)
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を得る. (3.59)の導出も、これと全く同様にしてできる.

準粒子 f の Green関数は

Gf (k, iωn)−1 = iωn − ǫ0 + h− Zǫk (3.69)

であり、有効質量m∗ は

m∗

m
=

1

Z
(3.70)

を満たす. 後に、Mott転移により Z = 0 (m∗ = ∞) となったとき、原子極限Hat に帰着することに注意する.

ここで、µ0 を相互作用のないバンドエネルギーのみの系の化学ポテンシャル

∫ µ0

−∞

dǫD(ǫ) = n (3.71)

により定義すれば

n ≡ 1

Nc

∑

σ

〈f†iσfiσ〉f (3.72)

=

∫
dǫD(ǫ)nF (Zǫ+ ǫ0 − h) (3.73)

により、絶対零度において

n =

∫
dǫD(ǫ)θH(−Zµ0(n) − ǫ0 + h) (3.74)

であるため、(3.71)と照合して、階段関数の変数の値が Fermiエネルギーにおいて 0に等しい必要があり、

h− ǫ0 = Zµ0(n) (3.75)

を得る.

絶対零度において、自己無撞着方程式 (3.56), (3.59)は

K = 2Ncǭ(n)〈cos θ〉θ , (3.76)

〈L̂〉θ = Nc

(
n− 1

2

)
(3.77)

となる. 但し、相互作用のない、バンドエネルギーのみのモデルでの、1電子自由度あたりの平均運動エネルギー

ǭ(n) =

∫ µ0(n)

−∞

dǫD(ǫ)ǫ (3.78)

を導入した.

3.3.4 Mott転移

以下、絶縁体相:Z=0を考える.

スレーブ ·ローターの θ表示の波動関数 Ψ(θ)が満たす波動方程式は

[
−U

2

∂2

∂θ2
+K cos θ

]
Ψ(θ) = EΨ(θ) (3.79)
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である. 以下、K 6= 0として、K cos θを摂動エネルギー項とみなす.

まず、摂動を加える前、つまりK = 0のときに、ローターの基底状態は

|Ψℓn
〉 = eiℓnθ , (3.80)

ℓn = Nc

(
n− 1

2

)
(3.81)

である.

K 6= 0のとき、1次の摂動によって得たローターの基底状態

|Ψ(1)
0 〉 = |Ψℓn

〉 +
∑

ℓ 6=ℓn

〈Ψℓ|K cos θ|Ψℓn
〉

Eℓn
− Eℓ

|Ψℓ〉 (3.82)

について、期待値

〈cos θ〉θ = 〈Ψ(1)
0 | cos θ|Ψ(1)

0 〉 (3.83)

= 2K
∑

ℓ 6=ℓn

|〈Ψℓ| cos θ|Ψℓn
〉|2

Eℓn
− Eℓ

+ O(K2) (∵ 〈Ψℓn
| cos θ|Ψℓn

〉 = 0) (3.84)

= 2K

[
1/4

Eℓn
− Eℓn−1

− 1/4

Eℓn+1 − Eℓn

]
(3.85)

= 2K

[
1/4

(U/2)(2ℓn − 1) + h
− 1/4

(U/2)(2ℓn + 1) + h

]
(∵ Eℓ = U

ℓ2

2
+ hℓ) (3.86)

= 2K

[
1/4

(Uℓn + h) − U/2
− 1/4

(Uℓn + h) + U/2

]
(3.87)

= − 2UK

U2 − 4(Uℓn + h)2
(3.88)

=
K

2Ncǭ(n)
(∵ 自己無撞着方程式 (3.76)) (3.89)

を得る.

Mott転移を考えるときに、Z = 0により原子極限の場合に帰着し、そのときの結果

ℓn = Int

[
1

2
− ǫ0
U

]
(∵ (3.32)) , (3.90)

n =
〈Q̂〉
Nc

(3.91)

=
1

2
+
ℓn
Nc

(∵ (3.32)) (3.92)

が使える. 更に、Mott転移において Z = 0により、このとき (3.75)により h = ǫ0 を得る. よって、(3.88),

(3.89)により、Z = 0での臨界値 Uc = Uc(ǫ0)は

− 2UcK

U2
c − 4(Ucℓn + ǫ0)

=
K

2Ncǭ(n)
(3.93)

を満たす. この方程式を整理して

Uc(ǫ0)
2 − 4[Uc(ǫ0)ℓn + ǫ0]

2 + 4Ncǭ(n)Uc(ǫ0) = 0 (3.94)

を得る. このとき、

∂Uc(ǫ0)

∂ǫ0
= 0 (3.95)
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の解を Uc(n)と記す. 図 3.4から分かるように、Uc(n)は nについての U の臨界値である.

(3.94)を ǫ0によって微分して、(3.95)を使えば

ǫ0 = −Ucℓn (3.96)

を得る. よって、(3.94)は

Uc(n)2 + 4Ncǭ(n)Uc(n) = 0 (3.97)

となり、

Uc(n) = 4Nc|ǭ(n)| (3.98)

を得る.

(3.94)を、ǫ0について解くと

ǫ0 = ±1

2

√
U2 + 4Ncǭ(n)U − Ucℓn (3.99)

= ±U
2

√
1 − Uc

U
− Ucℓn (∵ (3.98)) (3.100)

を得る. このとき、(3.92)により与えられる整合なフィリング nからの、無限小のドーピングによる化学ポテ

ンシャルの飛びは

∆µ = −∆ǫ0 (3.101)

= µ(n+ 0+) − µ(n− 0+) (3.102)

= U

√
1 − Uc

U
(3.103)

となる.

以下、整合なフィリングに対して相図を書く. まず、Nc = 4及び整合なフィリング n = 1/4, 1/2, 3/4に対

して、表

4n Q = Ncn ℓn = Ncn− Nc

2 4Ncǭ(n)

1 1 −1 −3D

2 2 0 −4D

3 3 1 −3D

(3.104)

を得る. 但し、状態密度関数D(ǫ)としては平坦なものを選んだ. D(ǫ)の幅の半分をDと記している. よって、

Uc = Uc(ǫ0)が満たす方程式として

Q = 1

(
Uc

D

)2

− 4

(
−Uc

D
+
ǫ0
D

)2

− 3
Uc

D
= 0 , (3.105)

Q = 2

(
Uc

D

)2

− 4

(
ǫ0
D

)2

− 4
Uc

D
= 0 , (3.106)

Q = 3

(
Uc

D

)2

− 4

(
Uc

D
+
ǫ0
D

)2

− 3
Uc

D
= 0 (3.107)
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図 3.4: Nc = 4の場合の相図. 左から順に、Q = 3, Q = 2, Q = 1においての臨界曲線である. フィリング数は

n = Q/Ncによって与えられ、特に Q = 2のときはハーフフィリング: n = 1/2である.
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図 3.5: ハーフフィリングかつ絶対零度においての、準粒子重み Z の U に対する依存性.
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を得る. これらの方程式により、Nc = 4の場合の相図 3.4を得る.

最後に、図 3.5に、ハーフフィリングかつ絶対零度においての、準粒子重み Z の U に対する依存性のグラフ

を載せる.

ここで、ハーフフィリングであるため h = 0であり、このときに 〈L̂〉θ = 0が従う.

K についての自己無撞着方程式は、与えられた U の値毎に、K についての反復法により数値的に容易に解

くことが出来る. 得られたK の値から Z = 〈cos θ〉2θ を計算し、この図 3.5を得た.
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4.1 スレーブ ·ローター
本章では、1軌道の Hubbardモデルのハミルトニアンにスタッガードな磁場との相互作用項を加えた

H0 =
∑

σ

∑

j

ǫ0njσ +
U

2

[∑

σ

∑

j

{
njσ − 1

2

}]2

−
∑

σ

∑

i,j

tijd
†
iσdjσ +M

∑

j

eiQ·rj (nj↑ − nj↓) (4.1)

を考える.1 このモデルは、次章において説明する軌道間に交換相互作用を入れた 2軌道 Hubbardモデルにお

ける、軌道 Bのモデルとなる. その際に、ここで扱うスタッガードな磁場は、軌道 Aにおける SDW状態が持

つスタッガードな分子場に置き換わる.

このモデルをスレーブ ·ローターの方法を用いて解析するために、前章と同様に準粒子 f の生成消滅演算子を

d†jσ = eiθjf †
jσ , (4.2)

djσ = e−iθjfjσ (4.3)

によって導入する.

H0に拘束条件 hC を加えたものは

H =
∑

σ

∑

j

ǫ0njσ +
U

2

∑

i

L̂2
i −

∑

σ

∑

i,j

tijf
†
iσfjσe

i(θi−θj)

+h
∑

j

(L̂j −
∑

σ

njσ) +M
∑

j:偶

(nj↑ − nj↓) −M
∑

j:奇

(nj↓ − nj↑) (4.4)

となる. これは準粒子 f のハミルトニアン

Hf = −
∑

σ

∑

i,j

teffij f
†
iσfjσ +

∑

σ

∑

j

(ǫ0 − h)njσ +
∑

j:偶

M(nj↑ − nj↓) −
∑

j:奇

M(nj↑ − nj↓) (4.5)

= −
∑

σ

∑

i,j

teffij f
†
iσfjσ +

∑

σ

∑

j

(ǫ0 − h)njσ +M

{∑

j:偶

nj↑ −
∑

j:奇

nj↑

}
−M

{∑

j:偶

nj↓ −
∑

j:奇

nj↓

}
(4.6)

とスレーブローターのハミルトニアン

Hθ = −
∑

i,j

J eff
ij cos(θi − θj) +

∑

i

(
U

2
L̂2

i + hL̂i

)
(4.7)

との和に分解できる.

1この形の電子間相互作用は、Ref.[27] において、鉄系超伝導体における SDW 状態の解析において用いられた. また、Ref.[28] にお
いて、鉄系超伝導体における磁性のシナリオとしての SDW 状態を軌道間 on-site Coulomb相互作用を取り入れたスレーブ ·ローターの
方法によって扱った議論がなされている.
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オブザーバブルの期待値は

〈Of 〉f ≡ trOf
e−βHf

tre−βHf
, (4.8)

〈Oθ〉θ ≡ trOθ
e−βHθ

tre−βHθ
(4.9)

により定義される. β = 1/kBT は系の逆温度である. この定義に含まれるが、絶対零度においてのオブザーバ

ブルの期待値は、準粒子 f と、ローターの基底状態 |Ψf 〉、|Ψθ〉を用いて

〈Of 〉f ≡ 〈Ψf |Of |Ψf 〉 , (4.10)

〈Oθ〉θ ≡ 〈Ψθ|Oθ|Ψθ〉 (4.11)

により定義される.

4.2 Hfの波数表示

以下、準粒子 f のハミルトニアン

Hf = −
∑

σ

∑

i,j

teffij f
†
iσfjσ +

∑

σ

∑

j

(ǫ0 − h)njσ +M

{∑

j:偶

nj↑ −
∑

j:奇

nj↑

}
−M

{∑

j:偶

nj↓ −
∑

j:奇

nj↓

}
(4.12)

を波数表示する.

ホッピングは、最隣接サイト間のものと第 2最隣接サイト間のものの 2つを想定する.

準粒子 f の実空間での生成消滅演算子の波数空間での表示

f †
jσ =

1√
N

∑

k∈BZ

f †
kσe

−ik·rj , (4.13)

fjσ =
1√
N

∑

k∈BZ

fkσe
ik·rj (4.14)

により、最隣接サイト間について得られる

ǫk = −t
∑

δ

eik·δ , δ = ri − rj (4.15)

= −2t(cos kx + cos ky) , (4.16)

Z ≡ 〈cos θ〉2θ (4.17)

に対して、Hf の第 1項の最隣接サイト間のホッピング

−Zt
∑

σ

∑

〈i,j〉

f †
iσfjσ =

∑

σ

∑

k∈BZ

Zǫkf
†
kσfkσ (4.18)

=
∑

σ

∑

k∈RBZ

Z(ǫkf
†
kσfkσ + ǫk+Qf

†
k+Qσfk+Qσ) (4.19)

及び、Hf の第 2項

∑

σ

∑

i

(ǫ0 − h)f †
iσfiσ = (ǫ0 − h)

∑

σ

∑

k∈BZ

f †
kσfkσ (4.20)

= (ǫ0 − h)
∑

σ

∑

k∈RBZ

(f†kσfkσ + f †
k+Qσfk+Qσ) (4.21)
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を得る. これら 2項を纏め、更に、第 2最隣接サイト間のホッピングを取り入れることにより、

ξk ≡ Zǫk + ǫ0 + 4Zt′ cos kx cos ky − h (4.22)

に対して

−Z
∑

σ

∑

i,j

tijf
†
iσfjσ +

∑

σ

∑

i

(ǫ0 − h)f †
iσfiσ =

∑

σ

∑

k∈RBZ

(ξkf
†
kσfkσ + ξk+Qf

†
k+Qσfk+Qσ) (4.23)

を得る.

Hf の残る第 3項と第 4項は、まず第 3項について、Q′ = (π,−π)として

M

{∑

j:偶

nj↑ −
∑

j:奇

nj↑

}
= M

∑

j

e−iQ·rjf †
j↑fj↑ (4.24)

=
M

N

∑

k∈BZ

∑

k′∈BZ

∑

j

e−iQ·rje−ik·rjeik′·rjf †
k↑fk′↑ (4.25)

= M
∑

k∈BZ

∑

k′∈BZ

(δk′,k+Q + δk′,k−Q + δk′,k+Q′ + δk′,k−Q′)f†k↑fk′↑ (4.26)

= M
∑

k∈RBZ

(f†k↑fk+Q↑ + f †
k+Q↑fk↑) (4.27)

を得る. 全く同様にして、第 4項について

−M
{∑

j:偶

nj↓ −
∑

j:奇

nj↓

}
= −M

∑

k∈RBZ

(f†k↓fk+Q↓ + f †
k+Q↓fk↓) (4.28)

を得る.

ここで、(fk↑, fk+Q↑, fk↓, fk+Q↓)
t及び (f†k↑, f

†
k+Q↑, f

†
k↓, f

†
k+Q↓)を、この順序で縦横の基底ベクトルとして、

Hf の係数を行列表示すると

Hf =





ξk M 0 0

M ξk+Q 0 0

0 0 ξk −M
0 0 −M ξk+Q




(4.29)

となる. RBZでは fkσ と fk+Qσ とは互いに独立していることに注意する. この行列の固有状態はスピン自由

度について 2重に縮退しており、そのエネルギー固有値は

E±
k =

ξk + ξk+Q

2
±

√(
ξk − ξk+Q

2

)2

+M2 (4.30)

= (ǫ0 + 4Zt′ cos kx cos ky − h) ±
√
Z2ǫ2k +M2 (∵ ǫk+Q = −ǫk) (4.31)

となる. 対応するエネルギー固有状態を

E = E
(+)
k : {|e+,1

k 〉, |e+,2
k 〉} , (4.32)

E = E
(−)
k : {|e−,1

k 〉, |e−,2
k 〉} (4.33)

と記す. |e±,i
k 〉を 1粒子状態に持つ消滅演算子を、e±,i

k と記す.
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4.3 自己無撞着方程式

このモデルにおいて、新たに導入した平均場についての自己無撞着方程式は

teffij = tij〈cos(θi − θj)〉θ , (4.34)

−J eff
ij = −tij

∑

σ

〈f†iσfjσ〉f (4.35)

である. 以下、(4.35)の右辺のサイトについての総和を、まず最隣接サイト間のホッピングについて計算する.

期待値の被演算子は

−t
∑

〈i,j〉

f †
iσfjσ =

∑

k∈RBZ

ǫk(f†kσfkσ − f †
k+Qσfk+Qσ) (∵ ǫk+Q = −ǫk) (4.36)

である. ここで、

fk↑ = c1+,k↑e
+,1
k + c1−,k↑e

−,1
k , (4.37)

fk+Q↑ = d1
+,k↑e

+,1
k + d1

−,k↑e
−,1
k , (4.38)

fk↓ = c2+,k↓e
+,2
k + c2−,k↓e

−,2
k , (4.39)

fk+Q↓ = d2
+,k↓e

+,2
k + d2

−,k↓e
−,2
k (4.40)

と展開する.

これらの展開式及び、数演算子 n±,i
k と、その Fock空間 V±,i

k (V±
k ≡

⊕
i V

±,i
k ) に対して成り立つ

n±,i
k ≡ e±,i†

k e±,i
k , (4.41)

(n±,i
k )2 = n±,i

k , (4.42)

exp(−βE±
k n

±,i
k ) = e−βE±

k n±,i
k + (1V±,i

k

− n±,i
k ) (4.43)

を使って、最隣接サイト間のホッピングの全エネルギーとして

−
∑

〈i,j〉

J eff
ij = −

∑

σ

∑

〈i,j〉

tij〈f†iσfjσ〉f (4.44)

= tr
∑

σ

∑

k∈RBZ

ǫk(f†kσfkσ − f †
k+Qσfk+Qσ)

exp(−∑
k∈RBZ

∑
i β(E

(+)
k n+,i

k + E
(−)
k n−,i

k ))

tr(exp(−∑
k∈RBZ

∑
i β(E

(+)
k n+,i

k + E
(−)
k n−,i

k )))
(4.45)

=
∑

σ

∑

k∈RBZ

[ 2∑

i=1

{
(|ci+,kσ|2 − |di

+,kσ|2)ǫke−βE
(+)
k

1 + e−βE
(+)
k

−
(|ci+,kσ|2 − |di

+,kσ|2)ǫk
1 + e−βE

(+)
k

}

+
trV+

k

(f†kσfkσ − f †
k+Qσfk+Qσ)ǫk

1 + e−βE
(+)
k

+

2∑

i=1

{
(|ci−,kσ|2 − |di

−,kσ |2)ǫke−βE
(−)
k

1 + e−βE
(−)
k

−
(|ci−,kσ |2 − |di

−,kσ |2)ǫk
1 + e−βE

(−)
k

}

+
trV−

k

(f†kσfkσ − f †
k+Qσfk+Qσ)ǫk

1 + e−βE
(−)
k

]
(4.46)

=
∑

σ

∑

k∈RBZ

{ 2∑

i=1

(|ci+,kσ|2 − |di
+,kσ|2)ǫknF (E

(+)
k )

+

2∑

i=1

(|ci−,kσ |2 − |di
−,kσ |2)ǫknF (E

(−)
k )

}
(4.47)
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を得る. ここで、

F+(ǫk) =
∑

σ

2∑

i=1

(|ci+,kσ|2 − |di
+,kσ|2) (4.48)

= |c1+,k↑|2 + |c2+,k↓|2 − |d1
+,k↑|2 − |d2

+,k↓|2 (4.49)

=
2Zǫk√

Z2ǫ2k +M2
(4.50)

及び

F−(ǫk) =
∑

σ

2∑

i=1

(|ci−,kσ|2 − |di
−,kσ |2) (4.51)

= |c1−,k↑|2 + |c2−,k↓|2 − |d1
−,k↑|2 − |d2

−,k↓|2 (4.52)

= − 2Zǫk√
Z2ǫ2k +M2

(4.53)

を用いれば

−t
∑

σ

∑

〈i,j〉

〈f†iσfjσ〉f =
∑

k∈RBZ

ǫk{F+(ǫk)nF (E
(+)
k ) + F−(ǫk)nF (E

(−)
k )} (4.54)

=
∑

k∈RBZ

2Zǫ2k√
Z2ǫ2k +M2

{nF (E
(+)
k ) − nF (E

(−)
k )} (4.55)

を得る.

第 2最隣接サイト間のホッピングについては、

ǫ′k ≡ 4t′ cos kx cos ky (4.56)

として、全エネルギーは

−
∑

〈〈i,j〉〉

J eff
ij = −

∑

σ

∑

〈〈i,j〉〉

tij〈f†iσfjσ〉f (4.57)

=
∑

σ

∑

k∈RBZ

[ 2∑

i=1

{
(|ci+,kσ|2 + |di

+,kσ|2)ǫ′ke−βE
(+)
k

1 + e−βE
(+)
k

−
(|ci+,kσ|2 + |di

+,kσ|2)ǫ′k
1 + e−βE

(+)
k

}

+
trV+

k

(f†kσfkσ + f †
k+Qσfk+Qσ)ǫ′k

1 + e−βE
(+)
k

+

2∑

i=1

{
(|ci−,kσ|2 + |di

−,kσ |2)ǫ′ke−βE
(−)
k

1 + e−βE
(−)
k

−
(|ci−,kσ |2 + |di

−,kσ |2)ǫ′k
1 + e−βE

(−)
k

}

+
trV−

k

(f†kσfkσ + f †
k+Qσfk+Qσ)ǫ′k

1 + e−βE
(−)
k

]
(4.58)

=
∑

k∈RBZ

[
2ǫ′ke

−βE
(+)
k

1 + e−βE
(+)
k

+
2ǫ′ke

−βE
(−)
k

1 + e−βE
(−)
k

]
(4.59)

=
∑

k∈RBZ

2ǫ′k{nF (E
(+)
k ) + nF (E

(−)
k )} (4.60)
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となる. 但し、この計算において、非自明な計算結果

∑

σ

2∑

i=1

(|ci+,kσ|2 + |di
+,kσ|2) = |c1+,k↑|2 + |c2+,k↓|2 + |d1

+,k↑|2 + |d2
+,k↓|2 (4.61)

= 2 , (4.62)

∑

σ

2∑

i=1

(|ci−,kσ|2 + |di
−,kσ |2) = |c1−,k↑|2 + |c2−,k↓|2 + |d1

−,k↑|2 + |d2
−,k↓|2 (4.63)

= 2 (4.64)

を用いた.

スレーブ ·ローターの方法における拘束条件についての、自己無撞着方程式は

〈L̂〉θ =
∑

σ

(
〈f†iσfiσ〉f − 1

2

)
(4.65)

である.

ここで、まず、fermion数

n = 〈nj↑ + nj↓〉f (4.66)

=
1

N

∑

σ

∑

j

〈f†jσfjσ〉f (4.67)

=
1

N

∑

σ

∑

k∈RBZ

〈f†kσfkσ + f †
k+Qσfk+Qσ〉f (4.68)

=
1

N

∑

σ

∑

k∈RBZ

[ 2∑

i=1

{
(|ci+,kσ|2 + |di

+,kσ|2)e−βE
(+)
k

1 + e−βE
(+)
k

−
(|ci+,kσ|2 + |di

+,kσ|2)
1 + e−βE

(+)
k

}

+
trV+

k

(f†kσfkσ + f †
k+Qσfk+Qσ)

1 + e−βE
(+)
k

+

2∑

i=1

{
(|ci−,kσ|2 + |di

−,kσ |2)e−βE
(−)
k

1 + e−βE
(−)
k

−
(|ci−,kσ|2 + |di

−,kσ |2)
1 + e−βE

(−)
k

}

+
trV−

k

(f†kσfkσ + f †
k+Qσfk+Qσ)

1 + e−βE
(−)
k

]
(4.69)

=
1

N

∑

k∈RBZ

{2(nF (E
(+)
k ) − nF (−E(+)

k )) + 2(nF (E
(−)
k ) − nF (−E(−)

k ))

+2(nF (−E(+)
k ) + nF (−E(−)

k ))} (4.70)

=
2

N

∑

k∈RBZ

{nF (E
(+)
k ) + nF (E

(−)
k )} (4.71)

を得る.

次に、

1

2
〈nj↑ − nj↓〉f (偶のサイト) =

1

2
〈nj↓ − nj↑〉f (奇のサイト) (4.72)

=
1

2N

(〈∑

j:偶

nj↑ −
∑

j:奇

nj↑

〉

f

−
〈∑

j:偶

nj↓ −
∑

j:奇

nj↓

〉

f

)
(4.73)
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を得る. よって、SDW秩序変数

m =
1

2N

(〈∑

j:偶

nj↑ −
∑

j:奇

nj↑

〉

f

−
〈∑

j:偶

nj↓ −
∑

j:奇

nj↓

〉

f

)
(4.74)

=
1

2N

∑

k∈RBZ

〈f†k↑fk+Q↑ + f †
k+Q↑fk↑ − f †

k↓fk+Q↓ − f †
k+Q↓fk↓〉f (4.75)

=
1

2N

∑

k∈RBZ

[{
(2c1+,k↑d

1
+,k↑ − 2c2+,k↓d

2
+,k↓)e

−βE
(+)
k

1 + e−βE
(+)
k

−
(2c1+,k↑d

1
+,k↑ − 2c2+,k↓d

2
+,k↓)

1 + e−βE
(+)
k

}

+
trV+

k

(f†k↑fk+Q↑ + f †
k+Q↑fk↑ − f †

k↓fk+Q↓ − f †
k+Q↓fk↓)

1 + e−βE
(+)
k

+

{
(2c1−,k↑d

1
−,k↑ − 2c2−,k↓d

2
−,k↓)e

−βE
(−)
k

1 + e−βE
(−)
k

−
(2c1−,k↑d

1
−,k↑ − 2c2−,k↓d

2
−,k↓)

1 + e−βE
(−)
k

}

+
trV−

k

(f†k↑fk+Q↑ + f †
k+Q↑fk↑ − f †

k↓fk+Q↓ − f †
k+Q↓fk↓)

1 + e−βE
(−)
k

]
(4.76)

=
1

2N

∑

k∈RBZ

{G+(ǫk)nF (E
(+)
k ) +G−(ǫk)nF (E

(−)
k )} (4.77)

を得る. 但し、この計算において

G+(ǫk) ≡ 2c1+,k↑d
1
+,k↑ − 2c2+,k↓d

2
+,k↓ (4.78)

=
2M√

Z2ǫ2k +M2
, (4.79)

G−(ǫk) ≡ 2c1−,k↑d
1
−,k↑ − 2c2−,k↓d

2
−,k↓ (4.80)

= − 2M√
Z2ǫ2k +M2

(4.81)

を用いた. 結果、

m =
1

N

∑

k∈RBZ

M√
Z2ǫ2k +M2

{nF (E
(+)
k ) − nF (E

(−)
k )} (4.82)

を得る.

反強磁性秩序状態でのスレーブ ·ローターの方法における、解くべき自己無撞着方程式を纏めると

K = − 2

N
〈cos θ〉θ

∑

i,j

J eff
ij (4.83)

=
〈cos θ〉θ
N

∑

k∈RBZ

[
4Zǫ2k√

Z2ǫ2k +M2
{nF (E

(+)
k ) − nF (E

(−)
k )} + 4ǫ′k{nF (E

(+)
k ) + nF (E

(−)
k )}

]
,(4.84)

〈L̂〉θ = 0 , (4.85)

m =
1

N

∑

k∈RBZ

M√
Z2ǫ2k +M2

{nF (E
(+)
k ) − nF (E

(−)
k )} (4.86)

となる.
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第5章 軌道間交換相互作用を持つ2軌道Hubbard

モデルの定式化

5.1 自己無撞着方程式

軌道 Aと軌道 B 間に交換相互作用を導入し、t′A = 0を満たす軌道 Aにおいては on-site Coulomb相互作

用を Hartree-Fock近似により記述し、t′B 6= 0を満たす軌道 Bにおいては on-site Coulomb相互作用をスレー

ブ ·ローターにより記述する. 軌道 B のみをスレーブ ·ローターにより記述することにより、軌道間の on-site

Coulomb相互作用を除外できる.

ここで、ネスティングが良い Fermi面を持つ軌道 Aの SDWが、スタッガードな分子場として、ネスティン

グが悪い Fermi面を持つ軌道 B に作用し、B にも SDWが誘起する. (図 5.1を参照.)

図 5.1: 軌道間交換相互作用. 青の矢印が軌道 Aのスピンを表し、赤の矢印が軌道 B のスピンを表す.

絶対零度において、両方の軌道とも、反強磁性秩序mA, mB (SDW秩序変数) を持つ解の形を仮定する. ま

た、両方の軌道ともハーフフィリングを仮定する. このモデルにおいて、準粒子重み Z, 磁化mA, mB を、与

えられた U 毎に自己無撞着に求めることを考える.

軌道間交換相互作用に対し、次の Hartree-Fock近似を行う.1

Hint = −2J
∑

j

(nA
j↑ − nA

j↓)

2

(nB
j↑ − nB

j↓)

2
(5.1)

= −2J
∑

j

〈ΨA|nA
j↑ − nA

j↓|ΨA〉
2

(nB
j↑ − nB

j↓)

2
− 2J

∑

j

(nA
j↑ − nA

j↓)

2

〈ΨB|nB
j↑ − nB

j↓|ΨB〉
2

+2J
∑

j

〈ΨA|nA
j↑ − nA

j↓|ΨA〉
2

〈ΨB|nB
j↑ − nB

j↓|ΨB〉
2

(5.2)

= −J
∑

j

(−1)jmA(nB
j↑ − nB

j↓) − J
∑

j

(−1)jmB(nA
j↑ − nA

j↓)

+2JmAmBN . (5.3)

1但し、本章と付録 B においては J の値を正に取る. J の符号を反転させると、軌道 B の SDW 秩序変数 mB の符号のみが変わり、
反転する.
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ここで、軌道 A, B の SDW秩序変数は

mA ≡ 1

2N

∑

j

eiQ·rj 〈ΨA|nA
j↑ − nA

j↓|ΨA〉 , (5.4)

mB ≡ 1

2N

∑

j

eiQ·rj 〈Ψf,B|nB
j↑ − nB

j↓|Ψf,B〉 , (5.5)

により定義される. 但し、|ΨA〉, |ΨB〉は、自己無撞着に決定される、それぞれ軌道 A, B の電子、及び準粒子

の基底状態である.

この軌道間交換相互作用はHA に

〈Ψf,B|Hint|Ψf,B〉 = −J
∑

j

eiQ·rjmB(nA
j↑ − nA

j↓) (5.6)

を加える. この項は、第 2 章での on-site Coulomb 相互作用の Hartee-Fock 近似での計算に現れた Ek ≡
√
ǫ2k +m2

AU
2を

Ek =
√
ǫ2k + (mAU + JmB)2 (5.7)

に変更する. このことにより、第 2章の結果から、mA の自己無撞着方程式は

mA =
UmA + JmB

N

∑

k∈RBZ

θH(−E(−)
k,A) − θH(−E(+)

k,A)
√
ǫ2k + (UmA + JmB)2

(5.8)

となる. 但し、軌道 Aのエネルギーバンドは

E
(±)
k,A = −µ+

U

2
(nA − 1) ±

√
ǫ2k + (UmA + JmB)2 (5.9)

であり、θH(x)は Heaviside階段関数である. (5.9)において、µ ≡ −ǫ0 (ǫ0 は (4.1)において定義される) であ

り、軌道 Aの Fermion数

nA ≡ 1

N

∑

j

〈ΨA|nA
j↑ + nA

j↓|ΨA〉 , (5.10)

を使った. この自己無撞着方程式は

mA =
mAU + JmB

N

∑

k∈RBZ

θH(−E(−)
k ) − θH(−E(+)

k )√
ǫ2k + (mAU + JmB)2

(5.11)

となる. 但し、

ǫk = −2t(cos(kx) + cos(ky)) (5.12)

と置く. (ǫk ≡ (ξk − ξk+Q)/2である.)

一方で、軌道間交換相互作用はHB に

〈ΨA|Hint|ΨA〉 = −J
∑

j

eiQ·rjmA(nB
j↑ − nB

j↓) (5.13)

を加える. 但し、軌道 B のエネルギーバンドは

E
(±)
k,B = −µ− h+ Zǫ′k ±

√
Z2ǫ2k + J2m2

A (5.14)
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であり、ǫ′k = 4t′ cos kx cos ky である. この自己無撞着方程式により、第 4章の結果から、Bの自己無撞着方程

式は

mB =
JmA

N

∑

k∈RBZ

θH(−E(−)
k ) − θH(−E(+)

k )√
Z2ǫ2k + J2m2

A

(5.15)

となる.

よって、

mA =
UmA + JmB

N

∑

k∈RBZ

θH(−E(−)
k ) − θH(−E(+)

k )√
ǫ2k + (UmA + JmB)2

, (5.16)

mB =
JmA

N

∑

k∈RBZ

θH(−E(−)
k ) − θH(−E(+)

k )√
Z2ǫ2k + J2m2

A

(5.17)

を得る. (5.17)から、Z = 0のときにmB = 0.5が従うことが分かる.

ここで、軌道Aのエネルギーバンド (5.9)の右辺の第 2項中の U/2は、スレーブ ·ローター法のHamiltonian

中の on-site Coulomb相互作用項と SDW平均場理論の Hamiltonian中の on-site Coulomb相互作用項との定

義の違いに因り、n2
jσ = njσ に注意すれば (3.9)によって導出できる. ここで、(5.9)と (5.14)とが Fermiエネ

ルギーの定義において両立するのは、本来自明に成立しなければならない余分な条件

h =
U

2
(1 − nA) (5.18)

が成り立つときである. (5.18)の自然な解は h = 0かつ nA = 1のときであり、これは Aが絶縁化することに

より、系のハーフフィリングの条件が軌道 B のハーフフィリングの条件と等価になり (nA = 1)、更に軌道 B

がハーフフィリングである (h = 0) ときである. よって、本章の 2軌道モデルにおける解析は、軌道 Aが絶縁

化する最小の U/tの値以上の (軌道 Aが絶縁化した後での) U/tの領域に限る.

2軌道モデルにおける、自己無撞着方程式を纏めると

φA ≡
∑

k∈RBZ

θH(−E(−)
k,A) − θH(−E(+)

k,A)
√
ǫ2k + (UmA + JmB)2

, (5.19)

φB ≡
∑

k∈RBZ

θH(−E(−)
k,B) − θH(−E(+)

k,B)
√
Z2ǫ2k + J2m2

A

, (5.20)

ψ ≡
∑

k∈RBZ

[θH(−E(−)
k,B) − θH(−E(+)

k,B)](Zǫ2k)
√
Z2ǫ2k + J2m2

A

, (5.21)

η ≡
∑

k∈RBZ

ǫ′k[θH(−E(+)
k,B) + θH(−E(−)

k,B)] (5.22)

と置くことにより

mA =
UmA + JmB

N
φA , (5.23)

mB =
JmA

N
φB , (5.24)

K = −4〈cos θ〉θ
(
ψ

N
− η

N

)
, (5.25)

〈L̂〉θ = 0 (5.26)
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となる. 但し、軌道 B のハーフフィリングの条件から h = 0となり、1サイト (ユニットセル) 自由度あたり

Hθ =
U

2
L̂2 +K cos θ (5.27)

である.

5.2 結果と考察

以上の自己無撞着方程式を t′A = 0, t′B/t = 0.2かつ 2J/t = 2, 1.5, 1, 0.5のときに、数値的に解いた結果が次

の図 5.2, 図 5.3である.

2J/t

2

1.5

1

0.5

0

0 2 4 6 8 10
0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

U/t

Z

図 5.2: Aが絶縁化した後における U/tに対する、自己無撞着方程式の解としての Z. 2J/t = 2, 1.5, 1, 0.5, 及

び 0, tA = tB = 1, t′A = 0, 及び t′B = 0.2かつハーフフィリングのとき.

軌道Aは、ある臨界値 U
(0)
cr /t以上の U/tにおいて絶縁化する. Mott転移はある臨界値 U

(1)
cr /tにおいて起こ

り、Z が 0となっている. 2J 6= 0ではMott転移は 1次転移であり、2J = 0では 2次転移である. このMott

転移の臨界値 U
(1)
cr /tは、2J = 0のときより、2J/tの値が大きい程減少する. 図 5.3において、重要な目印とし

て、ある値 U
(2)
cr /tにおいて (U/t) −mB グラフが折れ曲がっており、この値において B の Fermi面が消滅し

ている. (図 5.4を参照.) つまり、軌道 Bは強相関効果の下で、Mott転移以前に絶縁化する. 軌道 Aは U
(0)
cr /t

において絶縁化するが、その値は U
(2)
cr /tの値よりも低い. つまり、両軌道を合わせた系は U

(2)
cr /tにおいて絶縁

化し、それはMott転移が起こる U
(1)
cr /t以前である. ここで、U

(0)
cr /tが U

(2)
cr /tよりも低い物理的理由は、Aの

Fermi面のネスティングが Bのそれよりも良いことであると考えられる. 2J/tの値が増加すると、U
(2)
cr /tは強

相関効果の下で著しく減少する.

図 5.5に、Mott転移の臨界値 U
(1)
cr /tと、系の絶縁化の臨界値 U

(2)
cr /tの 2J/t依存性を示す. 軌道 B の第 2

最隣接サイト間ホッピングパラメータ t′B の値を t′B/t = 0.1, 0.2, 0.3により与えている.
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2J/t

2

1.5

1

0.5

0 1 2 3 4 5
0.0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

U/t

m
A
,
m
B

図 5.3: Aが絶縁化した後における U/tに対する、自己無撞着方程式の解としてのmA, mB. 2J/t = 2, 1.5, 1,

0.5, 及び 0, tA = tB = 1, t′A = 0, 及び t′B = 0.2かつハーフフィリングのとき. Z = 0において、mB は 0.5と

なるが、mAはならない.

U/t

2.

3.

0 π

0

π

kx

k
y

図 5.4: BZの第 1象限における軌道 B の Fermi面. tA = tB = 1, t′A = 0, t′B = 0.2, かつ 2J/t = 1, U/t = 2.0

及び 3.0の場合を図示する. B の Fermi面は U
(2)
cr /t ≈ 3.50において消滅する.
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図 5.5: Mott転移 (U
(1)
cr /t: 赤の破線) と金属-絶縁体転移 (U

(2)
cr /t: t′B/t = 0.1, 0.2, 及び 0.3について、青の実

線) の U/tの臨界値の 2J/t依存性を示す. それぞれの t′B/tについて、青の実線は金属相と絶縁体相を分離し

ている. この図は本研究の主結果である.
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第6章 結論

本研究において、磁性有機導体 λ−(BETS)2FeCl4 の温度相図を説明するシナリオを、単純化したモデルにお

いて得ることを試みた.

当該物質は以下の特徴を持つ.

(1) on-site Coulomb相互作用による強相関の電子系である.

(2)電気伝導を担う各ダイマー超分子 (BETS)2は、Fermiエネルギー近傍において 2つの軌道 (バンド)をハー

フフィリングしており、当該物質はハーフフィリングの系である.

(3)当該物質の Fermi面には、ネスティングが完全に近いものと、不完全なものとが 1つずつ存在する.

(4)温度相図は、低温である TMI = 8.3 [K]より上においては常磁性金属であり、それ以下の温度においては

反強磁性絶縁体となる.

これらの内、(1), (2), (3)に、まず合致するモデルの候補として、2軌道 (バンド) 2次元, ハーフフィリング,

t-t′-U Hubbardモデルにおいて、Fermi面のネスティングが良い軌道Aと Fermi面のネスティングが悪い軌道

B とが交換相互作用しているモデルを考案した. 但し、ネスティングの完全性は、t′の値を調節することによ

り決めた. 1軌道における数値計算では、t′ = 0のときにネスティングは完全であり、t′を 0からずらす程ネス

ティングによる SDW状態は伝導バンド幅を狭めても生じにくくなった. (図 2.7を参照.)

このときに、軌道 Aの基底状態に SDW状態による反強磁性秩序が生成したときに、もう一方の軌道 B に

対し、軌道間交換相互作用はスタッガードな分子場との相互作用の役割を果たす.

尚、軌道 Aの解析には on-site Coulomb相互作用について Hartree-Fock近似を適用し、軌道 Bの解析の際

には S. FlorensとA. Georgesにより提案されたスレーブ ·ローターの方法を用いた. (このことにより、軌道間

の on-site Coulomb相互作用を除外できる.) 結果、絶対零度において、自己無撞着方程式を解くことにより、

軌道 B の反強磁性秩序が完全となったときに軌道 B のバンド幅がゼロとなった. 実際には、金属-絶縁体転移

に関して、軌道 B において、強相関効果によるバンド絶縁化がMott転移よりも先行して実現した.

このモデルにおいて、(4)については、軌道間交換相互作用を入れないときに比べて入れたときの方が、SDW

状態となっている軌道 Aが生成するスタッガードな分子場により、ひきずられる形で軌道 B にも SDW状態

が起こり、軌道 Bの金属-絶縁体転移点 U
(2)
cr /tの値が著しく下がることが分かった. このことにより、(4)を定

性的に説明する金属-絶縁体転移の描像を提案した.

ここで、軌道間交換相互作用は、軌道間ホッピングを摂動とした 2次の摂動による超交換相互作用として得

られ、このとき良く知られている公式 2J = −4t2/U により評価できる.[29] 但し、軌道A, B間のホッピングの

強さと tとを同一視した. 通常の有機導体においては U/t = 4程度であり [14]、このとき (2|J |/t, U/t) = (1, 4)

を得る. 図 5.5から、この値点は金属-絶縁体転移点曲線において 0.2 < t′B/t < 0.3に位置し、軌道 B のネス

ティングが高度に悪い場合にも本研究の金属-絶縁体転移の機構が成立することが分かる.
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以下、本研究における課題を挙げる.

まず、本研究においては当該物質の基本的な特徴を満たす簡単化したモデルを研究したが、当該物質が持つ

実際のバンド構造を用いた解析が当然課題となる. 当該物質における BETS分子系の実際のホッピングネット

ワークは、我々のモデルよりも複雑であり対称性も低い. しかし、我々の核となる議論は Fermi面のネスティ

ング構造からの応答に根ざしているので、我々の結果は本質的な変更は受けないと予想できる.

次に、実験での温度相図と理論とを対応させるためには、基底状態の解析だけでなく、熱揺らぎを取り入れ

た有限温度での解析を行う必要がある. この点について、本研究において得られた金属-絶縁体転移の描像から、

以下のような、実験事実を説明しうる有限温度での相転移のシナリオが推測される. まず、系を冷却してゆく

と、on-site Coulomb相互作用の効果により、低温 TN > 0において SDW状態による反強磁性秩序が生じる.

次に、我々の金属-絶縁体転移の描像により、ほぼ同時に、つまり有限温度 TMI . TN において SDW状態の金

属相から SDW状態の絶縁体相へと転移する.

最後に、本研究では、金属-絶縁体転移の説明を目標としており、特に当該物質が持つ (3)の特徴に着目して

いたため、アニオン分子の層における大きさ 5/2の Feスピンと、ドナー分子 BETSの層における伝導電子の

スピンとの間の π-d相互作用を無視したが、より正確なモデルを構成する際には吟味する必要がある. この必

要性は、λ-(BETS)2FexGa1−xCl4の温度相図において、Feの反強磁性転移及び金属-絶縁体転移への寄与が小

さくないことからも分かる. 実際に、Hubbardモデルを π-d相互作用の近藤格子に拡張したモデルにおいて、

Néel温度 TN(x)に対し、TN (x) ∝ xが理論的に導出されている.[15, 30] つまり、Feの Gaへの置換が反強磁

性転移を抑制する. π-d相互作用は伝導 π 電子の SDW状態を安定化させることから [30]、絶対零度における

U/tの金属-絶縁体転移点は π-d相互作用を考慮することにより更に下がると期待される.
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付 録A 1軌道HubbardモデルにおけるFermiエ

ネルギーの定義

ハーフフィリングの 1軌道 Hubbardモデルにおける Fermiエネルギーを定義する.

A.1 Fermion数を用いた定義

第 2章において扱った SDW平均場理論を考える.

(2.28)に対応するエネルギー固有状態を

E = E
(+)
k : {|e+,1

k 〉, |e+,2
k 〉} , (A.1)

E = E
(−)
k : {|e−,1

k 〉, |e−,2
k 〉} (A.2)

と記す. |e±,i
k 〉を 1粒子状態に持つ消滅演算子を、e±,i

k と記す. ここで、

ck↑ = c1+,k↑e
+,1
k + c1−,k↑e

−,1
k , (A.3)

ck+Q↑ = d1
+,k↑e

+,1
k + d1

−,k↑e
−,1
k , (A.4)

ck↓ = c2+,k↓e
+,2
k + c2−,k↓e

−,2
k , (A.5)

ck+Q↓ = d2
+,k↓e

+,2
k + d2

−,k↓e
−,2
k (A.6)

と展開する. これらの展開式及び、数演算子 n±,i
k と、その Fock空間 V±,i

k (V±
k ≡ ⊕

i V
±,i
k ) に対して成り立つ

n±,i
k ≡ e±,i†

k e±,i
k , (A.7)

(n±,i
k )2 = n±,i

k , (A.8)

exp(−βE±
k n

±,i
k ) = e−βE±

k n±,i
k + (1V±,i

k

− n±,i
k ) (A.9)
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を使って、fermion数を計算すると

n = 〈nj↑ + nj↓〉 (A.10)

=
1

N

∑

σ

∑

j

〈c†jσcjσ〉 (A.11)

=
1

N

∑

σ

∑

k∈RBZ

〈c†kσckσ + c†k+Qσck+Qσ〉 (A.12)

=
1

N

∑

σ

∑

k∈RBZ

tr{(c†kσckσ + c†k+Qσck+Qσ)
exp(−∑

k∈RBZ

∑
i β(E

(+)
k n+,i

k + E
(−)
k n−,i

k ))

tr(exp(−
∑

k∈RBZ

∑
i β(E

(+)
k n+,i

k + E
(−)
k n−,i

k )))
}(A.13)

=
1

N

∑

σ

∑

k∈RBZ

[ 2∑

i=1

{
(|ci+,kσ|2 + |di

+,kσ|2)e−βE
(+)
k

1 + e−βE
(+)
k

−
(|ci+,kσ|2 + |di

+,kσ|2)
1 + e−βE

(+)
k

}

+
trV+

k

(c†kσckσ + c†k+Qσck+Qσ)

1 + e−βE
(+)
k

+

2∑

i=1

{
(|ci−,kσ |2 + |di

−,kσ |2)e−βE
(−)
k

1 + e−βE
(−)
k

−
(|ci−,kσ |2 + |di

−,kσ |2)
1 + e−βE

(−)
k

}

+
trV−

k

(c†kσckσ + c†k+Qσck+Qσ)

1 + e−βE
(−)
k

]
(A.14)

=
1

N

∑

k∈RBZ

{2(nF (E
(+)
k ) − nF (−E(+)

k )) + 2(nF (E
(−)
k ) − nF (−E(−)

k ))

+2(nF (−E(+)
k ) + nF (−E(−)

k ))} (A.15)

=
2

N

∑

k∈RBZ

{nF (E
(+)
k ) + nF (E

(−)
k )} (A.16)

を得る. 但し、この計算において、第 4章でも述べた非自明な計算結果

∑

σ

2∑

i=1

(|ci+,kσ|2 + |di
+,kσ|2) = |c1+,k↑|2 + |c2+,k↓|2 + |d1

+,k↑|2 + |d2
+,k↓|2 (A.17)

= 2 , (A.18)

∑

σ

2∑

i=1

(|ci−,kσ|2 + |di
−,kσ |2) = |c1−,k↑|2 + |c2−,k↓|2 + |d1

−,k↑|2 + |d2
−,k↓|2 (A.19)

= 2 (A.20)

を用いた.

ここで、ハーフフィリングの条件 (n = 1) により

1 =
2

N

∑

k∈RBZ

[nF (E
(+)
k ) + nF (E

(−)
k )] (A.21)

を得る. この条件の絶対零度における式

1 =
2

N

∑

k∈RBZ

[θH(−E(+)
k ) + θH(−E(−)

k )] (A.22)

が fermion数を用いた Fermiエネルギーの定義である. ここで、波数ベクトルについての和の領域が、BZで

はなく、その半分の RBZであることに注意する.
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A.2 自由エネルギー Jを用いた定義

第 2章において調べた反強磁性秩序状態での Hubbardモデルにおいて、大分配関数 Ξについて自由エネル

ギー J を定義した. このときに、J の熱力学的関係式に対応した、大正準集団における化学ポテンシャルの定義

Nn = −∂J
∂µ

(A.23)

を代わりに用いることが出来る.

ここで、

∂J

∂µ
= −2

∑

k∈RBZ

[nF (E
(+)
k ) + nF (E

(−)
k )] (A.24)

であるので、ハーフフィリングの条件 (n = 1) により

1 =
2

N

∑

k∈RBZ

[nF (E
(+)
k ) + nF (E

(−)
k )] (A.25)

を得る. この条件の絶対零度における式

1 =
2

N

∑

k∈RBZ

[θH(−E(+)
k ) + θH(−E(−)

k )] (A.26)

が Fermiエネルギーの定義であり、fermion数を用いた定義と合致する. ここでも、波数ベクトルについての

和の領域が、BZではなく、その半分の RBZであることに注意する.
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付 録B 補足の数値計算結果

第 5章における補足的な数値計算の結果を示す.

B.1 軌道A, BのFermi面

軌道 A, B の Fermi面を、2軌道モデルにおいて、U/t = J/t = 0及びハーフフィリングのときに、t′A = 0

かつ、 t′B/t = 0.1, 0.2, 及び 0.3のときに図 B.1に示す.
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図 B.1: 軌道A, Bの Fermi面. 2軌道モデルにおいて、U/t = J/t = 0及びハーフフィリングのときに、t′A = 0

かつ、 t′B/t = 0.1: (a), 0.2: (b), 及び 0.3: (c)の場合を示す. 点線の補助線 |kx + ky| = πも図示した.

B.2 t′A = 0, t′B/t = 0.1, 0.3のときの数値計算結果

以下、t′A = 0, t′B/t = 0.1, 0.3のときの自己無撞着方程式の解を図 B.2, B.3に示す.

この数値計算の結果から顕著な点を 3つ読み取ることが出来る.

第一に、Z についての結果は、共通の U/tの値においては、t′B/tの値を 0.1, 0.2, 0.3と変えても殆ど変わら

ない.

第二に、t′B/t = 0.2のときと同様に、(U/t) −mB のグラフが折れ曲がる U/tの値において軌道 B の Fermi

面がなくなり、軌道 B が絶縁化する.

第三に、t′B/tの値を小さくし、軌道 B の Fermi面のネスティングを良くする程、軌道 B、つまり系、が絶

縁化する U/tの値は小さくなることが判った. (図 5.5を参照.)
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図 B.2: 軌道 Aが絶縁化した後での U/tに対する、t′A = 0, t′B/t = 0.1での自己無撞着方程式の解. 2J/t = 2,

1.5, 1, 0.5, 及び 0, tA = tB = 1, t′A = 0, 及び t′B = 0.3かつハーフフィリングとした. (a): Z の解. (b): mA

とmB の解. Z = 0において、mB は 0.5となるが、mA はならない.
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図 B.3: 軌道 Aが絶縁化した後での U/tに対する、t′A = 0, t′B/t = 0.3での自己無撞着方程式の解. 2J/t = 2,

1.5, 1, 0.5, 及び 0, tA = tB = 1, t′A = 0, 及び t′B = 0.3かつハーフフィリングとした. (a): Z の解. (b): mA

とmB の解. Z = 0において、mB は 0.5となるが、mA はならない.



59

付 録C Andersonモデルのスレーブ ·ローター理
論による解析

本章では、スレーブ ·ローターの方法を、3.2節において説明した原子極限よりも高度な具体例として、金属に

添加された磁性不純物を記述するAndersonモデルに適応する. 本章は Ref.[25]の計算をフォローした付録で

ある.

C.1 スレーブ ·ローター
Andersonモデルのハミルトニアンは

H = Hat +
∑

kσ

ǫkc
†
kσckσ + V

∑

kσ

(c†kσdσ + h.c.) (C.1)

=

[
U

2
L̂2 + ǫ0

∑

σ

f †
σfσ

]
+

∑

kσ

ǫkc
†
kσckσ + V

∑

kσ

(c†kσfσe
−iθ + h.c.) (C.2)

である. ckσ,dσ はそれぞれ、s電子 (伝導電子) と d電子の消滅演算子である. (C.2)において、第 1項が、同一

サイト (不純物原子) に 2つの d電子がいるときの Coulomb反発を、第 2項が、各サイトにエネルギー ǫ0 を

持つ d電子が局在したときのエネルギーを、第 3項が、波数ベクトル k、状態 σ、エネルギー ǫk の s電子の系

のエネルギーを、最後の項が、局在した d電子と s電子との混成を表す.

このモデルにスレーブ ·ローターの方法を適応して、H + hC は

Heff
f = (ǫ0 − h)

∑

σ

f †
σfσ +

∑

kσ

ǫkc
†
kσckσ + Veff

∑

kσ

(c†kσfσ + h.c.) , (C.3)

Heff
θ =

U

2
L̂2 + hL̂+K cos θ (C.4)

の和に帰着する. 但し、新たに導入した平均場についての自己無撞着方程式

Veff = V 〈cos θ〉θ , (C.5)

K = V
∑

kσ

〈c†kσfσ + f †
σckσ〉f (C.6)

及び、拘束条件についての自己無撞着方程式

〈L̂〉θ = Nc

[
nF (ǫ0 − h) − 1

2

]
(C.7)

が課される.

このH+hCの、平均場 (C.5),(C.6)を用いた、Heff
f とHeff

θ との和への分離が可能になるためには、〈c†kσfσ〉f
と 〈eiθ〉θ は共に実数であると仮定している. つまり、

仮定 : 〈c†kσfσ〉f =実数 , 〈eiθ〉θ = 〈cos θ〉θ (C.8)
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である.

C.2 自己無撞着方程式の解析

以下、

前提 : ǫ0 = 0 , Q =
Nc

2
(C.9)

のときを例として、自己無撞着方程式を解析する. このとき、(C.7)の解として h = 0を得る.

この例での、スレーブ ·ローターの θ表示の波動関数 Ψ(θ)が満たす波動方程式は

[
−U

2

∂2

∂θ2
+K cos θ

]
Ψ(θ) = EΨ(θ) (C.10)

である. 以下、K 6= 0として、K cos θを摂動エネルギー項とみなす.

まず、摂動を加える前、つまり、K = 0のときに、基底状態は |ℓ = 0〉である. 〈θ|ℓ〉 = eiℓθ により、この基

底状態の波動関数は [0, 2π]で一定となる.

次に、K 6= 0のとき、基底状態の波動関数は、1次のエネルギー摂動において

|Ψ(1)
0 〉 = |0〉 +

∑

ℓ 6=0

〈ℓ|K cos θ|0〉
E0 − Eℓ

|ℓ〉 (C.11)

となる. 但し、〈θ|ℓ〉 = eiℓθ 及び

Eℓ = U
ℓ2

2
+ hℓ , h = 0 (C.12)

= U
ℓ2

2
(C.13)

である. 特に、E0 = 0, E±1 = U/2である.

よって、

〈cos θ〉θ ≡ 〈Ψ(1)
0 | cos θ|Ψ(1)

0 〉 (C.14)

= 〈0| cos θ|0〉 + 2K
∑

ℓ 6=0

|〈0| cos θ|ℓ〉|2
E0 − Eℓ

+ O(K2) (C.15)

= 2K
∑

ℓ 6=0

|〈0| cos θ|ℓ〉|2
E0 − Eℓ

(∵ 〈0| cos θ|0〉 =
〈0|1〉 + 〈0| − 1〉

2
= 0) (C.16)

= −2K
∑

ℓ 6=0

|〈0| cos θ|ℓ〉|2
Eℓ

(∵ E0 = 0) (C.17)

= −2K
∑

ℓ 6=0

|〈0|(eiθ + e−iθ)/2|ℓ〉|2
Eℓ

(C.18)

= −2K

[
(〈0|0〉/2)2

E−1
+

(〈0|0〉/2)2

E1

]
(∵ e±iθ| ∓ 1〉 = |0〉) (C.19)

= −2K

[
1/4

U/2
+

1/4

U/2

]
(∵ E±1 =

U

2
) (C.20)

= −2K

U
(C.21)

=
Veff

V
(∵ 自己無撞着方程式 (C.5)) (C.22)
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を得る. この結果により、重要な関係式

K = −U Veff

2V
(C.23)

を得る.

以下、(C.23)を用いて書き換えられた自己無撞着方程式

Veff = −2V 2

U

∑

kσ

〈c†kσfσ + f †
σckσ〉f (C.24)

を計算によって更に書き換えてから解き、準粒子 f の Green関数を決定する.

Georges-Kotliarに従って、s電子と準粒子 f との混成と、s電子の状態密度とを併せた量

Γeff(ǫ) ≡ πV 2
eff

∑

k

δ(ǫ− ǫk) (C.25)

= πV 2
effDs(ǫ) (C.26)

を導入する.[31] 更に、s電子の状態密度Ds(ǫ)を、[−Λ,Λ]にのみゼロでなく、そこで平坦なものとすれば

Γeff =
πV 2

eff

2Λ
(∵ Ds(ǫ) =

1

2Λ
) (C.27)

を得る.

準粒子 f の Green関数は、時間 1/Γeff を不純物原子によるトラップによる準粒子 f の寿命として

G−1
f (ω + i0+) = (ω − ǫ0) + iΓeff , ǫ0 ≡ 0 (C.28)

= ω + iΓeff (C.29)

となる. 以下、この式を導出する.

((C.28)の導出): Green関数 Gは演算子として

G =
1

ω −Heff
f

(C.30)

であり、その行列要素の内、準粒子 f の状態 |f〉と、波数ベクトル kの s電子の状態 |k〉について

Gf = 〈f |G|f〉 , (C.31)

Gkf = 〈k|G|f〉 (C.32)

と置けば

(ω −Heff
f )G = 1 (単位行列) (C.33)

により、この式の、(f, f)成分と、(k, f)成分を見れば

〈f |ω −Heff
f |f〉Gf + 〈f |ω −Heff

f |k〉Gkf = 1 (∵ 対角成分) , (C.34)

〈k|ω −Heff
f |f〉Gf + 〈k|ω −Heff

f |k〉Gkf = 0 (∵ 非対角成分) (C.35)
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を得る. つまり、

(ω − ǫ0)Gf − Veff

∑

k

Gkf = 1 , (C.36)

−V̄effGf + (ω − ǫk)Gkf = 0 (C.37)

を得る. (C.37)により

Gkf =
V̄eff

ω − ǫk
Gf (C.38)

を得るので、これを (C.36)に代入して

(ω − ǫ0)Gf =
∑

k

|Veff |2
ω − ǫk

Gf + 1 (C.39)

つまり、解

Gf =
1

ω − ǫ0 −
∑

k |Veff |2/(ω − ǫk)
(C.40)

を得る. 以下、この Gf の表式の分母の第 3項を計算すると

|Veff |2
∑

k

1

ω − ǫk
= |Veff |2

∫
dω′ Ds(ω

′)

ω − ω′ + i0+
(∵ Ds(ω) =

∑

k

δ(ω − ǫk)) (C.41)

= |Veff |2
∫
dω′Ds(ω

′)

ω − ω′
− |Veff |2

∫
dω′iπδ(ω − ω′)Ds(ω

′) (C.42)

(∵
1

ω + i0+
= P

(
1

ω

)
− iπδ(ω)) (C.43)

= |Veff |2
∫ Λ

−Λ

dω′ 1

(ω − ω′)2Λ
− iπ|Veff |2Ds(ω) (C.44)

=
|Veff |2

2Λ
ln
ω − Λ

ω + Λ
− iπ|Veff |2Ds(ω) (C.45)

= −iπ|Veff |2Ds(ω) (C.46)

= −iΓeff (C.47)

を得る. (C.46)を導くステップで、Λが非常に大きい値であると仮定し、

1

x
ln

1 − x

1 + x
= − 2

x2
+ i

π

x
(x≫ 1) (C.48)

を用いた. よって結果、求める式

Gf (ω + i0+) =
1

ω − ǫ0 + iΓeff
, ǫ0 = 0 (C.49)

を得る. ((C.28)の導出終わり.)
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この結果 (C.28) を用いれば、準粒子 f の状態密度は

Df (ω) = − 1

π
ImGf (ω) (C.50)

= − 1

π
Im

[
1

ω + iΓeff

]
(C.51)

= − 1

π
Im

[
ω − iΓeff

ω2 + Γ2
eff

]
(C.52)

=
Γeff/π

ω2 + Γ2
eff

(C.53)

=
V 2

eff

2Λ

1

ω2 + (V 2
effπ/(2Λ))2

(C.54)

となる.

この状態密度の表式を用いれば、自己無撞着方程式 (C.24)を

1 = − 2V 2

UVeff

∑

kσ

〈c†kσfσ + f †
σckσ〉f (C.55)

= − 2V 2

UVeff

[
2Nc

Veff

∫ 0

−Λ

dωDf (ω)ω

]
(∵ ǫ0 = h = 0) (C.56)

= −Nc
2V 2

UΛ

∫ 0

−Λ

dω
ω

ω2 + (V 2
effπ/(2Λ))2

(C.57)

と書き換えられる. ここで、積分公式

∫ 0

−Λ

x

x2 + y/Λ2
dx =

1

2
(ln(y) − ln(Λ4 + y)) , x = ω , y =

π2V 4
eff

4
(C.58)

= −1

2
ln

(
Λ4

y
+ 1

)
, Λ4 ≫ y (∵ Λ2 ≫ Γ2) (C.59)

≈ − ln

(
Λ2

√
y

)
(C.60)

を用いて、Λ ≫ U ≫ Γに対し

1 = Nc
2V 2

UΛ
ln

(
2Λ2

πV 2
eff

)
(C.61)

を得る.

この結果により、自己無撞着方程式の解として

Γeff ≡ πV 2
eff

2Λ
(C.62)

= Λ exp

(
− UΛ

2NcV 2

)
(∵ (C.61)) (C.63)

= Λ exp

(
− πU

4NcΓ

)
(∵ Γ ≡ πV 2

2Λ
) (C.64)

を得る. つまり、準粒子 f の寿命として

1

Γeff
=

1

Λ
exp

(
πU

4NcΓ

)
(C.65)

を得る. これらは厳密な結果と一致する.
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d電子のスペクトル関数は、スレーブ ·ローターの Green関数が Z であることにより

ρd(ω) = Z
Γeff/π

ω2 + Γ2
eff

+ ρinc
d (ω) (C.66)

となり、第 1項が近藤共鳴の項を表す. ここで、準粒子重みとして

Z ≡ 〈cos θ〉2θ (C.67)

=

(
Veff

V

)2

(∵ 自己無撞着方程式 (C.5)) (C.68)

=
Γeff

Γ
(C.69)

を得るので、Friedel和則

ρd(ω = 0) = Z
Γeff/π

Γ2
eff

(C.70)

=
1

πΓ
(C.71)

が満たされている.
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付 録D シグマモデルによるスレーブ ·ローター理
論の定式化

スレーブ ·ローターの方法の動的平均場理論に対する利点は、後者は時間的相関しか扱わないのに対し [23]、前

者は空間的相関を取り込めることである. 本章では、スレーブ ·ローター理論のシグマモデルによる定式化を
行い、金属-絶縁体転移を調べる. 本章も Ref.[25]の計算をフォローした付録である.

D.1 シグマモデルによる定式化

スレーブ ·ローターを導入した Hubbardモデルの作用

S =

∫ β

0

dτ

[∑

σ

∑

i

f †
iσ(∂τ + ǫ0 − hi)fiσ +

∑

i

(∂τθi + ihi)
2

2U
−

∑

ijσ

tijf
†
iσfjσe

i(θi−θj)

]
(D.1)

において、スレーブ ·ローターの複素ボソン場への置き換え

exp(iθi) ⇒ Xi(τ) , 〈|Xi|2〉 = 1 (D.2)

を行う. 但し、Xi(τ)の拘束条件は平均下において成り立つとしている.

λを、その拘束条件

〈|X|2〉 − 1 = 0 (D.3)

についてのラグランジュ未定乗数とする. Qf ,QX を、自己無撞着パラメータ

Qf ≡ 〈XiX
∗
j 〉 (D.4)

= 〈exp i(θi − θj)〉 (D.5)

= 〈cos(θi − θj)〉 (: 仮定) (D.6)

及び

QX ≡
〈∑

σ

f †
iσfjσ

〉
(D.7)

とする. 以下、系はハーフフィリングであり、かつ電子-正孔対称性を持つと仮定する.

作用から、このモデルの Green関数は

Gf (k, iωn)−1 = iωn − ǫ0 + h−Qf ǫk , ǫ0 = h = 0 (D.8)

= iωn −Qfǫk , (D.9)

GX(k, iνn)−1 =
ν2

n

U
+ λ+QXǫk (D.10)
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である. ここで、

ωn =
(2n+ 1)π

β
, n ∈ Z , (D.11)

νn =
2nπ

β
, n ∈ Z (D.12)

はそれぞれ、準粒子 f 及び、ボソンX の松原周波数である.

以下、エネルギーバンドとして、最隣接ホッピング

tij = t (D.13)

による d次元の超立方格子上の強束縛バンド

ǫk = −2t

d∑

α=1

cos kα (D.14)

を考える. バンド幅の半分をD = 2dtと記す.

また、簡単のため、電子のカラー量子状態の添え字が取りうる値の数は

Nc = 2 (D.15)

とする. つまり、スピン 1/2のフェルミオンである電子が 1軌道あるときとする.

自己無撞着方程式は、未定乗数 λについて、拘束条件 (D.3)により

1 =

∫ D

−D

dǫD(ǫ){GX(τ = 0)} , τ :虚時間 (D.16)

=

∫ D

−D

dǫD(ǫ)

{
1

β

∞∑

n=−∞

GX(iνn)e−iνnτ

∣∣∣∣
τ=0

}
(∵ GX(τ) :周期 2β) (D.17)

=

∫ D

−D

dǫD(ǫ)
1

β

∞∑

n=−∞

1

ν2
n/U + λ+QXǫ

(∵ (D.10)) (D.18)

となり、Qf について、定義 (D.4)により

DQf = −
∫ D

−D

dǫD(ǫ)ǫGX(τ = 0) (D.19)

= −
∫ D

−D

dǫD(ǫ)ǫ
1

β

∞∑

n=−∞

1

ν2
n/U + λ+QXǫ

(∵ (D.10)) (D.20)

及び、QX について、定義 (D.7)により

DQX = −2

∫ D

−D

dǫD(ǫ)ǫnF (Qf ǫ) (D.21)

となる.
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D.2 金属-絶縁体転移

D.2.1 絶縁体相

絶対零度のときを考える. このとき、QX についての自己無撞着方程式 (D.21)は

DQX |T=0 = −2

∫ D

−D

dǫD(ǫ)ǫnF (Qf ǫ)|T=0 (D.22)

= −2

∫ 0

−D

dǫD(ǫ)ǫ (∵ nF (Qf ǫ)|T=0 = θH(−Qfǫ)) (D.23)

ǭ≡ 2|ǭ| (D.24)

となる.

エネルギーバンド (D.14)は、波数のコサインであるので、

min
k

{λ−QXǫk} = λ−DQX (∵ (D.14)) (D.25)

= λ− 2|ǭ| (∵ (D.24)) (D.26)

> 0 (D.27)

のとき、Xのスペクトルにギャップがある. この場合、ローターに長距離秩序がなく、絶縁体相に対応している.

絶縁体相のバンドギャップ∆g として、

(∆g/2)2

U
= λ−QXD (D.28)

を解いて

∆g = 2
√
U(λ−QXD) (D.29)

を得る.

ここで、松原周波数についての和の計算において、次の公式

ボソン :

∞∑

n=−∞

1

(2n)2 +m2
=

πcoth[ |m|π
2 ]

2|m| , (D.30)

フェルミオン :

∞∑

n=−∞

1

(2n+ 1)2 +m2
=

πtanh[ |m|π
2 ]

2|m| (D.31)

を用いる. 絶対零度において

lim
β→∞

1

β

∞∑

n=−∞

1

ν2
n/U + λ+QXǫ

=

√
U

2
√
λ+ ǫQX

, νn =
2nπ

β
(D.32)

であるので、∆g についての自己無撞着方程式 (D.18)は

1 =

∫ D

−D

dǫD(ǫ)

√
U

2
√
λ+ ǫQX

(D.33)

=

∫ D

−D

dǫD(ǫ)
U√

4U (λ−QXD) + 4UDQX(1 + ǫ/D)
(D.34)

=

∫ D

−D

dǫD(ǫ)
U√

∆2
g + 8U |ǭ|(1 + ǫ/D)

(∵ (D.24), (D.29)) (D.35)
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となる. 同じ計算をして、Qf についての自己無撞着方程式 (D.20)は

Qf = −
∫ D

−D

dǫD(ǫ)
ǫ

D

U√
∆2

g + 8U |ǭ|(1 + ǫ/D)
(D.36)

となる. これらの方程式は∆g > 0の絶縁体相において成り立つ.

Mott-Hubbard転移点、つまり、∆g = 0となるとき (U = Uc とする) に、(D.35)は

1 =

∫ D

−D

dǫD(ǫ)
Uc√

∆2
g + 8Uc|ǭ|(1 + ǫ/D)

, ∆g = 0 (D.37)

=

∫ D

−D

dǫD(ǫ)

√
Uc√

8|ǭ|(1 + ǫ/D)
(D.38)

つまり、

√
U∞

c

Uc
=

√
8|ǭ|
Uc

(D.39)

=

∫ D

−D

dǫ
D(ǫ)√
1 + ǫ/D

(D.40)

となる.

U∞
c ≡ 8|ǭ| (D.41)

は、d = ∞での Uc の値である.

この式から、(D.35)を差し引いて
√
U∞

c

Uc
−

√
U∞

c

U
=

∫ D

−D

dǫD(ǫ)

[
1√

1 + ǫ/D
− 1√

∆2
g/(UU

∞
c ) + 1 + ǫ/D

]
(D.42)

を得る.

ここで、∆g を小さい正の数とし、

1√
∆2

g/X + Y
=

1√
Y

−
∆2

g

2XY 3/2
+ O(∆3

g) (D.43)

であるので、O(∆3
g)を無視すれば

√
U∞

c

Uc
−

√
U∞

c

U
=

∫ D

−D

dǫD(ǫ)

[
1√

1 + ǫ/D
− 1√

1 + ǫ/D
+

∆2
g

2UU∞
c

√
(1 + ǫ/D)3

]
(D.44)

=

∫ D

−D

dǫD(ǫ)
∆2

g

2UU∞
c

√
(1 + ǫ/D)3

(D.45)

=
∆2

g

UU∞
c

[∫ D

−D

dǫD(ǫ)
1

2
√

(1 + ǫ/D)3

]
(D.46)

を得る.

ここで、

ǫk = −2t

d∑

α=1

cos kα (D.47)

= −D + t
d∑

α=1

k2
α (|k| ≪ 1) (D.48)

= −D + t|k|2 (D.49)
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により、(D.46)の積分の収束が危ぶまれるバンドの底で、状態密度が自由粒子のそれと同じ形

D(ǫ) ∼ (D + ǫ)d/2−1 (D.50)

となり、保守的に、この展開を被積分関数に代入した積分

∫ D

−D

dǫD(ǫ)
1√

(1 + ǫ/D)3
∼ 2

d−1
2 Dd/2

d− 3
(D.51)

が収束することが確認できる.

以上の計算より、d > 3に対し

∆2
g

UU∞
c

∝
√
U∞

c

Uc
−

√
U∞

c

U
(D.52)

を得る. ここで、Mott-Hubbard転移点∆g = 0, U = Uc付近で

U = Uc(1 + δ) , δ ≪ 1 (D.53)

と置けば、結果 (D.52)により

∆2
g

1 + δ
∝ 1 −

√
Uc

U
(D.54)

= 1 − 1√
1 + δ

(D.55)

つまり、

∆2
g ∝ (1 + δ)

(
1 − 1√

1 + δ

)
(D.56)

= (1 + δ) −
(

1 − 1

2
δ

)
(∵ δ ≪ 1) (D.57)

∝ δ (D.58)

=

(
U

Uc
− 1

)
(D.59)

を得る. つまり、d > 3に対し

∆g

Uc
∝

(
U

Uc
− 1

)1/2

(D.60)

を得る.

Ref.[25]の結果に拠れば、更に、d < 3に対し

∆g

Uc
∝

(
U

Uc
− 1

)1/(d−1)

(D.61)

である.

これらの、転移点 Uc付近でのバンドギャップ∆g の臨界挙動を表す 2式が、D.2.1における結論である.

D.2.2 金属相: U < Uc

バンドギャップが閉じた金属相 (U < Uc) においては、〈|X|2〉 = 1は X 場が Bose凝縮している相を表す.

このとき、ローターに長距離秩序が存在し、そのため拘束条件 (D.18)は、波長が無限大の k = 0のモードを
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Brillouinゾーンにおいて切り離して書き直せなければならない. この相において、λは、バンドギャップがゼ

ロであるので

λ−DQX = 0 (D.62)

であり、(D.24)により

λ = QXD (D.63)

= 2|ǭ| (∵ (D.24)) (D.64)

である. 絶対零度において、X 場の Green関数は、(D.64)を用いて

GX(k, iν) = Zδ(ν)δ(k) +
1

ν2/U + 2|ǭ|(1 + ǫk/D)
(D.65)

である.

凝縮の振幅

Z = 〈|X|2〉 , ν = k = 0 (D.66)

は、拘束条件

〈|X|2〉 =

∫
dkGX(k, τ = 0) (D.67)

=

∫
dk

∫
dνGX(k, iν) (∵ τについて Fourier変換後に、τ = 0) (D.68)

= 1 (: 拘束条件) (D.69)

により、決定される. ここで、積分公式
∫ ∞

0

dν

ν2/U +X
=
π

2

√
U

X
, X = 2|ǭ|(1 + ǫk/D) (D.70)

を用いれば、(D.68)に (D.65)を代入して、(D.69)により

1 = Z +

∫ D

−D

dǫD(ǫ)

√
U

8ǭ(1 + ǫ/D)
(D.71)

を得る. これは、右辺第 2項に (D.40)を用いて

Z = 1 −
√
U

Uc
(D.72)

となる. この結果から、この有限空間次元でのMott転移のモデルでは、Mott-Hubbard転移点 (∆g = 0) と

Brinkman-Rice転移点 (Z = 0) とが Ucと一致していることが分かる.

次に、絶対零度において、(D.20)は

Qf = − 1

D

∫
dǫ

∫
dkδ(ǫ− ǫk)ǫδ(k)Z −

∫ D

−D

dǫD(ǫ)
ǫ

D

√
U

8ǭ(1 + ǫ/D)
(D.73)

= − 1

D

∫
dǫδ(ǫ− ǫk=0)ǫZ −

√
U

U∞
c

∫ D

−D

dǫD(ǫ)
ǫ/D√

1 + ǫ/D
(∵ U∞

c = 8|ǭ|) (D.74)

= − 1

D
ǫk=0Z −

√
U

U∞
c

∫ D

−D

dǫD(ǫ)
ǫ/D√

1 + ǫ/D
(D.75)

= Z −
√

U

U∞
c

∫ D

−D

dǫD(ǫ)
ǫ/D√

1 + ǫ/D
(∵ ǫk=0 = −D) (D.76)
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となる. このことにより、Qf ≥ Z を得る. ここで、

Qf =
m

m∗
(D.77)

であるため、一般の空間次元 dにおいて、転移点 U = Ucにおいて Z → 0に対し、有効質量m∗は有限である.

しかし、d→ ∞の空間次元の極限においては、D ∝
√
d→ ∞となるため

m

m∗
= Z (d→ ∞) (D.78)

を得るので、転移点 U = U∞
c において有効質量は発散する.

D.2.3 位相変数の集団モード

電子のGreen関数Gd
ij(τ) ≡ −〈Tdiσ(τ)d†jσ(0)〉は、f とX 場とを分離させるスレーブ ·ローター法の近似の

下で

Gd
ij(τ) = Gf

ij(τ)G
X
ij (τ) (D.79)

により与えられる. このとき、X 場のGreen関数 GX として (D.65)を用いることにより

Gd(k, iω) = (Gf ⋆ GX)(k, iω) (D.80)

Gf ⋆GX≡
∫
dk′

∫
dω′Gf (k′, iω′)GX(k − k′, i(ω − ω′)) (D.81)

= ZGf (k, iω) +Ginc
d (k, iω) (D.82)

=
Z

iω −Qf ǫk
+Ginc

d (k, iω) (D.83)

を得る. 第 1項は、対応するスペクトル関数の波数依存性がピークを持ち局在した項に、第 2項は、波数依存

性が局在していない項に対応している.[25] この表式は、D.2.2で説明した金属相において成り立つ.

ここで、第 2項は、X の Green関数において、波数依存性が局在していない部分に帰着し、その部分は

Ginc
X =

1

ν2/U + 2|ǭ|(1 + ǫk/D)
(D.84)

である. この項は、ボソニックな集団モードを含んでおり、その分散関係は

ωX(k)2 = 2U |ǭ|
(

1 +
ǫk
D

)
(D.85)

=
UU∞

c

4

(
1 +

ǫk
D

)
(D.86)

である. ここで、

ǫk = −2t
d∑

α=1

cos kα (D.87)

= −2t
d∑

α=1

(
1 − k2

α

2

)
(k → 0) (D.88)

= −D +
D

d

D∑

α=1

k2
α

2
(D.89)
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により、長波長励起 (k → 0) において、この分散関係は

ωX(k)2 =
UU∞

c

4

(
1 +

ǫk
D

)
(D.90)

=
UU∞

c

4

1

d

D∑

α=1

k2
α

2
(k → 0) (D.91)

=
UU∞

c

8d
|k|2 (D.92)

となる. ここで求めたギャップレスの集団モードは、Brinkman-Rice転移において伝導バンド幅がゼロになっ

た時点での、上部及び下部 Hubbardバンドを連続的に接続しているエネルギー領域の起源となる.

上部及び下部 Hubbardバンドは 2種類の部分からの寄与からなる. 1つは、波数 |k|が小さくない領域にお

けるボソンモードであり、これが主要部分である. このとき、2つの Hubbardバンドの隔たりのエネルギース

ケールは、分散関係 ωX(k)が持つ 2つの分枝の中心位置 ±
√
UU∞

c /2の間の隔たり

∆ =
√
UU∞

c (D.93)

により与えられる. もう 1つは、今説明した両 Hubbardバンドの尾の部分であり、|k| ≈ 0でのギャップレス

の集団モードである.
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