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1 はじめに

次の問題を考える：

最小化 f(x)+ g(x), (1) 

ただし、 1-lは実ヒルベルト空間、 f,g: 1-l→艮U{oo}、は下半連続な真凸関数とする。問題 (1)

は、凸関数の和の最小化問題を表す数理モデルであり、情報学の分野におけるスパースモデリング

や画像処理における画像復元問題等と密接に関係している。

本論文では、凸最小化問題（1)に対する解法である Douglas-Rachfordの分割法について検討す

る。 Douglas-Rachfordの分割法は以下のように定義される ([6]）。

1 
媒＋1= ~ (J + Rg O Rf) Xk, k = 1, 2,.... (2) 

ただし、 X1E 1-£、Rf= I -2proxf、proxfは関数 fに対する近接写像と呼ばれ、 proxf(x)= 

紅 gminyEH{J(y) + ½ IIY -xll2}と定義される。 fが下半連続な真凸関数の時、 proxfは一価写像
となる ([2,11, 12]参照）。本論文を通して、以下の条件を仮定する。

• fとgの近接写像proxfとproxgは容易に計算できる。

．
 

(of+ og)-1(0) i= 0・1 

(2)で生成された点列には以下の性質がある。

• x* E Fix(R,。約）＊2とする。この時以下の性質が成り立つ。

||xk+1 -X*||さ||Xk-x*II (Vk) 

• {prox1咋｝は問題 (1)の解に弱収束する

（例えば、 [2,Theorem 26.11]）。性質(4)が成り立つとき、点列｛匹｝はFejermonotoneであると

言う [2,Definition 5.1]。

本論文では、 Douglas-Rachfordの分割法に焦点を当て、 (2)の改良について検討する。具体的に

は、提案手法によって生成された点列の性質および収束性について考察する。
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•1 制約想定（例えば、 0 E int(domf -domg) [2, Proposition 15.24]）が成り立つとき、（3)は問題（1)の解の存在
と等価な条件となる。

•2 写像 T: 1-i→1-iに対して、 Fix(T)を写像Tの不動点全体の集合、つまり Fix(T)= {u E 1-{: Tu =u}とする。
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2 準備

本論文を通して 1i を実ヒルベルト空間とし、〈•，．〉と II· IIをそれぞれ社の内積とノルムとする。
集合値写像A:1i⇒社のグラフを Gr(A)= { (x, x*) : x* E A(x)}と定義する。 A:1i⇒社が

(1)単調とは、
〈X-y,x* -y*〉:;:.0 ((x, x*), (y, y*) E Gr(A)); (5) 

(2)極大単調とは、

Aが単諷B:1iコHが単調でかつ Gr(A)c Gr(B)⇒A=B; 

を満たす時をいう。集合値写像Aに対するリゾルベントは JA(x)= {u E 1i : XE  (I+ A)(u)} 

と定義される。 Aが極大単調作用素の時、 JAは一価写像、つまり JA(x)=(I+ A)-1(x)となる

u E 1iとする。 0E A(u)が成り立つとき、 uをAの零点という。また、 Aの零点全体の集合を

A-1(0)、つまり A-1(0)= {u E 1i: 0 E A(u)}とする。

f：礼→（-00,00］を下半連続な真凸関数とする。 fに対する劣微分を以下のように定義する。

of(x) =｛が E1i: f(y) 2: f(x) +〈y-x,x*〉（'ixEH)}. 

このとき、 of:H コH は極大単調になることが知られている [11,2]。また、 u E 
(af)-1(0)⇔ f(u) = argminyE'l-i f(y)が成り立つ。 fに対する近接写像prox"lf(, > 0)を以下

のように定義する。
1 

prox7f(x) ＝ ar墨丁{f(y)+ ¾;11y-xll2}. 

特に、 prox'Yf= (I+吋8f)-1が成り立つ。本節で述べた概念については、文献 [11,2]を参照する

とよい。

3 主結果

以下の最適化手法を考える。

｛互＝XK 1 →（咋一 XK-1)
狐＋1=;;(I+ R9。的）互
2 

ここで、 Xo心1E 1-iで｛咋｝ C(0, oo)とする。

(6) 

注意 3.1.rk三 0の時、 (6)はDouglas-Rachfordの分割法である。 (6)は文献 [3,5]等で研究さ

れた解法で

0 = "fo ::::; "fk ::; "/k+1 ::::; "f < ~ (Vk) 

が成り立つ時、｛咋｝はRgoRJの不動点、つまり RgoRJU = uとなる uE 1iに弱収束すること

が知られている ([5,Theorem 3.1]）。また、 {prox1xk}は問題（1)の解に弱収束する ([7]）。一方、

(6)で生成された点列｛咋｝について、性質（4)を満たさない例が知られている ([9]）。

本論文では性質（4)を満たす (6)の改良について検討する。主定理を紹介する。
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定理 3.1.f,g: 1{→良U{oo}は下半連続な真凸関数とする。点列｛咋｝は以下の方法で生成され

た点列とする。

｛互＝｛：： ＋叫吹— xK-1) ［：: :：: 
叫 1= ~ (I+ R9 o Rt)瓦，

(7) 

ただし、

0::;咋::;1 < 1 (Vk). (8) 

このとき、以下が成り立つ。

•点列｛エ2k} は Fejer monotoneである。

• {prox1咋｝は問題 (1)の解に弱収束する。

証明の概略仮定(3)より Fix(R9oル） ＃ 0となる [2,Proposition 26.1]。x*E Fix(R9 o Rりと
する。この時、

2 
1 

~(I+ R9゚ R1)x-x*II :::; llxーが 12-II~ (I +Rg。的）x-xii ('ix E 1i) (9) 
2 2 

が成り立つ [2,Proposition 4.31]。

一方、叫：＝紐 (Vk)とおく。 Xkの定義より、

叫＋1＝砂(k+l)= ~ (I+ Rg 0灼）（豆2k+1)

1 
＝ぅ(I+R9 o Rり（三＋冨＋1(x味＋1-鱗））

1 1 
＝ぅ(I+R9 。 R1) （~(I+R9国）嘔＋/2k+l(~(I+ Rg 。約）加— X2k

= ； (I+R, ORo(｝ （I+R，叫）叫＋12k+1[；：（I+R,。約）WK-Wk)>
が成り立つ。これと (9)およびノルムの性質＊3を用いると以下の不等式が得られる。

| WK+1 -ゲ||2:::;llwkーが112-(1 + 12k+1)(l -12k+1) う（I+R9 o 的）叫—叫 • 

これより、 {x2k}は性質 (4)を満たす。この時、 {x2k}はFix(R9o R介のある点に弱収束する [2,

Theorem 5.5]。また、鱗＋1=½(I+R9o 幻） （狐）より 112k+1-1囀→ 0が成り立つので、

｛咋｝はFix(R,。約）のある点に弱収束する。

一方、［1]の結果を利用すれば{proxfxけが問題（1)の解に弱収束することが示せる。

ロ

注意 3.2.

• A,B況 ⇒Hを極大単調作用素とする。今回提案した最適化手法（7)は、次の問題に対す
る解法として一般化できる。

find u E 1i such that OE (A+ B)(u). (10) 

その際、近接写像の代わりに極大単調作用素のリゾルベント (JAとJB)を利用する。

*3 x, y E 1i, a E戦に対して、 11(1-a)x + <>Yll2 = (1-a)llxll2 + <>IIYll2 -a(l -a)llx -Yll2が成り立つ。
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•問題 (10) は次の問題を含む ([4] ）。

m 

知`）＋苫g;o L;(x)} (11) 

ここで、礼{g,}に1は実ヒルベルト空間， f:1{→政U{oo}と9i:gi→良U{oo}は下半
連続な真凸関数、 Li:1{→giは有界線形作用素とする。問題 (11)はスパースモデリング
([10]）や画像復元問題 ([4,8]）で現れる問題を表現できる。
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