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概要

1979年， GonekはDirchletL-関数の同時ハイブリッド普遍性定理を証明し，その
応用として Hurwitzゼータ関数のパラメータが有理数の場合の普遍定理を示した．
Voroninの普遍性定理は，さまざまな方向に発展していったが，ハイブリッド普遍性定
理はそのような発屎の方向の一つである．一方で，普遍性定理定理の証明手法自体も発

展した現在，証明手法を大きく分けると， Voroninの原証明と Bagchiによる確率論
的手法による証明がある． Bagchiの手法は，普遍性定理を証明するのに標準的な手法
となっている．しかしながら，ハイブリット普遍性定理に関しては，その証明に特有の

難しさがあり， Bagchi流の証明は開発されてこなかった本稿では，ハイブリッド普遍
性定理の確率論的手法による証明法について概説する．

1 導入

1.1 ハイブリッド普遍性定理について

まずは， 1975年に証明されたVoronin[8]の普遍性定理を紹介する．

定理 1.1.Kを帯領域 {sEC;1/2<CYく 1}に含まれる，補集合が連結なコンパクト集合

とし，fを Kにおいて零点を持たない連続関数で， Kの内部で正則な関数とする．このとき，

任意の€ ＞ 0に対して，

班嬰叶meas{ T E [O, T] ; 1!1J賢に(s+iT)-f(s)I< E} > 0. 

が成り立つ．ただし， measは罠上のLebesgue測度を表す．

この定理の発表後，さまざまな方向への発展がなされてきた．例えば，一般のゼータ関数

への拡張同時普遍性定埋混合普遍性定埋ハイブリッド普遍性定埋 Euler積を持たない

ゼータ関数への拡張などである．詳しい発展に関しては，普遍性定理のサーベイ [5]が参考に

なるので参照されたい．本稿では，ハイブリッド普遍性定理について扱う．
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ハイブリッド普遍性定理とは， 1979年に Gonekの学位論文［1]において発表された定理

で， Voroninの普遍性定理と Kronecker-Weylの近似定理を融合したものを指す．ここで，

Kronecker-Weylの近似定理の特別な場合を思い出しておく．本稿を通して， Pnはn番目の

素数を表すとする．

定理1.2. 正の整数 N と実数 01,...,0N を任意にとる．このとき，任意の€ ＞ 0に対して，

l~~i~f ~ meas { T E [O, T] ; 1嬰ぎN Tlo:T四＿仇＜ €} ＞〇．

が成り立つ．ただし， 1|叫は，実数xと最も近い整数との距離を表す．

さて，上記で紹介した 2つの定理を融合した，ハイブリッド普遍性定理の主張を述べる．

定理1.3.JCを帯領域 {sEC;1/2<びく 1}に含まれる，補集合が連結なコンパクト集合

とし，fを Kにおいて零点を持たない連続関数で， Kの内部で正則な関数とする．正の整数

N と実数 01,...,0N を任意にとる．このとき，任意の€ ＞ 0に対して，

児嬰与meas{ r E [O,T] ;'.!):賢l((s+ ir) -f(s)I <, and 

雲 N Tlo:7fPn -0n < €}>O. 

が成り立つ．

上記は Riemannゼータ関数に関するハイブリッド普遍性定理であるが， Gonekが実際に

証明したのはDirichletL-関数に関するハイブリッド同時普遍性定理であることに注意して

おく．本稿では，説明を簡略化するために， Riemannゼータ関数のみを扱うこととする．ま

た，上記の形は Gonekが証明した主張よりも現代的な Kaczorowski-Kulas[3]にある形で

述べたその他の重要な発展としては，［6],[7]などを見られたい．

1.2 普遍性定理の証明手法について

普遍性定理の証明手法は，大きく分けると， Voroninの原証明と Bagchiによる確率論的

手法による証明がある．種々の普遍性定理の証明では，両手法とも用いられてはいるが，現

在おそらく最も標準的に用いられているのは Bagchの手法であるといえる．しかしながら，

ハイブリッド普遍性定理の証明には，特有の難しさがあり， Bagchi流の確率論的手法による

証明は開発されてこなかった．実際 Kaczorowski-Kulasは，論文 [3]の中で，ハイブリット

普遍性定理の確率論的手法による証明は，概念的に込み入ったものになるであろうと述べて

いる．現状では， Bagchi流で証明されている普遍性定理のハイブリッド化を考える際には，
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Voronin流の手法に焼き直す必要があるという問題がある．そのため，種々の普遍性定理の

ハイブリット化があまり進んでいないように感じる．ここでは，講演中では述べられなかっ

た， Voroninの手法と Bagchiの手法を簡単に比べてみることにする．

Voroninの手法．ゼータ関数の値分布論では，ゼータ関数を和が有限の Dicichlet級数で近

似する手法が用いられる．これに注意すると，

く(s+ir) m~n Pll (1 -~) 
= pu (1 -exp (-2p:OT宮））ー1

と「平均的な意味」で近似できる．ここで述べている「平均的な意味」とは， Xが十分大き

いときに二つの関数の差の-=乗平均の誤差が小さくなることを表す．また， Kroneckerの近

似定理は， TE[O,T]のときの

(p［只，p炉）＝（exp (-21riT~),..., exp (-21riT~)) 

の平均的な挙動と (0P1'...,0PN) E [O, l)Nのときの

(exp(21ri0p1),..., exp(21ri0PN)) 

の平均的な挙動が， Tが十分を大きいときに，ほとんど等しいことを主張していることに注

意する．これらに注意して Voroninの手法を大雑把に述べると，以下のような戦略になる．

1.任意の零に値をとらない正則関数J(s)に対して，あるQ翌＝ （砂0))..,<x, 010) E艮
応 X

で

くx(s,~笠）＝Jl (1-~)-l eo f(s) 
を満たすものを見つける．

2.平均値

] JAT Jk k(s+ iT) -(x(s + iT)|2如 (s)dT,
を計算する．ただし， μ2はCを配と同一視したときの Lebesgue測度を表し，

Ar = { T E [O, T] ;塁緊 T~-0p ll<E}.
である．
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実際には， Voroninの論文で扱っているのは， log〈(s)である．上記から結論を導くには，

かなり複雑な計算を要するが，詳細については省略する．

Bagchiの手法．区間 [O,T]上の確率測度酌→を巧T = T-l meas(・)で定義し，関数

く(s+ iT)を正則関数の空間に値を取る確率変数とみなす．

また， Riema皿ゼータ関数のランダムモデル

く(s,W)=II(1-W；り）ー1
p 

を考える．ただし， W=（叫心であり， w(p)は複素単位円周上11'を動くものとする．そして，

く(s,w)は複素単位円周の無限直積空間 ']['N上に Haar測度を入れた確率空間から正則閲数の

空間に値を取る確率変数とみなす．以上の準備の下で， Bagchiの戦略は以下のようになる．

1.分布収束

く(s+iT)→く(s,W)= g(1 -W；り）ー1
を示す．これは，平均的なく(s+iT)の挙動は，〈（s,w)の平均的な挙動とほとんど等し

いことを示している．

2.任意に零に値を取らない正則関数f(s)に対して，ある wo= (wo(P))P, wo(P) E 11'で

-1 

く(s,wo) = IJ (1 -~]り）~f(s). 
p 

を満たすものを見つける．

上記の証明の概略を見比べると，ハイブリット普遍性定理の主張とは一見， Voroninの手

法の方がKronekcer-Weylの近似定理との相性が良さそうであるのが，これまで Bagchi流

の証明は開発されてこなかった背景にあると考えられる．

2 主結果

まずは，記号や定義を用意する．前セクションと同じ記号や定義もあるが，主張を正確に述

べるために改めて定義をする．集合DをD={sEC;1/2<びく 1}とおき， H(D)を領

域D上の正則関数の集合で，広義一様収束による位相が備わっているものとする． Tを複素

平面上の単位円周とし，任意の素数pに対して，11'p= 11'とおく．また， O= ITP 11'pとする．

ただし，積は素数p全体に渡るものとする． w(p)を wEOの座標空間11'pへの射影とする．

このとき，Qはコンパクトな可換群なので，全測度が1となる Haar測度m が存在する．
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これらの準備の下で，値分布における Riemannゼータ関数のランダムモデルとなる確率

変数を定義する． H(D)に値をとる確率変数((s,w)を

く(s,W)= g(1 -W；り）―1
で定義する．この確率変数は，確率測度m に関して(J> 1/2においてほとんど至るところ

で収束することが知られている．

さらに，次の 2つの確率測度を定義する．任意の正の整数Nを固定する．確率測度 μT,N

とμNを，任意のAEB (H(D) x 11'刈に対して，

巧， N(A）＝ ~meas{T E [O,T]; (((s+iT),（成）贔） EA},
VN (A) = m ({ w E O ; (((s, w), (w (Pn)) 1;;:=l) E A}) 

と定義する．ただし， B(S)は，位相空間Sから生成されるぴ加法族とする．

このとき，次の定理が成り立つ．

定理 2.1.上記の記号と定義の下で，次の主張が成り立つ：

(i)確率測度行，N は T→OOのとき， μNに弱収束する．
(ii)確率測度 μNの台は，

{f E H (D) ; f (s) -/-0 for s E D or f = 0} x 1l'N 

と一致する．

注意 2.2.上記の定理はより一般のゼータ関数のクラスヘ拡張できる．実際筆者はプレプ

リント [2]において， Steudingクラスの元である条件をみたすものに対して，ハイブリッド

同時普遍性定理を証明している．

3 証明の概略

定理2.1の（i)のみを概説する． Kowalski[4]の手法を用いる関数空間上では，確率測度

のFourier変換が使えないため， Bagchiの手法では， Prokhorovの定理， Birkhoff-Khinchin

のエルゴード定理を用いる必要があった． Kowalskiの手法は，上記2つの定理を用いずに証

明を行うことができる．
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3.1 準備

位相空間H(D)X']'Nは，距離付可能である．以下のように距離付けをする：集合Dのコ

ンパクトな部分集合の列{Kc}こ1を以下を満たすようにとる．
00 

• D=  LJKc, 
£=1 

•任意のf €N に対して， Kc C KJ+1が成り立つ，ただし， Aoは集合Aの内部を表す，

•任怠のコンパクト部分な集合 KcD に対して，あるf€ Nが存在して， KcKcが

成り立つ．

また， H(D)上の距離の列{de,<}芦を，f,gE H(D)に対して，

dt,(U, g) = sup lf(s) -g(s)I 
sEKt 

で定義する．さらに， H(D)上に距離火を

佐(f,g）＝文如(f;9/¥1 
£=1 

で定義する．ただし， aAbは実数 aとbの最小値を表す．この距離H(D)から定まる位相

は，広義一様収束による位相に一致することが証明できる．

次に，任意の素数pに対して，巧に距離を定義する．艮／Zと冗が距離空間として以下の

ように同一視する．任意の 01+ Z,02 + Z E罠／Zに対して， d賊／zを

d!R/Z (01 + z,恥十Z)= 1101 -0叶I

と定義すると， d屈／zは賊／Z上の距離になる．写像Tp:艮／Z→冗を0+z→ exp(2面0p)E 

写で定義すると Tpは同型となる．よって，任意の Xp,Yp E'['pに対して，

dp(Xp, Yp) = d屈／z(Tp-1(xp), Tp-1(yp)) 

とすると， dpは冗に距離を定める．

最後に，距離 dを H(D)X'['N上に，任意の(f,x) = (f, (xpn)1::=1), (g, y) = 
(g, (YPn)似） EH(D) X'['Nに対して，

N 

d ((!, x), (g, y))＝ d((J, g)＋こら（x冗恥）
n=l 

で定める．
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3.2 証明の概略

滑らかな実関数入(x)でコンパクトな台を持ち，任意の xE [0, 1]に対して入(x)= 1で，任

意の XE[O, 00）に対して 0:S入(x):S1を満たすようにとる．

任意の X2'. 2に対して，関数ぷ(s)を

(x(s) = f ~入(n/X)
n=l 

で定義する．

このとき，次の補題が成り立つ．

補題 3.1.集合CをDのコンパクトな部分集合とする．このとき，

lim limsup ] JTmax |<(s +iT) -<x(s +iT)|dT = 0. 
X→°° T→OO T。8EC

が成り立つ．

次に，ランダムな場合の補題 3.1を用意する．任意の wEOと任意の nENに対して，

n=lのときはw(l)= 1, n 2 2のときは

k 

w(n) = IJ叫P炉
J=l 

と定義する．ただし， n= p『 •••PrkK は， n の素因数分解を表す．

以下において，確率空間 (M,M,『)と実数値確率変数Xに対して， Xの期待値を

lElP" [X] = JM X(w)dlP'(w) 
M 

で表す．

このとき，次の補題が成り立つ．

補題 3.2.集合CをDのコンパクトな部分集合とする．このとき，

lim lEm [rnax |((s, W) -<x(s, W)|] = 0. 
X→oo I sEC 

が成り立つ．

以上の準備のもとで証明を行う．

定理2.1の証明． Xを十分大きい正の実数とする．区間 [O,T]上の確率巧｀を

巧 (E)= ~ meas (E), E E B([O, Tl). 
T 
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で定義する．また，有界な Lipschitz連続関数F:H(D) X'['N→屈を任意にとる．このと

き，弱収束の性質から

|lE吐，N[F]-lE勺F]I→O 

を示せば十分である． Fは有界な Lipschitz連続関数なので，ある正の実数M(F),C(F)が

存在して，

IF(f,x)I :S M(F) かつ |F (f, x) -F (g, y)I :S C(F) ・ d ((f, x), (g, y)) 

が任意の(f,x)= (f,(xPn)ぷ＝1),(g,y) = (g, (YPn)岱＝1)E H(D) X'['Nに対して成り立つ．
ここで，記述を簡単にするために，

初 (T)= (p『):=l とぷ＝ （w(pn));;=l 

と書く．このとき，

IJEVT,N [F] -]EVN  [F] I 

= IJElP'T [F(〈(s+iT),1りv(T))]-lEm [F (((s, w), WN)] I 

さ:|]Ell"T [F(〈(s+ iT),,N(T))] -lElP'T [F（くx(s+ iT),'YN(T))] I 
+ IJElP'T [F((x(s + iT),'YN(T))] -lEm [F ((x(s, w), WN)] I 

+ llEm [F ((x(s, w), WN)] -lEm [F (((s, w), WN)]I 

=: I;1(T, X)十均（T,X)＋畠(T,X) 

と上から 3つの項で評価できる．

叩 T,X)に関しては，補題3.1により，

I;l (T, X) :S C(F). ]Ell"T [d((〈(s+ iT),'YN(T)), ((x(s + iT),'YN(T)))] 

= C(F). ]Ell"T [dくに(s+ iT), (x(s + iT))] 

< C(F):lElP'T [dぷ (s+iT),<x(s+iT))l A1 
2c 

£=1 

00 (}  J。rmaxsEKt|((s+iT)-〈x(s+ iT)I dT)八1
=C(F)こ 2£

£=1 

→ O 

が limx→00limsupT→OO という極限を取ったときに成り立つ． 極限と積分の交換は，

Lebesgueの収束定理から保証される．

畠(T,X)に関しては， Kroncckcr-Wcylの近似定理により，

lElP"T [F ((x(s + iT), 1りv(T))]→戸[F((x(s, w), WN)] 

がT→CX)のとき成り立つことが証明できるので，畠(T,X)→ 0が示される．
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応(T,X) の計算は ~1(T, X)に類似している．実際，補題3.2より，

均(T,X) ::::; C(F) f正［~ w)-((s, w)I]) /¥ 1 
2c 

€=1 

→ O 

がlimx→00limsupT→00 という極限を取ったときに成り立つ．同様に，極限と積分の交換は

Lebesgueの収束定理から保証される． ロ
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