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1 導入

本稿はRIMS共同研究「変換群論の新しい展開」での［7]に碁づいた講演内容に沿った

ものである．

コンパクトな 2n次元シンプレクティックトーリック多様体には n次元トーラスが

Hamilton作用していて，その Hamilton作用についての運動量写像の像（運動量多面体）

はDelzant多面体とよばれる凸多面体になる．一方で，与えられた Delzant多面体を運

動量多面体にもつコンパクトなシンプレクティックトーリック多様体をシンプレクティッ

ク商により構成できる．この構成は Delzant構成とよばれる．このようにして次のよう

な1対 1対応があることがわかる．

定理1.1([2]).コンパクトなシンプレクティックトーリック多様体全体と Delzant多面

体全体との間には 1対 1対応がある．

｛コンパクトなシンプレクティックトーリック多様体｝／～ A {Delzant多面体｝／～

本稿ではこの対応関係のことを Delzant対応とよぶ．

Delzant対応を起点に，シンプレクティックトーリック幾何学におけるさまざまな対象

を凸多面体の言葉で特徴づけようという研究が数多くある．たとえば， Delzant構成によ

りコンパクトなシンプレクティックトーリック多様体はKahler多様体になることがわか
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るが，このとき誘導される Kふhler計量の K五hlerポテンシャルの表示を Guillemin[4]は

対応する Delzant多面体の情報から与えている．また， Lerman-Torman[5]はラベル付

き多面体を導入し，コンパクトなシンプレクティックトーリック軌道体全体とラベル付き

多面体全体との間の 1対1対応を示した．さらに，ラベル付き多面体の情報から対応する

シンプレクティックトーリック軌道体の特異点の情報を読み取ることができる．

[8]ではシンプレクティックトーリック多様体M の部分トーラス軌道の閉包 C(V)を

調べ， C(V)がM の非特異な複素部分多様体になるときの運動量多面体を決定した．こ

こでは， Delzant対応の類似の結果として，部分トーラスが余次元 1のときに C(V)が

M の非特異な複素部分多様体となる必要十分条件を凸多面体の言葉で特徴づける．

2 双対トーラス束

ここでは，［8,7]の背景にある問題意識を述べる．

代数的トーラス (C*)nに対して，写像 T:(C*)n →tnを

1r(w1,..., wn) := (log lw1 I,..., log lw叫）

と定める．（C*）n竺tnX Tnの同一視のもとで，写像 T はトーラス束であることがわか

る．一方で，（T門＊をトーラス Tnの双対トーラスとすると射影 7rv: tn X (T門＊ →tnは

トーラス束 T に対する双対トーラス束になっている．つまり以下のような図式を考える．

(C*)n竺tnX rn tn X (T門＊

~tn/ 
上の状況のもとで，（C*）nの複素幾何学的な対象と，tnX (T門＊のシンプレクティック

幾何学的な対象を比較したい．その指針として Leung-Yau-Zaslow[6]によるいくつかの

提案やそれらに基づき拡張した Yamamoto[9]による構成がある．ここで注目したいの

は(C*)nの複素部分多様体とtnX (T門＊の Lagrange部分多様体が対応しているという

提案である．

具体的には，tnの有理的な傾きをもつアフィン部分空間 Vに対して， Vの接ベクトル

束C(V)c (C*rと余法束L(V)Ctn x (T門＊を比較する．

注意 2.1.いま上で述べた図式や対応関係はYamamoto[9]による構成の特別な場合に

なっている．［9]では，より一般に底空間がトロピカルアフィン構造をもつ双対トーラス

束の構造を考えている．さらに，複素幾何学的な対象として複素部分多様体とその上の複
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素直線束の組を，シンプレクティック幾何学的な対象として余法束を Hamilton変形した

ものを考え，それらの対応関係について考察している．

上で述べたことをもとに，今回の設定について述べる．

まず，シンプレクティックトーリック多様体M のトーリック因子Dの補空間は (C*)n

と同一視できることに注目する． M¥D竺 (C*)nの同一視のもとで，（C*）nの複素部分

多様体C(V)をM¥Dに埋め込みM の中でコンパクト化したもの（閉包をとったもの）

をC(V)と定義する．つまり以下のような図式を考える．

M 

u 

C(V) 

つ M¥D 竺 (C*)n

二）

V c tn 

tn x (T門＊

上の状況のもとで， C(V)とL(V)を比較したいが，アフィン部分空間 Vの傾きによっ

てC(V)に特異点が現れることがある．そこで，まずはC(V)に特異点が現れない条件を

シンプレクティックトーリック幾何学における Delzant対応をもとに調べる．

3 複素部分多様体C(V)

3.1 シンプレクティックトーリック多様体

まずはシンプレクティックトーリック多様体について復習する．

2n次元シンプレクティック多様体(M,w)に， n次元トーラス Tnが効果的にHamilton

作用しているとき，（M,w)をシンプレクティックトーリック多様体とよぶコンパクト

な2n次元シンプレクティックトーリック多様体M への n次元トーラスの Hamilton作

用についての運動量写像μ:M→(t門＊の像（運動量多面体）には次のような特徴づけが

ある．

定義 3.1.次の 3つの条件を満たす凸多面体△ C (tn)* ~艮n を Delzant多面体とよぶ．

•単純であること．つまり，△の各頂点から n 本の辺が出ていること，

•有理的であること．つまり，△の各頂点から出る n 本の辺の方向ベクトル

釘，．．．，固を vぃ．．．，叫 Eかを満たすように選ぶことができること，
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•滑らかであること．つまり，上の条件にある V1,...,Vn E znをznのZ枯底にな

るように選ぶことができること．

たとえば，複素射影空間cpnにFubini-Study計量から定まるシンプレクティック形
式 WFSを入れた場合， n次元トーラスの Hamilton作用についての運動量多面体は標準

n単体である．

定理1.1で紹介した Delzant対応により，シンプレクティックトーリック多様体は凸多

面体の言葉で特徴づけられていると考えられる．また， Delzant多面体△の頂点ごとに出

ている n本の辺の方向ベクトルの情報から，△に対応するシンプレクティックトーリッ

ク多様体M の複素座標近傍系を構成することができる． M = cpnのとき，この複素座
標近傍系は非斉次座標近傍系に一致するので，一般のシンプレクティックトーリック多様

体のときもこのようにして構成できる複素座標近傍系のことを非斉次座標近傍系とよぶこ

とにする．

本稿ではコンパクトなシンプレクティックトーリック多様体の複素部分多様体について

扱うので，以後コンパクトなシンプレクティックトーリック多様体のことを単にトーリッ

ク多様体とよぶことにする．

3.2 複素部分多様体C(V)の構成

次に [8]における C(V)の構成を簡単に紹介する．

V ctnをn-1次元アフィン部分空間， Vをその線形部分とする．アフィン部分空間
V の傾きが有理的であることを仮定すると， Vnznが階数n-1の自由 Z加群になるの

で， Pl,・・・,Pn-1E四をVn四の Z基底になるように選ぶことができる．このように

して選んできた PI,•••,Pn-1 E znを用いて単射群準同型iv:rn-1→Tnを

iv(t,,...,tい） ：＝ （且t{Pl石〉,...,ng t{Pl心〉）
で定義する．ここで， ei,...,e~ は(t門＊主賊n の標準基底，〈，〉は艮n の標準内積とする．

定義 3.2.有理的な傾きをもつ n-1次元アフィン部分空間 VCtnに対し，代数的トー

ラス (C＊げの複素部分多様体C(V)c (C*tを

C(V) := { (ex1+~Y1,...,e互＋~Yn) E (C*r 塁 Y`199在）9E[n)E tv(Tn-1) } 

と定義する．
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定義 3.3. トーリック多様体M のトーリック因子Dの補空間M¥Dと(C*)nとの同一

視のもとで，複素部分多様体C(V)c (C*rをM¥Dに埋め込み M の中でコンパクト

化したものを C(V)c M と定義＊1する．

このコンパクト化の操作は具体的に記述することができ， C(V)はM の非斉次座標近

傍系ごとに多項式の零点集合として書くことができる．多項式の詳細は [8,7]を参照のこ

と． C(V)を定義する多項式の具体例を観察すると次のことがわかる．

注意 3.4.C(V)はC(V)n D上の点で特異点をもつ場合がある．

標準的に定まる Tn-1のC(V)への作用と写像ivを通じて定まる Tn-1のトーリック

多様体M への作用について，包含写像i:C(V)→ M は同変である．さらに， C(V)c M 

が特異点をもたない複素部分多様体になるとき， M 上のシンプレクティック形式 wから

誘導されるシンプレクティック形式i*wがC(V)上に定まり， Tn-1のC(V)への作用は

シンプレクティック多様体 (C(V),i*w)に関して Hamilton作用になることがわかる．

[8]では C(V)c Mが特異点をもたない複素部分多様体になるとき， Tn-1のC(V)へ

のHamilton作用についての運動量写像μ:C(V)→(tn-1)*について次のことを示した．

定理 3.5([8]). C(V) c M が特異点をもたない複素部分多様体になるとき，

μ(C(V)) = (iv O μ)(M) = iv（△) 

が成り立つ．

実はいま考えている Tn-1のC(V)への作用は効果的なので， C(V)が特異点をもたな

い複素部分多様体になるときトーリック多様体になることがわかる．このことと Delzant

対応を踏まえると次のこともわかる．

系 3.6.C(V) c M が特異点をもたない複素部分多様体になるとき，凸多面体iv（△)は
Delzant多面体である．

4 C(V)の例

ここでは，複素射影空間の中で C(V)の例をいくつか挙げる．

*1 M ¥ D ~ (C*)れのことを (C*)れの M への作用の桐密な軌道と思うと， C(V)は写像ivから誘導され
る部分トーラス (C*)n-1のM への作用の軌道C(V)の閉包と考えることもできる．
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C(V)の様子を具体的に記述するために，まず複素射影空間 (CPn,WFS)のTnの

Hamilton作用についての運動量写像μ:(Cpn→(t門＊について述べる． TnのCPnへ

の右作用を斉次座標を用いて

([zo :・・・：叫，（i1,...,tn))→[zo : iiz1 : • • • : tn叫

で定める． この作用は写像μ:CPn→(t門＊は

μ([zo :・・・：叫） ＝ （三］12 12'...,ど]::||2]2)
を運動量写像とする Hamilton作用である．凸性定理［1,3]より運動量多面体μ(CPn)は

TnのCPnへの作用の固定点のμによる像の凸包に一致することが知られている． Tn

のCPnへの作用の固定点は

[1 : 0 : ・ ・ • : O], [O : 1 : 0 : ・ • • : O],..., [O : ・ ・ ・ : 0 : 1] 

のn+l点よって， μ(CPn)は

μ([1 : 0 :.. ・ : O]) = (0,..., 0), 

μ([O: 1: 0:... : O]) = (1,0,...,0), 

μ([O: • • ・ : 0: 1]) = (0,..., 0, 1) 

の凸包．つまり， μ(CPn)は標準n単体．

例 4.1.V cせを傾き 1の1次元部分空間としたとき， C戸の中で C(V)は

0V} = {[zo : z1 : z2] E CP2 I z1 -z2 = O} 

と表すことができる．このとき， C(V)はCP2の特異点のない複素部分多様体になって

いる．

例 4.2.Veせを傾き 2の1次元部分空間としたとき， C戸の中で C(V)は

C01) = {[zo : z1 : z叫E(Cp2 I (z出ーzoz2= O} 

と表すことができる．このとき， C(V)はC戸の特異点のない複素部分多様体になって

いる．
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例 4.3.Veせを傾き 3の1次元部分空間としたとき， C戸の中でC(V)は

C(V) = {[zo : z1 : z2] E CP2 I (z1)3 -(zo)2吟＝ O}

と表すことができる． このとき， C(V)の点 [O:0: 1]は特異点である．

例 4.4.V C t4を次のベクトルを基底とする 3次元部分空間とする．

[], [], [] 
このとき， C戸の中でC(V)は

C(V) = {[zo: z1 :吟：硲： Z4]E <CP4 I Z心— Z匹4 = O} 

と表すことができる． このとき， C(V)の点［1:0:0:0:0]は特異点である．

5 C(V)のDelzant対応

前節で見たように C(V)はトーリック多様体M の中で一般に特異点をもつが，特異点

をもたない複素部分多様体になるとき C(V)もまたトーリック多様体になっている．そこ

で， C(V)にDelzant対応する凸多面体について考えたい．

5.1 観察

Delzant対応によると， トーリック多様体の運動量多面体によってトーリック多様体は

特徴づけられるであろうという指針がある．定理3.5によりその運動量多面体はiv（△)に
なることがわかっているので，凸多面体iv（△）の情報で複素部分多様体C(V)を特徴づ
けることを考える．

Delzant対応と同様に， C(V)が特異点をもたない複素部分多様体になるための必要十

分条件として凸多面体iv（△)がDelzant多面体であることが考えられるが，実はDelzant
多面体という情報だけでは不十分である．なぜなら，△が直角二等辺三角形のときどの 1

次元アフィン部分空間 VC t2に対しても凸多面体iv（△)は（サ）＊竺配の線分，つまり
cplに対応する Delzant多面体になるが，例4.3で見たように Veせを傾き 3の1次元
部分空間としたとき， CP2の中で C(V)は特異点をもっている．
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このようなことから，凸多面体iv（△）がDelzant多面体であることの他に別の情報を
考える必要がある． Lerman-Tarman[5]によるトーリック軌道体への Delzant対応の

拡張を参考に，特異点をもたない複素部分多様体C(V)の凸多面体による特徴づけを与

える．

5.2 主結果

[7]における主結果を紹介するために，言葉の準備をする．

定義 5.1.引き戻しiy: (t門＊ → （tn-1)*に対して， Delzant多面体△の頂点入が次の 2
つの条件を満たすとき入を約に対してgoodという．

•点iv（入）が凸多面体iv（△）の頂点になること，

•ベクトルiv （巧），．．．，i17(vn) E zn-lがすべて零ベクトルではないこと．

ここで，釘，．．．，卯 E口は頂点入から出る辺の方向ベクトルのこと．

定義 5.2.引き戻しiy: (t門＊ → （tn-1)*に対して， Delzant多面体△の任意のgoodな
頂点入が次の 2つの条件を満たすとき△をivに対してgoodという．

•凸多面体iv（△)の頂点iv（入）から n-l 本の辺が出ていること，

•あるj E {1,..., n}が存在して，頂点iv（入）から出る辺の方向ベクトル
iv（い，．．．，iy(Vj-1），杓（巧＋1),...，杓（珈） Ezn-1がzn-1のZ基底になること．

定理 5.3([7]).△をトーリック多様体M に対応する Delzant多面体と， Vctnをn-l

次元アフィン部分空間とする．このとき，次は同値．

• C(V)がトーリック多様体M の特異点をもたない複素部分多様体になること．

• Delzant多面体△が引き戻しiy: (t門＊ → （tn-1)*に対してgoodになること．

5.3 例

定理 5.3をもとに例 4.1,例4.2,例4.3,例4.4の結果を凸多面体の言葉で捉え直す．

今 C (t門＊を標準n単体とし，△nの頂点を (1,0,..., 0),..., (0,..., 0, 1)と決めておく．

例 5.4.V cせを傾き 1の1次元部分空間としたとき，△2は引き戻しivに対してgood
である．よって，定理5.3より C(V)はC戸の特異点のない複素部分多様体である．
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例 5.5.V c t2を傾き 2の1次元部分空間としたとき，△2は引き戻しivに対してgood
である．よって，定理5.3より C(V)はC戸の特異点のない複素部分多様体である．

例 5.6.V cせを傾き 3の1次元部分空間とする．引き戻しivに対してgoodな△2
の頂点 (0,1)が定義 5.2の2番目の条件を満たさないため，△2は引き戻しivに対して
goodではない．よって，定理5.3より C戸の中で C(V)は特異点をもつ．

例 5.7.Vct4を次のベクトルを基底とする 3次元部分空間とする．

[]'[]'[] 
引き戻しivに対してgoodな△4の頂点 (0,0,0,0)が定義5.2の1番目の条件を満たさな
いため，ふは引き戻しivに対してgoodではない．よって，定理5.3より CP4の中で
C(V)は特異点をもつ．

6 今後の課題

l. k次元アフィン部分空間Vctnに対して，定理5.3を一般化する．

2.特異点をもつ C(V)に対して，その特異点の情報を凸多面体の言葉で特徴づける．

3.双対トーラス束の設定のもとで， C(V)の特異点の有無を Lagrange部分多様体

L(V)の言葉で特徴づける．
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