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1 はじめに

(Hパ・，汎），（H砂・〉2)を複素ヒルベルト空間とする． Wignerは［7]で，次の条件を満た

す写像T:H1→加の特徴づけを行った；

|〈Tx,Ty〉|= |〈x,y〉 |(x,yE H1). (1.1) 

この結果はWignerのunitary-antiunitarytheoremとして知られており，数理物理学で重

要な役割を果たす． Palesand Maksa [4]は式(1.1)と同値な条件をいくつか与えたその中

の一つが以下の条件である．

{IITx + Tyll, IITx -Tyll} = {llx + YII, llx -YII} (x, YE H1) (1.2) 

この結果により，式（1.1)と同値な条件を内積を用いずに表すことができる．したがって，

Wignerの結果で扱われていた写像を，内積の構造を持たないノルム空間でも考察すること

ができる．ノルム空間 H1,H2の間の写像T:H1→凡であって，式（1.2)を満たすものを

phase-isometryと呼ぶ本稿では連続関数空間の単位球面上のph邸 e-isometryの構造に

ついて紹介する．タイトルにある複素数値のケースについては発表までに証明できなかった

が，証明のアイデアの基となる実数値のケースについて本稿では扱う．論文として未発表の

内容を含むので，証明は一部には与えるが，基本的に述べない．

本稿の目的は [6]の結果の別証明を与えることである．別証明のアイデアは [6]と三浦毅教

授による．
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2 設定

Xをコンパクトハウスドルフ空間とする． C(X国）で X上の実数値連続関数全体に上限

ノルム IIJII= SUPxEX lf(x)Iを入れた実Banach空間を表す．
Mc  S(C(X皇））が極大凸集合であるとは， M が凸集合であって， Meeを満たす凸

集合 CcS(C(X犀））が存在すればM=Cが成り立つときに言う． C(X犀）＊で Aの

双対空間に作用素ノルム IIAII= SUPJES(C(X,賊))|A(J)Iの入った空閻を表す． C(X皇）＊の

部分集合 Eの端点集合ext(E)とは， AEEであって， A=(A1 + A2)/2を満たす任意の

A1,A2 EEに対して A1= A2 = Aが成り立つものの全体である． ext(E)の点を Eの端点

と呼ぶ任意の xEXに対して， Xのpointevaluation functional心： S(C(X直）） →艮を

心(h)= h(x) (h E S(C(X直）））と定義する． B(C(X皇）＊） ＝ ｛AEC(X皇）＊ ：IIAIIさ1}

でC(X晨）＊の閉単位球を表す． C(X皇）のChoquet境界Ch(C(X晨））を Ch(C(X皇）） ＝ 

{x EX: Dx E ext(B(C(X虚）＊））｝と定義する．本稿で扱う C(X，恥）の Choquet境界はX

であることと，任意のfE S(C(X国））は X上で最大絶対値をとることに注意する [2,

Theorem 2.3.8]. 

これ以降， T:S(C(X皐）） → S(C(Y晨））は全射なphase-isometryとする．

3 準備

次の補題はTanand Gao [5]による結果である．

補題 3.1.(Tan and Gao [5, Lemma 2]) Tは任怠のfE S(C(X晨））に対して T(-J)= 

-T(J)を満たす．また， Tは単射であり， Tの逆写像T-1も全射なphase-isometryである．

記号任意の XEXに対して

Mx = {f E S(C(X皇））：f(x)=l},

-Mx = {f E S(C(X皇）） ：J(x)=-1} 

と定義するまた，任意のyE yに対しても同様に

Ny=  {u E S(C(Y直）） ：u(y) = 1}, 

-Ny=  {u E S(C(Y偉）） ：u(y) = -1} 

と定義する．

補題 3.2.(Tan, Zhang and Huang [6]) S(C(X虞））の任意の極大凸集合 M に対して，

S(C(Y国））の極大凸集合Nが存在して

T(MU-M) = NU-N. 
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が成り立つ．

Hatori, Oi and Shindo [3, Lemma 3.1] より， C(X皇）の極大凸集合 M はある~ E 

ext(B(C(X皇）＊））を用いて

M = C1({I}) n S(C(X，脱））

と表せる．また， Arens-Kelleyの定理と Choquet境界の定義から

ext(B(C(X皇）＊）） ＝ ｛t心：tE{-1,1},xECh(C(X皇））｝

が成り立つ．また， S(C(X晨））の Choquet境界がXであることより，直前の等式は

ext(B(C(X，艮）＊）） ＝ ｛応：tE {-1, l}, x EX} 

(3.1) 

(3.2) 

と書き換えられる．よって式 (3.1)と(3.2)より， S(C(X皇））の任意の極大凸集合M に対

して，あるペア(t,x)E {-1,1} x Xが存在して

M = t8;1({1}) n S(C(X，恥）） ＝ ｛f E S(C(X，囮）） ：f(x) = t} = tMx (3.3) 

が成り立つ．また，（t,x)の一意性がUrysohnの補題により従う．実際式 (3.3)を満たす

(t', X')を任意にとる．このとき

tMx = M = t'Mx' (3.4) 

が成り立つ． Xcf X'とする．このとき Urysohnの補題から，あるJoE S(C(X皇））が存在
してfo(x)= 1, fo(x') = 0が成り立つ．tfoE tMxであるが，tfotf_ t'Mx'であるため式

(3.4)に矛盾する．よって X=X'が成り立つ．この等式を式 (3.4)に用いてtMx= t'Mx 

を得る．直前の等式より，fE tMxを任意にとるとt= f(x) = t'が成り立つので，（t,x) 

の一意性が示された同様に， S(C(Y皇））の任意の極大凸集合 N に対してもあるペア

(s, y)を E{-1,l}xYがただ一つ存在して

N=sNy 

が成り立つ．これらの表現と補題3.2を組み合わせて以下の補題を得る．

補題 3.3.任意のxEXに対して，あるyEYがただ一つ存在して

T(Mx U -Mx) = Ny U -Ny 

が成り立つ．

(3.5) 

(3.6) 

定義 3.4.補題3.3より，任意の xEXに対して式 (3.6)が成り立つようなyE yがただ一

つ存在する．これを用いて写像T:X→Yを式 (3.6)を満たすように構成する．同様の方法
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を用いて， Tの逆写像T-1に対しても写像c,:y→Xを式 (3.6)を満たすように構成する．

Tを用いて式 (3.6)を

T(Mx U -Mx) = Nr(x) U -Nr(x) (x EX) 

と書き換える．

補題 3.5.T とぴは全単射で， T―l=aが成り立つ．

(3.7) 

記号．二つの写像 U1，応： S(C(X皇））→S(C(Y皇））に対して，ある関数0:S(C(X，罠））→

{-1, 1}が存在して U1= 0伍が成り立つとき， U1'.::::'.応と表す．

補題 3.6.'.:::'.は同値関係である．

Tは式(3.7)の意味でM込J-Mおを保存する．しかしT(Mx)= Nr(x)あるいはT(Mx)= 

-Nr(x)が成り立つとは限らない．そこでTを適切に変換することにより， T(Mx)= Nr(x) 

あるいはT(M』=-Nr(x)が成り立つようにすることができる．この性質を用いることに

より， Tの構造を解明できる．以下ではそのための準備を行う．

定義 3.7.x EXを任意にとり固定する．式 (3.7)より，fEMおに対して， T(f)E Nr(x) 

もしくはT(f)E -Nr(x)のどちらか一方が成り立つ．これを用いて，写像む： Mx→ Nr(x)

を

叫(f)= {T(f) if T(f) E NT(X), 
-T(f) if T(f) E -Nr(x) 

と定義する．また，写像虹： S(C(X皇）） → S(C(Y，恥））を

虹(f)={¢-X;xf()-f) :［： ：ロ
T(f) iff茫 MxU-Mx

と定義する．

補題 3.8.任意のxEXに対して<I>x'.::::'.Tが成り立つ．

以下の補題で虹が極大凸集合を保存することを示す．これらの性質は残りの補題を証明

する際に鍵となる．

補題 3.9.任意の xEXに対して，見は<I>x(M』=Nr(x)と虹(-Mx)= -Nr(x)を満た

す全射なphase-isometryである．

補題 3.10.任意の x,x'EX に対して虹～叱x'が成り立つ． すなわち，ある

0: S(C(X虞）） →｛-1,1}が存在して0似＝虹が成り立つ．
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x,x'EXに対して補題3.10より得られる 0の値はfE S(C(X晟））によって一般に異な

るが，tMxnt'Mx'(t,t'E{-1,1})上では一定の値をとることが次の補題からわかる．

補題 3.11.任意の(t,x),(t',x')E {-1,1} x X に対して，補題 3.10より得られる

0: S(C(X虞）） → ｛-1,1}はtMxn t'Mx'上で定数である．すなわち，ある PoE {-1, 1} 

が存在して，

Po虹＝叱x'ontMx n t'Mx' (3.8) 

が成り立つ．

定義3.7の直前に述べたように，定義3.7で定義した写像<pxとこれまでの補題を用いて

• T'.::::'<l> 

●<I>(M』=NT(X)あるいは<I>(Mx)= -NT(x) 

を満たす写像<I>:S(C(X晨）） → S(C(Y.皇））を構成しようそのためにPoEXを任意にと

り，これ以降固定する． Poと任意に取った xEXに対して補題3.11を適用すると，ある定

数P(l,x),P(-1,x) E {-1, 1}が存在して

が成り立つ．

P(l,x)虹＝鯰 on Mx nMp0, 

P(-1,x)虹＝虹。 on-Mx nMPo 
(3.9) 

S(C(X鷹））の任意の元fはある点 XEXで最大絶対値をとるので，あるtE{-1,1}が

存在してfEtMxが成り立つ．これを用いて，写像<I>:S(C(X，賊））→ S(C(Y皇））を

<I>(f) = P(t，叫虹(f)

と定義する．しかし，fが最大絶対値を複数の点で取った場合に<I>(f)の値が変わる場合があ

る例えばfE tMx nt'Mx'が成り立つとき， P（に）虹(f)= P(t',x')虹(f)が成り立つかは

直ちにはわからないよって，この等式が成り立つことを示し，①がwell-definedかどうか

確かめる必要がある．

補題 3.12.写像①はwell-definedである．

次の補題で①が極大凸集合を保存する写像であることがわかる．

補題 3.13.<I>は<I>~ Tを満たす全射なphase-isometryであり，任意の xEXに対して

<I>(M』=P(l,x)NT(x) and <I>(-M』=-P(-1，ぉ）NT（ぉ） （3.10) 

が成り立つ．

補題 3.14.任意の xEXに対して P(l,x)= P(-1,x)が成り立つ．
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定義 3.15.a: X→{-1, 1}をa(x)= t(l,x) (x EX)と定義する． aを用いて式 (3.10)を

<I>(M』=a(x)N7(x) and <I>(-Mx) = -a(x)N7(x) (x EX) (3.11) 

と書き直す．

次の補題は<I>の形を決定する上で鍵となる証明のアイデァは［1,Lemma 2.17］に基

づく．

補題 3.16.fを S(C(X皇））の任意の元 XoをXの任意の点とし， x'EXをlf(x')I= 11111 

を満たす点する．また，tE{-1,1}を

t = { |9::] if f(Xo)ヂ0
1 if f (xo) = 0 

(3.12) 

とおく． このとき， IJ(xo)I< 1ならば，あるgE Mx。が存在してf+ (t -J(xo))g E 

tMx。nf(x')Mx'が成り立つ．

以下の補題により，①は絶対値のもとで合成作用素の形になっていることがわかる．その

ために定義3.4で定義したぴを用いる．

補題 3.17.任意のfE S(C(X，脱））とyE yに対して

l<I>(f)(y)I = lf(a(y))I 

が成り立つ．

証明任意にfE S(C(X直））とyE yをとる. |f（a(y))I = 1とする．この場合，fE 

Ma(y) U -Ma(y)が成り立つので，式 (3.7)より T(J)ENいJ—的である．また，補題 3.13

より<I>'.::::'.Tが成り立つので，ある関数0:S(C(X皇）） →｛-1,1}が存在して<I>=0Tが成

り立つ．この等式より， l<I>(f)(y)I= l0(J)T(J)(y)I = 1 = If（a(y))Iを得る．

lf(a(y))I < 1とする．fE S(C(X晨））より，ある x'EXが存在してfE f(x')Mx1が成

り立つ．式 (3.12)のx。を a(y)としてtE {-1,1}を定義する．補題3.16より，あるgE

M叫）が存在してf+(t-f(a(y)))g E tMa(y)nf(x')Mx'が成り立つ． h= f+(t-f（a(y)))g 

とおく．式 (3.11)より<I>(J(x')Mx')= a(x')f (x')N心）が成り立つので，①(f)，<I>(h)E 

a(x')J(x')N心）が成り立つ．よって， 1|<I>(J)＋<I>(h)II=|<f>(j) (T(X'))十<I>(h)(T(x'))I= 2 

である．同様に，f,h E f (x')Mx'より llf+ hll = IJ(x') + h(x')I = 2が成り立つ．よって

腫（f)＋<I>(h)II= Ill+ hllを得る．この等式と①がphase-isometryであることから

ll<I>(J)一<I>(h)II= II! -hll (3.13) 



37

が従う. |f(a(y))I s l<I>(f)(y)Iを示す． h E tM叫（y)と補題 3.13より<I>(h) E 
a（a(y))tN7（a(y)) = a(a(y))tNyである．よってゆ(h)(Y)I= la（a(y))tl = 1である．この

等式と式 (3.13)より

1 -l<I>(f)(y)I s l<I>(h)(y) -<I>(f)(y)Iさ||<I>(h)-<I>(f)II = llh-ill (3.14) 

を得る．また，tの定義 (3.12)とgE S(C(X晨））より

llh-ill= ll(t -f(a(y)))gll = It -f(a(y))l llgll = 1 -lf(a(y))I (3.15) 

が従う．よって lf(a(y))Is l<I>(f）（訓が成り立つ．ペア（屯f,y)に対して行った議論を
ペア(<I>―1¢(f),o(y))に対して同様に行うと，ゆ(j)(T(a(y)))|sl<I>―l(<J>(f))に(y))Iを得
る．よって， T=a―1が成り立つことと直前の不等式よりゆ(f)(y)I= l<I>(f)(T(a(y)))I S 

I <I>―1(<I>(f))(a(y))I = lf(a(y))Iが成り立つ．よってゆU)(y)Is If（a(y))Iを得る．以上よ
りゆU)(y)I= If（a(y))Iが従う． ロ

4 主定理の証明

定理 4.1.T: S(C(X皇）） → S(C(Y国））が全射なphase-isometryであるとする．このと

き，ある同相写像a:y→Xと連続写像a:X→ {-1,1}と写像0:S(C(X皇））→｛-1,1}

が存在して

T(f)(y) = 0(f)a（a(y))J(a(y)) (f E S(C(X皇）），yE Y) 

が成り立つ．

証明まず①の形を決定する．任怠にfE S(C(X皇））とyE yをとる．ゆU)(y)I= oと

する．このとき IP(f)(y)= 0である．また，補題3.17よりf（a(y))= 0が成り立つ．よって

IP(f)(y) = a(a(y))f(a(y))を得る．

ゆ(f)(y)|< 1とする．補題3.17よりげ（a(y))I< 1である．式(3.12)のXoをa(y)として

tE{-1,1}を定義する．補題3.16よりあるgE S(C(X虞））が存在してf+(t-f（a(y)))E 

tMa(y) n f (x')Mx'が成り立つ． h= f + (t -f(a(y)))とおく．補題3.17を式（3.15)に用
いて llh-!II = 1 -IIP(f)(y)Iを得る．この等式と式 (3.14)を組み合わせて

1 -l<I>(f)(y)I = l<I>(h)(y) -<I>(f)(y)I 

を得る． hE tMa(y)より lh（cr(y))I= 1であるので，補題3.17より

l<I>(h)(y)I = lh(cr(y))I = 1 

(4.1) 

(4.2) 
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が成り立つ．よって式 (4.1)よりゆ(h)(y)l-l<I>(f)(y)I =|<I>(h)(y) -<I>(f)(y)Iを得る．この

等式と<I>(f) (y) -/-0であることから，三角不等式の等号成立条件よりある C20が存在して

c<I>(f)(y) = <I>(h)(y) -<I>(f)(y) 

が成り立つ．これをまとめて<I>(f)(y)= (c + l)-1<I>(h)(y)を得る．補題3.17と直前の等式

および式 (4.2)より

If（/j(y))I = l<I>(f)(y)I = ~ = 
|<I>(h)(y)I 1 

c+l c+l 

が成り立つ． よって直前の二つの等式から<I>(f)(y)= If（(j(y)) l<I>(h) (y)を得る． hE 

tMa(y)であるので，式 (3.11)より<I>(h)E a（(j(y))tNT(a(y)) = a（dY))tNyである．よっ

て<t>(f)(y)= lf((j(y))la((j(y))tが成り立つので，t= J((j(y))/lf((j(y))Iより<I>(f)(y)= 

a（(j(y))J((j(y))を得る．

l<I>(f)(y)I = 1とする． 補題 3.17より lf(/j(y))I= 1である． したがって
fEf（(j(y))Ma(y)が成り立つ．よって式 (3.11)より<I>(f)E a((j(y))f（(j(y))NT(a(y)) = 

a((j(y))f（(j(y))Nyを得る．この包含関係より<I>(f)(y)= a((j(y))f（(j(y))が成り立つ．以

上の議論より任意のfE S(C(X皇））とyE yに対して<I>(f)(y)= a（(j(y))f（(j(y))が成り

立つ．また，<I>-::::'Tであるので，ある関数0:S(C(X皇）） →｛-1,1}が存在して T= 0<I>が

成り立つ．よって，直前の二つの等式より

T(f)(y) = 0(f)<I>(f)(y) = 0(f)a（(j(y))f（(j(y)) (f E S(C(X皇）），yE Y) 

を得る．

(j: y→ Xが同相写像であることを示す．任怠に Xの開集合 Uとyo€ 5―l(U)をとる．

Urysohnの補題より，あるJoE S(C(X直））が存在してJo（(j(Yo))= 1とfo(X¥ U) = {O} 

が成り立つ．

V = {y E Y: l<I>(Jo)(y)I > 1/2} (4.3) 

とおく．<I>(fo)がY上で連続なので VはYの開集合である．補題3.17よりゆUo)(Yo)I= 

lfo(CT(Yo))I = 1 > 1/2が成り立つので， YoEVであるまた任意のyEVに対して， Vの定
義(4.3)と補題3.17より 1/2<|<l>(fo)(y)I = lfo(CT(y))Iが成り立つので，fo(CT(y))i= Qであ
る．したがって CT(y)EUである．よって VC CT―l(U)が成り立つ．以上より， 0―l(U)がY

の開集合であることが示されたので， 5 はY上で連続である．同様の議論により， T= CT―1 

も連続である．補題3.5より 0 は全単射であるので，ぴは同相写像である．

a:X→ {-1, 1}がX上で連続であることを示す．任意に x0EXとx。に収束する X

のネットに｝'"/Erをとる． X上の定数関数 1は1E Mx0, Mx'Y (1 E r)を満たすので，式

(3.11)より<I>(l)E a(xo)Nr(xo), a(x'Y)Nr（x-y) (,Er)が成り立つ．<I>(l)とTは共に連続

写像であるからそれらの合成<I>(l)oTも連続である．このこととネット｛巧｝TErがXoに収
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束することと組み合わせて a(x'"Y)= (<I>(l) o T)(xサ→（<I>(l) o T)(xo) = a(xo)が成り立つ．

したがって a（ち）→a(xo)が成り立つので， aはx。で連続である． Xoは任意だったので a
はX上で連続である．

亡l
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