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特異点をもつ部分多様体の絶対全曲率
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概要

本稿では(n+r)次元ユークリッド空間Rn+r内のフロンタルと呼ばれる，特異点をもつn
次元部分多様体に対する Chern-Lashofの定理の拡張について紹介する．まず， Rn+r内の許
容的かつコンパクトなn次元フロンタルに対し，その絶対全曲率がベッチ数の総和以上となる
ことを証明する．さらに，絶対全曲率が 2に等しく，かつ全ての特異点が第一種である場合，
そのフロンタルの像はRn+r内のn次元アファイン部分空間に含まれる閉凸体と一致する．本
稿の内容は [26]に基づく．

1 導入

n,rを正の整数とする．向き付けられたコンパクトな n次元多様体Mnから (n+ r)次元ユー

クリッド空間Rn+rへのはめ込みf:Mn→ Rn+rを考える． Bをfの単位法ベクトル束， Gを
Lipschiz-Killing曲率とする．この時，

T(M叫f)= vol(S]サー1)!B|G|dμB 

をfの絶対全曲率と呼ぶ．ただしvol(sn+r-1)は(n+r-1)次元単位球面5n+r-lの体積を表す．

絶対全曲率について，次が知られている．

事実1.1(Chern-Lashofの定理 [3,4]). Mnを向き付けられたコンパクトな n次元多様体，f:

Mn→Rn+rを(n+r)次元ユークリッド空間Rn+rへのはめ込みとする．

(1) biをM勺）i次ベッチ数とする（0::;i::; n). この時，絶対全曲率T(M叉f)に対して以下が

成り立っ．
n 

T(M叫f)~ ~bi(M門．
i=O 

(2)絶対全曲率T(M叫f)が3未満ならば， M門まn次元単位球面炉と位相同型となる．

(3)絶対全曲率T(M叫f)が2に等しいならば，像f(Mn)はRn+r内のn次元アファイン部分空

間に埋め込まれた凸超曲面となる．逆もまた成り立つ．
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この Chern-L邸 hofの定理は， Fenchelの定理（［5,6])のコンパクトな部分多様体への一般化と

なっている．これまでに Chern-Lashofの定理の様々な一般化が得られてきた：非正曲率リーマン

多様体 [24,1］；定曲率空間 [2,20, 21, 22];非閉部分多様体 [25];knotted surface [17]; equiaffine 

immersions [14];対称空間［15,16];ミンコフスキー空間［12];複素射影空間 [7].

一方，特異点を持つ部分多様体には絶対全曲率を定義されるクラスが存在する．したがって，そ

のような部分多様体の絶対全曲率に対しても Chern-L邸 hof型定理が成り立つのではないかと考え

た．本稿ではそのような部分多様体としてフロンタルを取り挙げ，それらの絶対全曲率に対する

Chern-Lashof型定理を紹介する．

2 準備

2.1 フロンタルと特異点

この節ではフロンタルの定義を紹介する．部分多様体の一般化としてのフロンタルの概念は[11]

にて紹介されている．また，曲面，超曲面の場合は詳細に調べられている．詳しくは [18,23]を

見よ．

n,rを正の整数とする． n次元多様体Mnからユークリッド空間 Rn+rへの滑らかな写像f:

Mn→ Rn+rに対して，点pE町でfがはめ込みであるときpを正則点と呼び，そうでない時

は特異点と呼ぶ均をfの特異点集合とし，正則点集合M迄を M贔：＝ M八均とおく．正則

点集合が桐密な写像fがフロンタルであるとは， Mn上の任意の点pとその開近傍Uに対し，滑

らかな写像II:U→ぶ(n,n+ r)が存在して，

dfq(X) E II(q) (q EU, XE  TqM門

を満たす時をいう．ここでぶ(n,n+ r)はRn+r内の向き付き n次元部分空間のグラスマン多様
体を指す．また， このようなIIをfのgeneralizedGauss mapと呼ぶ

定義 2.1.フロンタルf:Mn→Rn+rのgeneralizedGauss map IIがMn上で大域的に定められ

る時，フロンタルfは余向き付け可能であるという．

例として，はめ込みfは余向き付け可能である．これは， II(q):= dfq(TqM門(qEM門とおく

ことで確かめられる． Mnの二重被覆を取ることで，必要ならば一般性を失うことなくfを余向

き付け可能とすることができる．よって，本稿ではフロンタルは余向き付け可能だと仮定する．

フロンタルfとそのgeneralizedGauss map IIに対し， II1_(p)をII(p)の直交補空間とする．任

意のMnの座標近傍(U泣 1濯 2，・・・，馬）に対し， U上の関数入を

入(p)= det(fi(p), h(P), • • ・, fn(P),恥（p),• • ・, Er (p)) 

町で定める．ただし，Ji=一ーとし，｛Eぃ ••,Er} は H上の滑らかな正規直交枠である．この入を
OUi 

fの符号付き体積密度関数と呼ぶ．pがフロンタルfの特異点であることと，入(p)= 0であること
は同値である．

定義 2.2.特異点pEMnが非退化特異点であるとは，（d入）pが0とならないことを指す．

非退化性は，局所座標の取り方及び正規直交枠の取り方に依らない．

補題 2.3(cf. [26]).特異点pが非退化特異点であるとき， r皿 k(df)p= n -1が成り立つ．
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pをフロンタルf:Mn→ Rn+rの非退化特異点とする．補頴2.3より， dim(ker(df)p)= 1が成

り立つ．この ker(df)pをpにおける退化空間と呼ぶ．フロンタルf:Mn→ Rn+rの特異点が全て

非退化特異点であるならば，陰関数定理より特異点集合〗！は Mn の n-1 次元部分多様体となる．

定義 2.4.フロンタルf:Mn→ Rn+rの特異点は全て非退化特異点であるとする．pを特異点と

した時， ker(df)p(/. Tp均が成り立つならば，pE Mnを第 1種特異点と呼び，そうでない時は

pEMnを第2種特異点と呼ぶ

りを Mn上のfの第2種特異点の集合とする．

定義 2.5([26]).フロンタルf:Mn→ Rn+rが以下を満たす時，fを許容的なフロンタルと呼ぶ

•非退化特異点のみを持つ．

•ある均の超曲面別が存在し,C! こ'.J-Cが成り立つ．

例として，特異点が全て第 1種特異点であるフロンタルは許容的である．また，次の例 2.6の

ように，全ての特異点がAk+l特異点であるフロンタルは許容的である．

例 2.6.フロンタルf:Mn→ Rn+lの特異点が全て AK+1特異点（1：：：：： K ：：：：：川と右左同値である

とする．ただし， Ak+l特異点とは Rnから Rn+1への写像

(t,X2, • ,Xn)→ （（K ＋ 1)tK+2 +立-l)t勺，ー(K+2)tK+1一言炉―1X□2, ,Xn) 
j=2 

の原点における写像芽を指す．りを U上の 0にならない，各特異点qE均でfJ(q)E kerdfqを満

たすベクトル場とし，

入（0)=入，入（1)=>.',入(i)= d灼—1）（り） （2 ：：：：： i ：：：：： k) 

とする．ただし，入はfの符号付き体積密度関数である．この時，fの AK+1特異点pに対して，p

を含む近傍u上で
入(p)= >.'(p) =... =入(k-l)(p)= 0,入（k)ヂ0

が成り立ち，かつ coo級写像（入，x，・・・，入(k-1)): U→氏のヤコビ行列の階数がpでKとなる
([19, Corollary 2.5]). また， c1nu=  {p Eu  I(入,X)(p)= (0,0)}と表すことが出来る．よって，

ゃ＝（入，X): U→ R2とすると， CtnU = cp―1 ((0, 0))となる．いま，任意のpE cp―1 ((0, 0))に
対して，pは AK+1特異点と右左同値であるので，ゃのヤコビ行列の階数は 2となる．すなわち，

(0, 0) E R2は¢の正則値となる．したがって， C!は功内の超曲面となる．ょって，沢＝ C!と

すると，fは許容的なフロンタルとなる．

例として， R3から R4への A3特異点の写像f:R3→ R4, 

J(t, x, y) = (4t5 + t2x + 2tザ，5t4+ 2tx + 3t2y, x, y) 

の場合，均＝｛（t,-3ty -lOt凡y)E R3 I (t, y) ERり及び

Ct= {(t, -3ty -lOt叫y)E功|y= -10柱｝

= { (t, 20t3, -10t2) E功|tER} 

となり，fは許容的なフロンタルとなる（図 1参照）．
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図 1:A3特異点の写像の特異点集合均（黄色の曲面）と第 2種特異点の集合CJ（青い曲線）の図．

CJが功内の正則曲線であるため，fは許容的なフロンタルである（定義 2.5,例 2.6).

図2:R3内の許容的なフロンタルの像，赤色の曲線は特異点集合の像を表す（定義 2.5).

2.2 絶対全曲率

ここではLipschitz-Killing曲率の定義を紹介し，許容的なフロンタルに対して絶対全曲率を定

める（定義 2.9).

ベクトルU,VE Rn+rに対し， U・Vで標準的な内積を表す．また， U のノルムを llull=《i五

で表す．各pEMnに対し BP={ v E II_1_(p) I llvll = 1}と表し，fの単位法ベクトル束Bを

B=  LJ Bp 
pEMn 

で定める． Bの滑らかな切断をfの単位法ベクトル場と呼ぶ． Nをfの単位法ベクトル場とする．

この時，正則点集合M贔上で次のワインガルテンの公式が成り立つ．

DxN = -df(ANX) + D支N.

ただし， X をMn上の任意のベクトル場， DをRn+rの標準的な接続， D上を法接続， ANを

Nに関する型作用素とする． Bregを Breg:= upEM晶凡によって定める．（p，l)E Bregに対し，
Lipschitz-Killing曲率G(p，l)を

G(p,l) = <let A€ 

で定める．
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Mnの局所座標系 (U叫1，・・・，叫）に対し，

dV=入du1I¥ • • • I¥ dun, dV =|入|du1I¥ • • • I¥ dun 

をそれぞれfの符号付き体積要素，（符号無し）体積要素と呼ぶ．この時， dVは局所座標(u1,..・，即）

と IIJ_の向きに同調した正規直交枠 {Eぃ ••,Er} の取り方に依らない．また， dV は Mn の向き

に同調した局所座標 (u1，・・・，即）の取り方，及びIIJ_の向きに同調した正規直交枠{E1，・・・，凪｝

の取り方に依らない．また，血を Bの各ファイバー上の体積要素とし， Bの符号付き体積要素

如，（符号無し）体積要素 dμBをそれぞれ

d知＝ dVI¥ dcr, dμB = dV八dび

によって定める．

滑らかな写像

v:B→ sn+r-1; (p，t)→ t 

をfの標準的ガウス写像と呼ぶ．

命題 2.7 ([26, Proposition 2.5]). dμsn十r-1をsn+r-1の体積要素とする．この時，標準的ガウス

写像vによる dμ岳＋口の引き戻しを v*dμ8n+r-1と表す． Breg上で以下が成り立つ．

v*dμsn+r-1 = (-l)nG(p，函）d知

したがって， GをBreg上で定義されるLipschitz-Killing曲率とするとき，命題2.7より G(p,0dμB

は特異点集合を越えてB全体で定義されるなめらかな (n+r-l)次微分形式を定める．したがっ

て，次の系が得られる．

系 2.8([26, Corollary 2.6]). IG(p,t)I dμBはB上の連続な (n+ r -l)次微分形式である．

今後， Mnを向き付けられたコンパクトなn次元多様体，f:Mn→Rn+rは許容的なフロンタル

であるとし， IIをfのgeneralizedGauss mapとする．この時，fの特異点はすべて非退化であるた

め，特異点集合均はMn内の超曲面となる．］をfの均への制限とする．fi：功→ぶ(n-l,n+r) 

を

且(p):= (df)p(TpMn) (p E均）

と定める．この時，pは非退化特異点であるため，補題2.3より dJ汎九Mn)は(n-1)次元部分空
聞になることに注意する．fiは］のgeneralizedGauss mapとなるので，f：均→ Rn+rは余向

き付け可能なフロンタルとなる．『の単位法束，標準的ガウス写像， Lipschitz-Killing曲率をそれ

ぞれf3,v,Gとおく．

定義 2.9([26]). Mnをコンパクトかつ向き付け可能なn次元多様体とし，f:Mn→ Rn十勺ま余向

き付け可能かつ許容的なフロンタルであるとする．この時，絶対全曲率r(M凡f)を次のように定

める．

r(M叫f)= vol(S]サー1)L IG(p,t)ldμB +~ls IG(q,r,)ldμB 

命題2.7より，絶対全曲率r(M,f)は

r(M叫f)= ~(vol(v(B)) + vol(v(B))) 
vol(Sn+r-1) 
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と表される．ただし， vol(v(B))及びvol(D(B))はそれぞれ像v(B)及びv(B)のsn+r-1での体積

を表す。

もし正則点集合上の絶対全曲率のみを考えた場合，それは次の例2.10のように非自明な下限を

持たない．

例 2.10.正の実数Kに対し，写像fK: Sn →Rn+1を

fk(x1, • • • Xn,知＋1)=(xi,・・・ Xn, kx~+l) ((xi,・・・咋，知＋1)E Sn C Rn+l). 

によって定める．この時，fKは許容的なフロンタルである．また，

1 J 6vol(Sn-1) 7[/2 k| cos(t)| 12kvol(Sn-1) 

vol(S門 ~IGld邸＝ vol(Sn) J-7[/2 (1 + (ksint)2/4)デ dt< vol(Sり'
という不等式が成り立つ．よって， c>Oに対し，正の実数kをk< Evol(S門／（12vol(sn-l))を

満たすようにとれば，正則点集合上の絶対全曲率 vollsn)f叫G(p,~)IdμBはe未満となる．

内
図3:n = 2, K = 2/3の場合のfkの図（例 2.10).

3 主結果

フロンタルに対する Chern-Lashof型定理として，次の定理Iを得た．

定理 I([26]). Mnをコンパクトかつ向き付け可能なn次元多様体とし，f:Mn→Rn+rしま余向
き付け可能かつ許容的なフロンタルであるとする．この時，以下が成り立つ．

(1) biを Mり）i次ベッチ数とする (O~ i ~n). この時，絶対全曲率 T(M凡f)に対して以下が

成り立つ．

T(M叫f)~ど bi(M門．
i=O 

(2)絶対全曲率T(M凡f)が3未満ならば， M門まn次元単位球面炉と位相同型となる．

(3)絶対全曲率T(M凡f)が2に等しいならば，像f(Mn)はRn+r内のn次元アファイン部分空

間に含まれる．

Chern-Lashofの定理（事実1.1)と比べて，定理Iはフロンタルの像が(n+1)次元アファイン

部分空間に含まれることまでしか主張できていない．しかし，特異点について条件を加えること

で次の定理IIを得られる．
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定理 II([26]). Mnをコンパクトかつ向き付け可能なn次元多様体とし，f:Mn→Rn+rを余向
き付け可能なフロンタルであるとする．特異点集合~fが空でなく，かつ特異点が全て第 1 種特異

点であるとする．この時， T(M凡f)= 2であることと，次の三つの条件が同時に成り立つことは
同値となる．

(a) fの像f(Mn)はn次元アファイン部分空間に含まれる閉凸体となる，

(b) M門ま炉と同相であり，均はsn-1と同相である，

(c)特異点集合の像f（均）はJ(M門の境界と一致する．

Chern-Lashofの定理（事実1.1)の場合，最小全曲率をもつはめ込みfの像f(Mn)は(n+l)次

元アファイン部分空間に含まれたが，定理IIの場合，最小全曲率をもつフロンタルfの像f(M門

はn次元アファイン部分空間に含まれることに注意する．

次の例3.1は絶対全曲率が2かつ定理IIの仮定を満たすフロンタルである．

例 3.1.写像f:sn→ Rn+1を

f(x1,・・・,xn,咋＋1)= (x1,...'Xn, 0) ((x1,...'Xn+1) E sn C Rn+l) 

によって定める．この時，fの特異点は全て第一種特異点となる．特異点集合は (n-1)次元単位

球面{(xi,・・・,Xn心n+l)E sn I Xn+1 = 0}となる．また，像f(Sn)はn次元単位閉球となるので，
正則点集合上の絶対全曲率は0となる．一方，特異点集合上の絶対全曲率は2となるので，fの絶

対全曲率は2となる．さらに，像J(sn)は閉凸体となり，特異点集合の像f（均J)はその境界と一

致する．

4 n = 1, 2の場合

4.1 n = lの場合

図4：杞内のJ(Sりの図（例 3.1).

n=lの場合，すなわち 1次元フロンタル1について考える．ァのパラメータtに対し，＇はtに
d 

よる微分ーを表すこととする．
dt 

フロンタルr:R→Rr+lに対してある正の実数£が存在し， 1(t+ £) = 1(t) (t E R)が成り
立つならば1を閉フロンタルと呼ぶ．また，fで最小のものを周期と呼ぶ．パラメータを定数倍す

ることで周期を 27rとすることができるので，今後は閉フロンタルァの周期を 27rとする．この時，
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閉フロンタルァの定義域を S1= R/枷 Zとみなすことができる．フロンタル7の正則点集合上

で，曲率関数 Kを

✓||,"(t)ll2l l,'(t)ll2 -(,"(t).,'(t))2 
t,,(t) := ~ 

によって定める． n=lの場合，フロンタル1は第2種特異点を持たない．したがって，フロンタ

ルァが許容的であることと， 1が非退化特異点のみをもつことは同値となる．よって，許容的なフ

ロンタルの特異点集合は離散集合となる．

閉フロンタル1:S1→ Rr+1の特異点が全て非退化であるならば，絶対全曲率を定めることが

できる．絶対全曲率は，曲率関数 kを用いて表すことができる．

命題 4.1([26]).特異点が全て非退化である閉フロンタル1: S1 → Rr+lに対し，次の式が成り

立つ．

T(S1,,) = ~ fs1 ~ds+#比・
11" J 51 

閉フロンタルの絶対全曲率に対し，次の系4.2が成り立つ．

系 4.2([26]).特異点が全て非退化である閉フロンタル1: S1 → Rr+lに対し，次の式が成り立つ．

~ ls1 ~ds +#江~ 2. 
11" J 51 

さらに，もし特異点集合均が空でないならば，絶対全曲率が 2 であることと，＃~f = 2かつ像

ァ(Sりが線分となることは同値となる．

もし特異点集合均が空ならば，つまり 1が正則曲線ならば，系4.2はFenchelの定理と同値に

なる．また，特異点が全て非退化であるならば， 1が余向き付け可能であることと＃E戸が偶数で

あることは同値となる．したがって，特異点集合どりが空でないとすると，＃X7〉2となる．余

向き付け不可能な場合の 1次元フロンタルの絶対全曲率については，［10]にて調べられている．

4.2 n = 2の場合

この節ではKossowski-Scherfner[13]の結果と比較するため， R3内の 2次元フロンタルについ

て考える．

正則点集合が桐密な滑らかな写像f: M2 →祀が（余向き付け可能な）フロンタルであること

の必要十分条件は，ある滑らかな写像N:M2→炉が存在し，

嶋(X)• N(p) = 0 (p E M2, XE  Tp記）

を満たす事である．さらに，f： M2 →炉が波面であるとは，£ := (f,N): M2→ R3x炉がは

め込みとなることを指す． n=2の場合，フロンタルf:M2→ R3の特異点が全て非退化である

ならば，特異点集合均はM2内の正則曲線となる．よって，特異点が全て非退化なフロンタルf

が許容的であることと，第2種特異点の集合C！が離散集合であることは同値である．

Kossowskiと Scherfnerは波面に対して次の Chern-Lashof型定理を得た．

事実 4.3([13]). M2を向き付け可能かつコンパクトな 2次元多様体，f:M2→ R3を特異点が

全て非退化かつ第2種特異点の集合が離散集合であるような余向き付け可能な波面であるとする．

この時，

JM2  IKI dV + 21均K,dS~ 21r(2 + 2g(Mり）
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が成り立つ．ただし， Kはfのガウス曲率， Kはf（均）の曲率関数， dsは弧長測度，g(Mりを

M2の種数とする．

炉内の2次元フロンタルの絶対全曲率に対し，次の系4.4が成り立つ．

系 4.4([26]). M2を向き付け可能かつコンパクトな2次元多様体，f:M2→R3を特異点が全て
非退化かつ第2種特異点の集合が離散集合であるような余向き付け可能なフロンタルであるとす

る． この時，

JM2  IKldV +21均 Kds;=:,: 21r(2 + 2g(Mり）
が成り立っ．ただし， Kはfのガウス曲率， Kはf（均）の曲率関数， dsは弧長測度，g(Mりを

記の種数とする．特に，

JM2  IKI dV + 2 i, Kds;::,: 41r (4.1) 
切

が成り立つ．さらに，特異点集合均が空でなく，すべて第1種であるとする．この時，（4.1)の

等号が成りたつならば， M2は2次元球面と位相同型となり，像f(Mりは庄内の平面に含まれ

る閉凸体となる．

系4.4は事実4.3のフロンタルヘの拡張である．最小の絶対全曲率をもつフロンタルは波面では

ないため，フロンタルヘの拡張が絶対全曲率の最小性と凸性との関連を明らかにするのに不可欠

である．
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