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1 はじめに

多変数多項式環を零次元イデアルで割った剰余環は有限次元ベクトル空間である．剰余環における剰余

類によって引き起こされる写像（倍写像）は線型写像であり，その表現行列の固有値から連立代数方程式の

解を求める方法は固有値法と呼ばれ，多くの研究がなされている ([1]-[6],[8], [12]).また，固有値法を用い

た準素イデアル分解の算法が提案されている［7].

我々はこれまでに，行列の最小消去多項式や最小消去多項式候補を用いて，固有空間，一般固有空間，ス

ペクトル分解等を効率的に行うアルゴリズムを提案した．（［10],[11], [13]-[23]).特に論文［11]では一般固

有空間を構成するアルゴリズムを提案した．我々の手法では代数拡大体での計算を用いないため効率的で

ある．そこで，我々の方法を固有値法に適用することで，準素イデアル分解に対して新たなアプローチを

行っていきたい．本稿では，特に零次元根基イデアルの素イデアル分解について考える．
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2 行列Aの固有空間とkerJ(A)のJordan-Krylov基底

本節では，我々が先に書いた論文［11]から，与えられた行列Aの固有空間と kerf(A)の関係について

復習する．なお，論文［11]では一般固有空間の構成について述べられているが，本稿ではそのうち固有空

間の構成のみを扱うことに注意する．

体keCを計算可能な部分体とする．行列AをK上のn次正方行列， Eをn次単位行列とし， aEC

をAの固有値とする．冗i（入） EK［入］をAの最小多項式とし， VA(a)= {u E en I (A-aE)u = 0}をaに

附随する Aの固有空間とする．f（入） EK［入］を aのモニックな定義多項式とする．対称多項式町(μ，入）を

次で定義する．
f(μ) -f（入）

町(μ，入）＝ EK[μ,>.]
µ—入

次が成り立つ．

補題 1([11, Lemma 1]) 

u E ker f(A)ならば巧(A,aE)f(A)uE V(o:). 

wEKnに対し， Krylov巡回部分空間LA(W)を次で定義する．

LA(w) = spanK {Akw I k = 0, l, 2,... } 

Aとf(A)が可換であることから， uE ker f(A)に対し， LA(u)C ker f(A)が成り立つ．

定理 2([11, Theorem 12]) 

ある Bc ker f(A)が存在して kerf(A) = Ef弘A(U)が成り立つ．
uEB 

定理 2のBをkerf(A)のJordan-Krylov基底という．

(1) 

u E ker f(A)に対し，応（入，u)= span,c｛巧（A，入E)u}とおく． degf= dとし，0:1,・,.,ad E (Cをf（入）

の根とする． PA(u)= PA(a1, U)EBPA(a2,u) 〶 •••EBPA(ad,u) とおく．補題 1 と定理 2 より， kerf(A)の

Jordan-Krylov基底がAの固有空間を与えることがわかる．

定理 3([11, Theorem 13]) 

複素数0:1,...'叩 ECをf（入）の根とする．このとき，以下が成り立つ．

1. u E ker f(A)ならば応(u)= C@K LA(u). 

2. Jordan-Krylov基底Bc ker f(A)に対し，gy応(a,b)は固有値aに附随する Aの固有空間を与える．
bEB 

3 零次元根基イデアルの剰余環の倍写像行列の同時固有分解

本節では，零次元根基イデアルの剰余環に対する固有値法について述べ，そこにおける倍写像行列の同時

固有分解について説明する．

允＝（互・・''Xn)とする． R=K[x]をK上の多項式環とし，JcRをRの零次元根基イデアルとする．
このとき R/IはK上の有限次元ベクトル空間である． B={b1,...,bm}をR/Iの某底とする．f(x)ER 

のR/Iにおける正規形はIのGrobner基底を用いて計算される．

多項式rERのR/Iにおける剰余類をまたrで表す．多項式rによって引き起こされる写像r:R/I 3 

h →rh ER/Iは線型写像である．ここで， b=t(b1,...,bm)に対し，写像rの行列表現を rb= Mrbで
定める．このとき，この写像の合成は可換である．すなわち ro s =so r.よって，行列表現Mr,Msに対
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し， M兄＝ MsMrが成り立つ．したがって，線形代数学でよく知られているように， Mr,Msによる同

時固有分解の理論が応用可能となる．いま， rb=Mrbにおいて，変数 X1,...,XnにpE V(I)の値を代入

する操作を r(p)b(p)= Mrb(p)と表す．このとき (Mr-r(p)E)b(p) = 0が成り立つ．すなわち， r(p)は行

列止の固有値であり， b(p)は r(p)に附随する固有ベクトルである．しかも，多項式 sERに対しても，

(Ms -s(p)E)b(p) = 0であるので， b(p)は止と Msの同時固有ベクトルであることがわかる．

複素数 a,0€C をそれぞれ Mr,Ms の固有値とし，多項式f（入），g（入） EK［入］をそれぞれ a,0 のモニック

な定義多項式とする． uE ker f(Mr)に対し， Pr(a,u)＝巧（Mr,aE)uはaに附随する Mrの固有ベクト

ルである．この固有ベクトルがMsとの同時固有ベクトルであったとすると，

(Ms -{3E)巧(Mr,aE)u= 0 

となる．この式を a=r(p)と/3= s(p)の関係式とみなすことができる．十分多くの表現行列を用いること

で，pEV(P)となる素イデアルPを求めることが期待できる．

予想 4

u E ker f (Mr) n ker g(Ms)かつ L叫 u)CL叫 u)と仮定する．このとき， Pr(a,U)はMrとMsの同時
固有ベクトルである．

予想 4の条件「uE ker f (Mr) n ker g(Ms)かつ L叫 u)C LMr(u)」を満たす Krylov巡回部分空間
LM厄）， LMr(u)を「同時Krylov巡回部分空間」と呼ぶ．予想4が正しければ， MrおよびMsに関する

同時Krylov巡回部分空間を求めることで，同時固有ベクトルを求めることが期待できる．

予想4に基づく計算手順をまとめたものをアルゴリズム 1に示す．単純な手順で同時Krylov巡同部分空

間が見つからない場合は，無作為に生成された多項式r(x1,...,Xn)を用いて同時Krylov巡回部分空間を

求めることで同時固有ベクトルを求める．

アルゴリズム 1（零次元根基イデアルの素イデアル分解）

Input:]の Grabner基底変数 V={xぃ．．．，Xn}

Output: P = Pi n P2 n • • • n A (P;:素イデアル）
1: B← (K[x]/1の基底）， M;← (Bに関する X;倍写像の表現行列）1>Grabner基底を使う，i=l,...,n

2: XM,（入） ←恥（入）叫1...f;,q,（入）叫qi I> Miの特性多項式

3: p←O ＞素イデアルのリスト

4: for j = (J.1,Jか．．．，J五）do[>1~ i < i'~ n, 1 ~ j; ~ q;, 1 ~ j: ~ q: 

5: 巧← （nker f;,j.(M;)のJordan-Krylov基底）， P＇← 0 
6: if Uj =J O andヨis.t. L叫国） cLM，（かforall i'=J i then 

7: V心） ←虹，j'(M;,x;E)uj 
8: P'←P'U {(M;,―x;,E)v;（凸）［k]lk=l,...,n} [>v[k]: vの第k成分

9: p'の関係式を簡約， P←PU {P'} 

10: else 

11: （ランダムな多項式rから決まる行列Mrを加えてアルゴリズム 1を再実行する）

12: end if 

13: end for 

14: return P 
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4 計算例

以下では，アルゴリズム 1による具体的な計算例を示す．以下の計算には数式処理システム Risa/Asirを

用いている．

例 1(Cyclic-3 [8, Example 3]) 

多項式環R=K[x,y,z]において， Iを以下の多項式で生成されるイデアルとする．

P1 = x + y + z, P2 = xy + yz + zx, p3 = xyz -1 

あらかじめ得られている Iの素イデアル分解は次の通りである．

I=〈y2+ y + 1, X + y + 1, Z - 1〉n〈z2+ Z + 1, X - 1, y + Z + 1〉n〈z2+ Z + 1, X + Z + 1, y -1〉

単項式順序を x>y>zとする全次数逆辞書式順序 (DegRevLex)とする．剰余環R/Iの基底Bは次の通

りである．

B = {yz2,yz,z,y,z, 1} 

倍写像の表現行列は6次正方行列である．倍写像行列Mx,My,Mzの同時囲有分解を求める． Mx,My,Mz

の特性多項式をぞれぞれ心（入），M（入），知（入）とすると，

知（入）＝Xy（入） ＝知（入） ＝ （炉＋入＋ 1戸（入— 1)2

である． h（入） ＝炉＋入＋1,f叫） ＝入— 1 とする．

ker fi(Mx) n ker fj(My) n ker fk(Mz) f= {O} (i,j, k E {1, 2})に含まれる Krylov巡回部分空間を求める．
（以下，叫kE ker fi(Mx) n ker fj(My) n ker fk(Mz)とする．）

1. ker fi(Mx)nker fi(My)nker h(Mz)う妬12= t(l, 1, 0, 1, 0, 0)とおくと， LMJum)= LM.(um)つ
L叫妬12)が成り立つ．妬12を用いて Mxの固有ベクトルを求めると

V112x（入） ＝虹(Mx,入E)妬12= t（入＋1，入＋ 1,1，入＋1,1, 1) 

を得る． V112x（入）がMyの固有値yおよびMzの固有値zに附随する固有ベクトルであることを用い

ると，以下の関係式を得る．

(My -yE)vmx(x) 

= t(-(x + l)y -x, -(x + l)y -x, -y -x -1, -(x + l)y -x, -y -x -1, -y -x -1) = 0, 

(Mz -zE)v112x(x) 

= t((x + 1)(1-z), (x+ 1)(1-z),-z+ 1, (x + 1)(1-z),-z + 1,-z+ 1) = 0. 

これに Mxの固有値xの定義多項式fl(x）＝丑＋x+lを加えてから関係式を整理すると，固有値

x,y,zに関する関係式として

{z-l,x+y+l，炉＋y+ 1} (2) 

を得る．

2. ker fi(Mx)nker h(My)nker fi(Mz)ぅU121=t(-1,0,-1,1,1,0)とおくと， LM,(u121)= LMy(u121)こ）
LM.(U121）が成り立つ． U121を用いて Mおの固有ベクトルを求めると

V121x（入） ＝鯰(Mx,入E)u121=t(—入，一 1, —入— 1，入＋ 1，入，1)
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を得る． V121x（入）がMyの固有値yおよびMzの固有値zに附随する固有ベクトルであることを用い

ると，以下の関係式を得る．

(My―yE)v121x(x) = t(x(y -1), y -l, (x + l)(y -1), (x + 1)(1 -y), x(l -y), -y + 1) = 0, 

(Mz -zE)v112x(x) = t(xz -1, z + x + l, (x + l)z + x, (-x -l)z -x, -xz + l, -z -x -l) = 0. 

これに Mおの固有値xの定義多項式fl(x）＝丑＋x+lを加えてから関係式を整理すると，固有値

x,y,zに関する関係式として

{y -1, -z -X + 1, z2 + Z + 1} (3) 

を得る．

3. ker h(Mx)nker fi(My)nker fi(Mz)う如11= t(-1, 0, 1, 1, 0, -1)とおくと， LMv(u211)= L叫 U211)つ
L叫叫1)が成り立つ． U211を用いて Myの固有ベクトルを求めると

V211y（入） ＝鯰(My,入E)如11 ＝パ—入，ー 1人入＋ 1,1, —入— 1)

を得る． V211y（入）がMxの固有値xおよびMzの同有値zに附随する固有ベクトルであることを用い

ると，以下の関係式を得る．

(Mx -xE)v211y(y) = t((x -l)y, x -1, (-x + l)y, (-x + l)(y + 1), -x + 1, (x -l)(y + 1)) = 0, 

(Mz -zE)v211y(Y) = t(yz -1, y + z + 1, -yz + 1, (-z -l)y -z, -y -z -1, (z + l)y + z) = 0. 

これに Mxの固有値xの定義多項式fl(x）＝丑＋x+lを加えてから方程式を整理すると，固有値

x,y,zに関する関係式として

{-y -z -1, -x + 1，召＋z+ 1} 

を得る．

上の計算結果 (2),(3), (4)より，イデアルIの素イデアル分解として

〈z-l,x+y+l，炉＋y+l〉n〈y-l, -z -X + l，召＋z+l〉n〈-y-z-l,-x + l，召＋z+l〉

を得る． I

例 2

多項式環R=K[x,y]において， Iを以下の多項式で生成されるイデアルとする．

Pl=企＋4(y-2)2 -4, P2 = {2x + (y -2) -2}{2x -(y + 2) -2} 

あらかじめ得られている Iの素イデアル分解は次の通りである．

I=〈17x2-32x + 12, 2x + y -4〉n〈17x2-96x + 140, -2x +y + 4〉

(4) 

単項式順序をy>xとする全次数逆辞書式順序 (DegRevLex)とする．剰余環R/Iの基底Bは次の通りで

ある．

B={xy,y,x,1} 



57

倍写像の表現行列は4次正方行列である．倍写像行列Mぉ，Myの同時固有分解を求める． M允，Myの特性多

項式をぞれぞれ心（入），Xy（入）とすると，

知（入）＝fx,1（入）fx,2（入），

Xy（入） ＝ fぃ（入）fy,2（入），

fx,1（入） ＝ （17入2-96入＋ 140),

Jy,1（入） ＝ （17入2-72入＋64),

fx,2（入） ＝ （17入2-32入＋ 12),

Jy,2（入） ＝ （17入2-56入＋64)

である． kerfx,;(Mx) n ker恥 (My)=J {O} (i,j E {1,2})に含まれる Krylov巡回部分空間を求める．

1. ker fx,1 (Mx) n ker fy,2(My) 3 U12 = t(o, -1, -2, 4)とおくと， L叫叩） CLM"(u12)が成り立つ．
U12を用いて的の固有ベクトルを求めると

V12y（入）＝心ぃ（My,入E)u12= t(-34, -17入十60,-34入＋ 128,68入— 192)

を得る． V12y（入）がMxの固有値xに附随する固有ベクトルであることを用いると，以下の関係式を

得る．

(Mx -xE)v12y(Y) = t(-l7y + 34x -68, (17x -32)y-60x + 152, (34x -60)y -128x + 320, 

(-68x + 152)y + 192x -512) = 0. 

上の関係式を整理すると，固有値x,yに関する関係式として

{ -y + 2x -4, -17丑＋96x-140} 

を得る．

(5) 

2. ker fx,2(M叩 ker恥 (My)う虹＝t(o,1,-2,4)とおくと， LMx（四） C伍（四）が成り立つ．如1

を用いて鳩の固有ベクトルを求めると

V21y（入） ＝虹，1（MY9入E)如1= t(-34, 17入十 60,-34入＋ 128,68入— 320)

を得る． V21y（入）がMxの固有値xに附随する固有ベクトルであることを用いると，以下の関係式を

得る．

(Mx -xE)v21y(y) = t(l 7y + 34x -68, (-l 7x -32)y -60x + 152, 

(34x -60)y -128x + 192, (-68x + 152)y + 320x -512) = 0. 

上の関係式を整理すると，固有値x,yに関する関係式として

{y + 2x -4, 17x2 -32x + 12} 

を得る．

上の計算結果 (5),(6)より，イデアルIの素イデアル分解として

〈2x-y-4, -17企＋96x-140〉n〈2x+ y -4, 17x2 -32x + 12〉

を得る． I

例 3

多項式環R=K[x,y]において， Iを以下の多項式で生成されるイデアルとする．

Pl=丑-2, P2 = y2 -2 

(6) 
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あらかじめ得られている Iの素イデアル分解は次の通りである．

I=〈x2-2,-x+y〉n〈x2-2,-x-y〉

単項式順序をy>xとする全次数逆辞書式順序 (DegRevLex)とする．剰余環R/Iの基底Bは次の通りで

ある．

B={xy,y,x,1} 

倍写像の表現行列は4次正方行列である．倍写像行列Mx,Myの同時固有分解を求める． Mx,Myの特性多

項式をぞれぞれ心（入），M(入）とすると，

心（入）＝心（入） ＝ （入2-2)2 

である．この例では kerf1(Mx) n ker fi(My)ぅ u,かつ LMJu)c LM.(u)またはLM.(u)c LMJu)を
満たす uが（存在はするが）容易には見つからない．そこでr= 2y+xとおく． Mrの特性多項式をXr（入）

とすると，

Xr(入)= (炉-2)(炉-18)

である． h（入） ＝入2-2,h（入） ＝炉— 18 とする．

1. ker fi(Mr)う叫1= t(l,0,0,2)とおくと， LMx（如） ＝ L叫虹） ＝ L叫如） Cker Ji (Mx) n 
ker fi(My)が成り立つ．叫1を用いて Myの固有ベクトルを求めると

Vrly（入） ＝虹(My,>.E)叫1= t（入，2,2,2入）

を得る． Vrly（入）がMxの固有値xに附随する固有ベクトルであることを用いると，以下の関係式を

得る．

(Mx -xE)vr1y(Y) = t(-xy + 2, 2(x -y), 2(x -y), -2(xy -2) = 0. 

上の関係式を整理すると，固有値x,yに関する関係式として

{x-y,企-2} (7) 

を得る．

2. ker h(Mr)うU心＝パー1,0,0,2)とおくと， LMJu叫＝ LMy(Ur1) = LMr (Ur1) C ker Ji (Mx) n 
ker fi(My)が成り立つ． Ur2を用いて的の固有ベクトルを求めると

Vr2y（入） ＝虹(My,入E)ur2= t(—入， 2,-2,2入）

を得る． Vr2y（入）がMxの固有値xに附随する固有ベクトルであることを用いると，以下の関係式を

得る．

(Mx -xE)vr2y(Y) = t(xy + 2, -2(x + y), 2(x + y), -2(xy + 2)) = 0. 

上の関係式を整理すると，固有値x,yに関する関係式として

{x+y,x2 -2} 

を得る．

上の計算結果 (7),(8)より，イデアルIの素イデアル分解として

〈x-y,丑-2〉n〈x+y,丑-2〉

を得る． I

(8) 
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