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概要

非線形ホークス過程は自己励起性をモデル化する非マルコフ過程のモデルである．

本講演では，既出版の 4つの論文 (K.Kanazawa and D. Somette, Phys. Rev. Lett. 

2020; Phys. Rev. Research 2020; Phys. Rev. Lett. 2021; Phys. Rev. Research 2023) Iこ

基づき，場の理論を用いて本モデルを解析的に解く手法を報告した．具体的には，非

マルコフ過程を高次元のマルコフ過程（マルコフ確率偏微分方程式）に埋め込み，そ

れに対応するマスター方程式を導出する．最終的にはこのマスター方程式を解くこ

とで， 強度変数の定常分布を解析した．特に定常分布がベキ分布に漸近することに

精目し，そのべき指数を様々な非線形ホークス過程に対して分類して導出した．

1 マルコフ過程

確率過程は非常に有用な数学的道具であり，自然現象や社会現象を記述する際によく使

われている．確率過程で最も解析ツールが整備されているのはマルコフ過程である．マル

コフ過程とは，時間発展が現在の状態変数のみに依存するモデルであり，つまり過去の履

歴に強い依存性をもたない現象をモデル化できる．マルコフ過程の標準解法 [1]とは，次

の流れだと金澤は理解している：

・確率微分方程式の標準形に基づき，現象をモデル化する．
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・対応するマスター方程式＊1を導出する．

・マスター方程式の固有値問題を解くことで，知りたい統計量について解析する．

この手順について簡単に解説しよう．まず確率微分方程式には標準形があり，基本的に

ドリフト項・拡散項・ジャンプ項でダイナミクスが構成される．例えば， l変数系の確率

微分方程式なら
d勾
dt = -a（幻＋ b（幻・だ＋ €f(y|句 (1) 

という形になる．ここで a（it)はドリフト項，炉は白色ガウスノイズ， tr(y|ふ）は複合ポ
アソンノイズである．但し，入(y出）はれで条件付けした時の，ジャンプ幅yのイベント

が発生する強度関数である．

ところで確率微分方程式は確率変数のパスをモデル化するが，確率分布の時間発展を記

述するのがマスター方程式である．確率微分方程式に対応するマスター方程式が一意に決

まるが，統計物理学では解析計算のためにマスター方程式を優先的に扱うことが多い．何

故なら，マスター方程式は常に線型方程式になることがわかっているからだ．具体的には

確率分布Pt(X)の時間発展は

8Pt(x) 
= CPt(x) (2) at 
8 1 82 

CPt(x) :=―a(x)P心）＋ーザ(x)P心）
秋t28丑

00 +J dy［入（ylx-y)Pt(x -y) —入(y|m)P心）］ （3) 
00 

と書ける． ここで£は線形演算子であるため， この固有値問題

£卯(x)=―μ伽(x) (4) 

を解く事とマスター方程式を解析することは等価になる(μは固有値，¢μは固有関数）．

つまり，確率微分方程式を解くことは，関数空間での「線型代数」の問題を解くことに帰

着する．統計物理学では，この「線型代数」の問題をどうやって個別具体的に解くかが議

論の焦点になる．その意味で，マルコフ過程に関して標準的な解法は極めて明快に整理す

ることが出来る．

一方で，非マルコフ過程ではどうだろうか？このような標準的な解法は非マルコフ過程

では整備されていない．非マルコフ過程の確率微分方程式の標準形はなく，それに対応す

*1物理ではマスター方程式，もしくはフォッカープランク方程式などと呼ばれるが，分野によって呼び方は

異なる．コルモゴロフの前進方程式，微分形チャップマン・コルモゴロフ方程式などとも呼ばれる．
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るマスター方程式の標準形も存在しない．そこで金澤はこういった「標準的解法」を，非

マルコフ過程に対しても確立することを長期的な目標としてきた．本講演ではそのための

第一歩として，非線形ホークス過程に着目して上記のプログラムを適用した．

2 非線形ホークス過程

非線形ホークス過程 [2]は次のように定義される：非線形ホークス過程は点過程 (point

process)と呼ばれるクラスの確率過程であり，イベントの発生をモデル化する．イベント

が [t,t + dt)に発生する確率を入tdtと記述する．この入tを強度 (intensity) と呼ぶ．非
線形ホークス過程では，強度を次の式でモデル化する：

入t= g （合此(tーも）） (5) 

但し， gは非負関数， Mtは[O,t)での総イベント回数， iiはi番目のイベント時刻，払は
i番目のイベントの影響を表す確率変数（マークと呼ばれ，確率分布p(y)に従って独立同

分プに生成される）， hは記憶を表す関数である．

本モデルは過去のイベント発生時系列 {ii卜に依存して強度が時間発展するため，非マ

ルコフ過程の代表的なモデルである．歴史的には線型ホークス過程 [3,4, 5]が最初に提

案され，社会現象・地霙現象などの予測モデルとして使われてきた．更に非線形ホークス

過程が文献 [2]で提案され，経済現象等への応用 [6]が議論されている．しかし，非線形

ホークス過程は非マルコフ性と非線形性を兼ね備えるため，解析的な性質は特殊なケース

を除いて殆ど知られてこなかった．

3 本講演の目標

そこで本講演では，この非線形ホークス過程を解析的に解く手法を，我々の最近の論

文 [7,8, 9, 10]に従って報告した．具体的には非線形ホークス過程にマルコフ埋め込み法

を適用したマルコフ埋め込みとは，変数を必要な数だけ増やすことで非マルコフ過程を

高次元のマルコフ過程に変換する手法である．本研究では 1次元の非マルコフ過程を無限

次元の非マルコフ過程に変換した．具体的には， 1次元の場の確率過程を記述する確率偏

微分方程式に変換した．このマルコフ確率偏微分方程式に対応する場のマスター方程式を

導出した最後に，場のマスター方程式の固有値問題を解くことで，非線形ホークス過程

の強度定常分布の漸近形を調べた．結果，幅広い非線形ホークス過程では強度の定常分布
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はベキ分布に従うことが分かった．

本研究結果は，複雑系で遍く観測されるべき則を理解する上で有用だと期待される．ま

た，今後は非線形ホークス過程という具体例を超え，一般の非マルコフ過程を理解する標

準解法を開発することが重要だと考えている．
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