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非正整数点における多璽ゼータ値の帰納的計算について

大阪体育大学佐々木義卓
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1 序

複素変数si(i= 1, ... ,r)に対して，多重ゼータ関数は

(r(s1, ... , Sr):= L 
1 

n 
s, 

l<n1 <・・・<nr 1 
・・・n紆

R 

で定義され，
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(1.1) 

において絶対収束する ([5]).また，有理型関数としてer全体に解析接続され ([1],[10]), 

Sr = 1, Br-I+ Sr = 2, 1, 0, -2, -4, ... , 

どr-i+lE互 (j= 3, ... , r) 
i=l 

(1.2) 

に1位の極を持つことが知られている ([1]).1重ゼータ関数 (r= 1)はRiemannゼータ関

数((s)= Z:n;::1 n→であり， (1.1),(1.2)は，く(s)が恥s> 1で絶対収束し， s= 1に1位の極

を持つことに対応していることがわかる

救数論において Riem皿 nゼータ関数の整数点での特殊値は重要であったことから，多

重ゼータ関数の整数点での特殊値（多重ゼータ値）にも興味を抱くことは自然と言えるだ

ろう．本稿では，とりわけ非正整数点における多重ゼータ値を扱う．なぜ非正整数点に着

目するのかというと， (s1,---,sr)= (-k1, ... ,-kr) E Z~。が， (1.2) の条件を満たすため，

そもそもそこでの値を導入すること自体，問題がある対象だからである一般に，非正整

数点は多重ゼータ関数の不確定特異点（ただし， r=lおよびr= 2, 釘＋的＝ー1,-3,... 

は例外）であることが知られており ([1])'そこでの値は極限操作に依存して定まる．秋山・

江上・谷川 [1],秋山・谷川 [2]は，次のように極限操作を指定することで，初めて非正整
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数点における多重ゼータ値を導入し，それらの性質を多数示した．それぞれregularvalue, 

reverse value, central valueと呼ばれる：

(~eg(-k1, ... ,-kr) := lim・・・lim (r(s1, ... ,sr), (1.3a) 
s, → -k1 Sr→ -kr 

(;:-ev(-k1, ... ,-kr) := lim・・・lim (r(s1, ... ,sr), (1.3b) 
Sr→ -kr s1→ -k, 

ぷ—k1,... , -kr) := lim (r(-k1 + x, ... , -kr + x). (1.3c) 
X→O 

さらに，これらの自然な拡張として，次のような極限操作(coordinatewiselimit, directional 

limit)が，筆者 [7]や小森 [4]によって導入されている：

Pl Pr 
(r(-k1, ... ,-kr) := lim・・・lim (r(s1, ... ,sr), (1.4a) 

s, → -k1 s1→ -kr 
朽=r P;=l 

(r(-k1, ... , -kr) := lim (r(-k1 + X, ... , -kr + x). (1.4b) 
01 0r X→O 

ここで， (Pi,・・・,Pr)は1,... , rの順列であり， (0い...,0r) E er (Lら0;ヂ0,j = 1, ... , r) 
である．つまり， (1.4a)は(Pi,・・・,Pr)が示す順番にしたがって各変数の極限を考えており，

r r-1 1 
(r(-k1, -k2, ... , -kr) =〈feg(-k1,-k2, ... , -kふ
1 2 r 

(r(-k1, -k2, ... , -kr) =し~ev(-k1,-k2, ... , -kサ

である．一方， (1.4b)は方向ベクトル0= (01, ... , 0r)に沿った極限を考えており，

(r(-k1, -k2, ・ ・ ・, -kr) = (;'(-k1, -k2, ・ ・ ・, -kr) 
1 1 1 

である．

さて，これら非正整数点における多重ゼータ値は，どのように計算されるのであろうか？

例えば， (;'egとく;'evは次のような明示公式が与えられている（本稿で述べる主結果との関

係から，下記は [1],[2]の表記に若干変更を加えている）：

定理 1.1(秋山・江上・谷川 [1],秋山・谷川 [2]).非負整数k= (k1,••·,kr) E z;。に対
して，

k, 

(feg(-k) = L(-l)qい (kぷ悶(-k1,... , -kr-2, -kr-1 -kr + q), (1.5a) 
q=-1 
k1 

(;:ev(-k) = L bq+l(kぷ圧(-k1-k2 + q, -kふ..., -kr) (1.5b) 
q=-1 

＋く(-kぷ悶(-k2,... , -kr)-

ただし， bq(k):= ,¼i(k;1)Bq (BqはB1= -1/2のBernoulli数）．
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非常に簡潔かつ調和のとれた形で記述されていることがわかるだろう特に， r重ゼー

夕値が(r-1)重ゼータ値から導かれるという点に注意されたい．しかしながら，より一般

の(1.4)の計算方法は，定理1.1と比較すると非常に複雑と言える．本研究の目的は，まさ

にこの問題の解消であり，より具体的には種々の極限操作による非正整数点での多重ゼー

夕値に対して，定理1.1のように簡単な計算方法を与えることである本稿は，近年小野塚

によって与えられた非正整数点における多重ゼータ関数の漸近展開公式に着目すること

で，種々の極限操作による非正整数点での多重ゼータ値を定理1.1のように計算できるこ

とを述べるものである

2 小野塚の定理

小野塚 [6]は非正整数点における多重ゼータ関数の漸近挙動を与えている．ここでは，い

くつかの記号を導入して小野塚が得た漸近公式について述べる

非負整数u= (u1, ... , 叫），k=(k1,.. ,,kr)EZ;。に対して，も(u,k):= Lしi糾-ki-1),

U(k)•~{ u~(n,, ... , 叫） E Z';。
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および

尾(u,k,x),~{ ,,_'.';';i:'~,, 
1 

ifも(u,k)::::kj-l + 1 (2さjさr),

if j = 1 orも(u,k)~0 (2~j~r). 

また，

(x)n:={:(x-1) ... (x-n+l) n~l, 
n=O, 

とするこのとき，

定理 2.1(小野塚 [6]).複素数X= (x1,••·,xr) E (Cr は L~=jXiヂ0 (j = 1,2, ... ,r), 

江~1 I叫::;1 ;2, Ix;/ (巧+・・・+xr)I≪1((x1, ... , 叫）→ (0, ... , 0)) (1::; j ::; i::; r)を満
たすとする．このとき， k=(k1,... ,kr)EZ;。に対して，

r B 
(r(-k+x) = (-llrk』 L IT 巧低(u,k)-1)位 1比(u,k,x)+ LO(lx』) (2.1) 

uEU(k)j=l 叫 j=l 

((x1, ... , 叫）→ (0, ... ,0)). ただし， K。：=0とする．
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小野塚の定理の留意点をまとめておこう まず，右辺第 1項の u(EU(k))に渡る和

は， Kによってその範囲が定まる有限和である そして， uが各jに対しても(u,k)2:: 

kj-l + 1を満たすときに限って，極限(xい.., 年）→ (0, ... , 0)において不確定となる因子
“（巧＋・・・十ヰ）/(Xj-l +巧＋・・・＋叫）"が付加されるものとなっている．

さて，ここで小野塚の定理を不確定因子“（巧＋・・・十年）/(xj-l +巧＋・・・十年）”の観

点から再考してみよう． この因子を持つかどうかは uが条件も(u,k) 2:: ki-l + lを満
たすかどうかで分類できるその様子を正確に捉えるために，次の記号を導人してみる．

i = (i1, ... ,ir) E {•,O, lY, i0 := (•,i2, ... ,ir) (り E{0, 1}), I;:= {i0}とする．また， iに
対して，

U(k;i) ,~{ ll E "~"三:i:〗三〗,->+ I~ 〗二~: (! さj<: r)} 
として[

L IT B 巧叫k):= (い(u,k)ー 1)が
u! 

uEU(k;i) j=l J 

Ei(x) := IT Xj・十・・・十Xr
2芦5cr
Xた1+巧＋・..+xr 

··~1 J 

とおく．このとき，定理2.1は次のように表現できる：

定理 2.2((定理2.1の書き換え版））．定理2.1と同じ条件下で，

(r(-k+x) = L叫 k)Ei.(x)+ t O(lx』) (x→ 0). (2.2) 
i.EI; J=l 

具体例を計算してみよう：

例 2.3. (i) 1重ゼータ (r= 1) 

く(-k+ x) = a.(k) + O(lxl) 

であって，

a.(k) = (-ll ::~=く(-k). (2.3) 

(ii) 2重ゼータ (r= 2) 

麗 k1+ X1, 一朽＋叫＝句.,oi(k1,朽）＋位.,1i(k1,k心二+O(lx1I + I四I)

1. は不要ではないかというご指摘をいただきましたが，ここでは講演と同様に• を残した形でまとめて
おきます．
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であり， (1.3)における極限をとれば，

＜加(-k1,-k2) =釘●，o)(k1,灼），
＜斤(-k1,-k2) =叩.,o)(k1,灼）＋叩•,l)(k1,k2), 

1 
(f (-k1, -k2) = a(●，o)(k1, 灼）＋閃•,l)(k1, k2) 

を得る．ここで，各係数aは以下で与えられる：

松十1

叫 o)(k1,柄）＝（ー1)国！区匹区 Bu,(U2 -k2 -2)k1, (2.4) 
u砂 u廿u2=0 u1::0: 〇，
u1 +u2=k1 +k2+2 

叫 1)(kぃ朽）＝（ーl)k丸！秘！
Bk叶朽+2

(k1 +朽+2)!' 
(2.5) 

上の具体例からもわかるように，極限操作の影響を受けるのは，不確定因子E;.(x)の部

分のみであり，非正整数点での多重ゼータ値を求める上で本質的な部分は，各係数a;.(k)

であることがわかる．では，このa;.(k)は簡単に計算できるだろうか？上記の (2.4)は計

算できそうであるが，一般には (U1,... , Ur) E z;。の複雑な多爪和を計算することになり，
人力では限界がありそうな雰囲気である．本稿の主定理は，この a;.(k)が(1.5)のように

帰納的に計算できるだけでなく，ある種の対称性を有し，調和の取れた対象であることを

示すものである．

3 主定理

主定理を簡潔に述べるために，次の記号を導入する.k = (k1 , ... , kr)に対して， k:= 

(kri ...'柘），

k1 := (k1, ... , k1), k1 := (k1+1, ... , kr) (1 :S l'.Sr -1), 

屈：= (k;+1, k;+2, ... , 柘） (i < j) 

とし， {a}1:= (~)とする．このとき， i. = (●，{1}ぃ{O}r-1-1)に対するぽ(k)は次の

l 

ように計算される：

定理 3.1(佐々 木 [8]).非負整数k=(k1,.. ,,kr)EZ~。とする．

(i) 0さl:Sr-2に対して，

k, 

叫 {l}z,{O}r-1-zl(k) = L (一 l)qbq+l(kr)a(•,{l}i,{0},-2_1)(kr-2,kr-l + kr -q). (3.1) 
q=-l 
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(ii) 2 :':'.: lさr-1に対して，

k1 

叫，{1}ぃ{O}r-1-!)(k)= L鯰(kリ叩•,{lh-1,{0}r-l-!)(柘十島一 q,kり. (3.2) 
q=-1 

係数 O'.(• , {1}ぃ{O}r-1-!)(k) の 2 通りの帰納的明示式を述べたが，これらの違い，特性につい
てまとめておこう前者の (3.1)は， a;.(k)のi.に1の並びは無くてもよいが， 0が少な

くとも 1つ含まれているときに限って有効である．一方，後者の (3.2)はi.に1が少なく

とも 1つ含まれているときに限って有効であり， 0の並びが無くても成立するものとなっ

ている．したがって， (3.1),(3.2)は，それぞれ釘●，{O}r-l)(k),O'.(●，{l}r-1) (k)の場合を含めた

叫 {l}i,{O}r-1-zl(k)型の帰納的な計算方法を述べているわけであるただし，初期値は (2.3),

(2.5)である

さて，上定理で扱っていない i.= (●，{1}ぃ{O}r-1-l)以外の場合はどうだろうか？次に
述べる定理は，どのa;.(k)も定理3.1の場合に帰着されることを述べている．つまり，種々

の極限操作による非正賭数点での多重ゼータ値は，本質的に定理3.1を用いて計算可能と

いうことになる：

定理 3.2(佐々 木 [8]).k = (kい・.., kr) E z;。に対して，

叫，i2,... ,iz-1,0,l,i1+2,---,ir) (k) = 叩• ,i2,... ,iz-1, ●，l,i1+2,-・・ぃ(k)

＝叩•,i2,…，iz_,) (k1-1)ac•,l,i1+2, …，ir) (k1-1). 

上記2つの定理は， 1:の元で， i.= (●，{1 h, {O}r-1-1) (l = 0, 1, ... , r -1)型のものが本
質的であることを述べているので，これらを原始的と呼んでも差し支えないだろう．本節

の最後に，原始的な i.に対する句•(k)の対称性についても触れておこう．

定理 3.3(佐々 木 [8]).非負整数k=(k1,---,kr)EZ;。に対して，

叫 {l}z,{O}r-1-l)(k) = (-1)wt(k)伍•,{l}r-l,{O}z-1) (k)• 

これは， indexk とその逆順index反の関係を述べているわけだが，そのとき(•,{1}1, {Oh-1-1) 
における rとr-lの入れ替えが伴うことにも注意されたい．

4 Regular, reverse, centralおよびその他

小野塚の定理より， regular,reverse, central valueは次で与えられる：

定理 4.1.

(~eg(-k) = O!(e,{O}r-1) (k), 

(~ev(-k) = L叩 (k),
i0EI; 

(;?(-k) =区叫k)E(l).
i0EI; 

(4.la) 

(4.lb) 

(4.lc) 
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ただし， 1=(~立•
r 

注意 4.2.上の (4.la)は，式(1.5a)と(3.1)が全く同じ形をしており，さらに初期値a.(k)= 
く(-k)であることからも確認することができる．

定理4.1の理解を深めるために， 3重ゼータ ('r= 3)の場合を具体的に書き下してみよう：

例 4.3(3重ゼータ ('r= 3)の場合）．小野塚の定理より，

<孔-k1+xぃー柄十X2,ー島＋知）
X3 

＝叩■,o,oJ(k1, k2, 島） +ar●，o,1J(k1, k2, 島）
砂十X3

四十X3 X3 
+ a(■,1,0J(k1, kぁ島） +ar●，1,1J(k1, k2, 島）

X1 +砂＋巧 X1 +砂十X3

+ O(lx1I + I巧 l+lx叶）

であり， (1.3)における極限をとれば，

心 (-k1,-k2, ー島） = a(■,o,o)(k1, kぁ島），
（野(-k1,-k2, ー島） = O:(■,o,o)(k1, k2, 島） + O:(■,o,1J(k1, k2, 島）

+ ar.,1,0J(k1, k2, 島）＋叩.,1,1J(k1, k2, 島），

1 
ば(-k1,-k2, ー島）＝釘●，o,o)(k1,kぁ島）＋別■,o,1J(k1,k2, k砂

2 1 
+ -ar.,1,0J(k1, k2, 島)+ -ar.,1,1J(k1, k2, 島）
3 3 

を得る．ここで，定理3.2より，

叫，o,1J(k1,k2, 島） = a.(k1)a(●，1J(k2, 柘）

であることに注意する．

(4.2) 

小野塚の定理は(1.4)の極限操作に限らず，様々な極限操作に対しても有効である．その

具体例として，小野塚 [6]は次のような極限値を計算している：

これは一般に，

lim〈 2 
1 

3x,x,x =--. 
の→0
（）  

3 

lim (a -k1 + x2, -
X→O 

朽十x,ー島十x)

＝叩.,o,o)(k1, k2, 島）＋別.,0,1)(k1, k2, 島）

1 
＋叫1,0)(k1, k2, 島）＋別.,1,1)(k1,k2, ka) 

(4.3) 

で与えられ，心(k)を用いた表示だと，上記,rev,(fとどの程度違うのかも具体的にわか
ることに注意されたい．
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5 Central valueに関するremark

本稿の最後に，秋山等の centralvalueに関する考察について言及したい．秋山・江上・

谷川 [1]は， kE (2Z::::1Yに対して，

ば(-k)+ば（玉） =0, 

ば(-k)+〈f(コり =0
(5. la) 

(5.lb) 

が成り立つことを指摘している．では，この先はどうなっているのだろうか？第3節の定

理を応用すると，この 2式に加えて，

ば(-k)+ (f (玉）＝①-kぷ乳―kり， (5.2a) 

ば(-k)+ (f (耳）＝ば(-kぷf(-kり＋〈f(-k2)ば(-kり， (5.2b)

ば(-k)+ば（コり＝ば(-kぷf(-k4)+ (『(-k闊 (-kり (5.2c) 

+ (f (-k2)(f (-kりー (f(-k2)(f(-kえ）(f(-kり

を得ることができるこれなら，右辺の法則性がわかるだろう．実際にこの法則は一般の

場合でも成り立つ（ことを証明できるが，いくつかの記号を新たに導人するなどの煩わし

さから，ここでは割愛する．実は，対称多重ゼータ関数の非正整数点での特殊値と深い繋

がりがある）．また， (5.1)および(5.2)より， k= ({2k }r-2, kr-l, kr) E (2Z~1t に対して，

(;¥-k) + (;(玉） =0 

がわかる．これは，秋山等が(5.1)から予想した

(;(-2k, ... , -2k) l O (k E応）

（鎌野 [3],山崎 [9]によって証明された）をより精密に捉えたものと言えるだろう．
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