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本解説記事では，有限次元のスピングラス摸型に対する新たな解析手法を紹分する.新たな解

析手法といっても，核となる音E分は吉くよち知られたものである.ひとつは分配関数の対称性を
利用した双対性.そしてもうひとつは実空間繰号込み群である.これらをスピングラス模型の解

析でよく援われるレプリカ法とあわせた手法である，

双対性は，吉典スピン系の棺転移点を議密iこ求める手法として利用されてきた.一方で、相互作

舟にランダムさがあるスピングラス模型への適用をナイーヴに考える場合，いくつかの間題点が

ある.近年の繰り込み群を捷った議論により，それらの問題点を乗号越えてスピングラス模型に

おける臨界点を非常に精度よく導出できることが明らかになった.スピングラス摸型に対する双

対変換についての一連の研究についてラ壁史的な経韓と最新の結果を識り交ぜて，本解説記事で

は紹介する.

スピングラス模型には系のランダムさによるフラストレーションと呼ばれる幾何学的な構造か

ら生じる競合状態が発現するーそれに起習する現象を取り扱う基本的な模型とも言える.しかし

ながらその解析は主に平均場理論によるもので，有限次元の解析となるとお手上げ状態で、あった.

特に棺転移に関する系統的な理論となると，皆無である.このスピングラス模型は他の物理や境

界分野において構築された理論模型と対誌する部分も多々ある盆本解説記事では，デジタノレ情報

の読み出しの問題と有限次元スゼングラス摸型の対芯関係を一例として取り上げる.そして急速

に研究者の興味を集めている境界分野の与とつで、ある量子靖報理論におけるスどングラス模型の

役割についても紹介する.特にこの量子清報におけるある問題に関して，スピングラス模型の特

別なある臨界点の桂置を決定する事が重要であち，本解説記事にに登場する手法がその答えを導

いてくれる.

このように統計力学としての基本問題としてだけではなく，応屠酉からも重要であるスピング

ラスにおける棺転移の問題を中心iこ，有眼次元のスピングラスに対する新しい理論をこの解説記

事では紹介する盈
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1 序論

1.1 問題設定

スピングラスとはイ可か，磁性枠内iこ不純物が入り混乙った事による複雑な相互作用により現れ

る新たな秩序状態を指す.このスピングラスの研究の一番大きな瀬流辻，複雑な相互作用を模型化

して平均場理論を構築するところから始まったといえる.通常の磁性体とは異なった複雑な棺互

作用の効果を考慮、にいれた平均場理論を講築せざるを得なかった.しかしそこから始まった一連

の研究により，理論的にもスピングラスの性質が明らかにされて，実験に現れるいくつかの現象

を説明する事に成功していった，しかしそのスピングラスの平均場理論を越えて，真に現実の物

質に対応するような有恕次元系のスピングラスを解析的に理解しようとなると話は別であち.ど

うやら今のところ平均場理論により理解されたスピングラスの器質がそのまま受け継がれる訳で

もないようだ.ょうだと表現したのは，現在もなおその点について，手を変え品を変え議論がま

さに続いているからである [1ラ2].
そのようなスピングラスの有限次元での性震の理解に直接的に切り込むわけではなく，本解説

記事がまず問題として取り上げるのは非常に小さな問題である.

有寝次元のスピングラス模霊において，ある特間な語界点を求める.

なぜこのような問題iこ取り組むのか.まずスピングラス摸型を車り扱う系統的な解析手法は数

少ない.繰り込み群や現象論に基づいた解析は多くあるものの，より正確に模型から出発した素

朴な解析手法はない.そのため歴史的には有眼次元のスピングラス模型の研究というのは，数値
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計算に頼ってきた.逆に言えば，上記に挙げた些末な問題でさえも人類は岳らの手で答えること

が出来なかった.上記のように“特別な円と表現された臨界点では，スピングラス模型特有の対称

性があり，解析的に非常に性質がよい事も知られている.しかしそのような非営に性質がよい舞

台であっても，我々辻手に負えなかったのである.非営に小さい事柄で、あっても，こういうとこ

ろを切り口にしてスピングラス模型を敦り扱う解析的な理論を講築していこう.そういう理出で

上記の問題を主軸に置く.

しかし結果として手に入るd情報やその特別な臨界点を求めるために定式化された手法は，その

適用範囲を大きく広げて，小さい話題にすぎなかった枠から飛び、出す.ひとつの大きな発展は，特

別な鵠界点だ汁ではなく，有摂次元のスピングラス護型の椙境界全体の構造にまで言及できる解

析的手法である事が分かる.

1.2 スピングラス模型

具体的に取り組んでいく前に，覇11染みの薄い読者に対してもう少し有限次元のスピングラス模

型に対する背景を紹介しておこう.

まずスピングラスと呼ばれる対象についてで、あるが，磁性体合金に対する実験において観関さ

れた不思議な振る舞いの発見に端を発する.典型的な物質問として挙げられるのが， CuMnであ

りうー殻には貴金屠(Au，AgヲCu，Ptなど)に少量の遷移金属を (FeヲMn記ど)を謀ぜたものでスピ

ングラス特有の現象が観測できる.顕著に見られる現象のひとつとして挙げられるのは，帯磁率

のカスプや比熱の広いピークである.比熱を見ると相転移のようには見えないが，磁場に対する

応答で明らかな特異性が見られるという訳である [3J.

このスピングラス特有の現象は，少量の遷移金罵を混合する事に起因している.その少量の遷

移金属原子の中に馬在する電子スピンモーメント間の相互作用が，貴金属原子の中で複雑に方向

を向いた電子スピンモーメントを介して行われる.その結果として以下のような関数形を持った

複雑なRKKY(豆uderman-Kittel-Kasuya-Yosida)相互作用

T COS 2kFri'i 
a ー-
V~J - ~3 

. ~J 
(1) 

をするためにスピングラス特有の現象が生じることが明らかにされた [4，5，6].ここで九jという

ラベルは遷移金属原子の局在スピンモーメントを区別するために付した.そして Jijは局在スピン

モーメント簡の棺互作用を表す.また kFはフエノレミ波数で島り，rijがスピンモーメント聞の距

離をあらわす.このRKKY相互作用の特筆するべき特徴辻，距離によってその相互作用の符号を

変えるところである.

このような棺互作用をする電子スピンを摸型北することでスピングラス模型を構築することが

出来る.まず遷移金属の局在電子スピンを格子点上に配置する事による摸型住を考える.遷移金

属原子は少量だけ貴金属の中にランダムiこ桂置しているような状況を考えると，格子点におくス

ピンをランダムに配置して，そのスと。ン関にはRKKY相互作用があるものとして考えるのがもっ

ともらしい.しかし一般に長距離型棺互作男をする摸型の扱いは難しい.そこで符号を変えると

いう豆KKY相互作用の本質的な部分を取り出した上で，定距離棺互{乍患をするものとして近似す

る.その際にランダムに局在スピンが泣置している事を反映させるために相互作用の符号をラン

ダムにする.馬在スピンの向きが変化する速さと相互作舟の大きさや符号が変わる速さの違いを

考書、すると，後者は合金の中での原子記量による構造で決まるため，その速さは前者に比べて非

常に遅い.そのため棺互作用の大きさや特号を醤定した上で，局在スピンの状態の変化を考慮し

っUA斗44
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た解析をするヲエンチ型のランダム系を考える.逆に相互作用についても局在スピンと間程度の

速さで変化する撞議辻アニーん型のランダム系と呼ばれる.

このようにして模型化されたクエンチ型のスピンダラス模型を本解説記事では扱っていく.そ

の中でも一番素朴なIsingスピン変数を用いた，ランダムボンド型のIsing模型をまずは取り扱う

事にしよう.系のハミルトニアンは，

H = -L JijSiSj (2) 

(行)

で記述される.ここでSiは2誼の離散的な鐘士1を取る Ising変数である.格子点におかれた章子

スピンの最近接関のペアについて和を取る添え字。j)が空間構造をあらわす.有限次元のスピン
グラス模型というのは，電子スピンを配置する諮子点の部分について有限次元の空間構造を与え

ることを指す.そしてみjがRKKY相互作用と希釈された遷移金属の局在スピンの存在を反映し

たランダムな桔互作揺を表す結合定数である.もしも完全な強磁性体であれば，スピンの向きが

互いに描う額向があるために Jij= J> 0とすればよい.少し欠陥があれば，ランダムに Jij= 0 

となるように考えてもよいだろう.そのようま模型を示、ンド希釈型の模聖と呼ぶ.スピングラス

模型では，この Jijの部分に，適当な確率分布に従うランダムな変数を与えて解析していくこと

を考える.特に符号が変わる事で 強磁性相互倖用 (J> 0) と反強磁性相互作用 (J< 0)が
混在するように考えるところが重要である.例えばガウス分布や離散的な2値土Jを取る士J軍

の分布などである廻この混在こそが，豆KKY相互作用の内，スピングラスに本震的に効く要素で

あるという近訟を行って穫型化をしている.上記の模型は特にスピングラス模型の解析の道誌を

切り開いた基本的な模型として知られる.実際にこの模型を先駆的に解析した二人の名を冠して，

Edwards-Anderson模型とも呼ばれている [7].

1.3 相随

一番簡単な樹で，土J型の分布を考えた場合の棺留を吾tlにして，スゼングラス模型の様子を概観

してみよう.相互作用 Jijの強さは同じ大きさであり，特号Tijについてだけランダムな以下むよ

う主分者を考える.

P(Tij) = p8(Tij -1) + (1 -p)8(Tij + 1). (3) 

ここで p~ま強磁性相互作用的欝合を示す.すると容易に分かることはp → 1 の極隈では良く知ら

れた強磁性Ising模型，また逆の極限でp→ Gを考えると完全な反強議会性Ising模型に対応する事

がわかる.さて，ではOく pく 1の震域ではどうなるであろうか.段々と強磁性相互作用を減ら

して，反強磁性棺互作用の割合を増やしていくと，強磁性相を壊すように反強磁性タイプの秩序

を作る効果が現れる.そのため強磁性相を保つことが難しくなる.棺留で書き表すと，pの減少と

共に強磁性梧が低握部分へとその領域を変北させていく.(関口しかし反強磁性相互作用をさら

に導入していくと，強礎控相互作用との詞に競合状態が出来る.これをフラストレーシ三ンと呼

び，空間的な秩序は壊してしまうが二種類の相互搾用の競合によってスピンの向きが時間的には

変動しにくいグラス的な様棺を形成する [8ぅ9].これがスどングラス相である.高温では熱揺らぎ

が大きいためそのような秩芹状態を作る事は出来ないが，低温では強様性相同様に安定的な相と

して存在する.しかしその事が完全iこ分かっているのは平均場理論の範障でのみで、ある.脊隈次

元のスピングラス摸型の場合，罰 1にあるような祖国は大規模な数量計算の長年にわたる研究の

成果として得られたのだ.我々が議論するのは，この相図の講造を出来るだけ解析的に明らかに
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図 1:考えられている土JIsIng模型の相図.実線が椙境界を表す.FMは強磁性栢を表し， P立が嘗磁性

棺を表す.SGがスピングラス棺を表し，低温にわたって存在する.実隷は相境界である.破嫌が西森線を

表しており，多重臨界点は酉森線上の点で表されている.左傾iまリエントラント転移 (Pcヲ'==po)がある場

合.右長fjは紹境界が西森隷以下では垂誼 (Pc= po)になるとする場合である.

する事である.

これまでのスピングラス理論の中で，その問題iこ取ワ組んだ一例を挙げる.棺匿の構造を極め

て美しい形式の解析的な理論で，制摂したのが西森によるゲージ変換の方法である [10，11].ゲー

ジ対称性と呼ばれる罵所的な対祢性を利用した解析方法により，厳密にランダムボンド型のIsing

模型など広く一般的なスピングラス摸型の内部エネノレギーの値を計算する事が出来る.内蔀エネ

ノレギーだ、けで、はなく，比熱に関する上摂 また相関関数についても等式や不等式などいくつかの

厳密な関係を与える事が出来る.そのような特別なゲージ対称性の備わった部分空間の事を，西

森線と呼ぶ.函 1にあるように強磁性椙と宮磁性棺に渡って椙留を走っている曲畿の事である.こ

の酉森線上の桔転移点は，強議牲頼，常議会性相，及びスピングラス相を隔てる相境界の交点であ

る事から多重臨界点と呼ばれる.酉森隷上のゲージ対称性を利用した一連の成果により，一部の

スピングラス模型の柁留について以下のような厳しい制限が与えられた.

“酉森線より下舗でiま強磁性相とスピングラス棺(もしくは常磁性相〉の栢境界iま温度軸に平行

もしくはランダムネスが歩主主い額域へ入ザ込む‘"

しかしながら，ゲージ変換の方法でi土棺転移の位量がどこにあるかという定量的な疑問につ

いて答える事ができなかった.もしも定量的に幸自転移に関する情報を得る事が出来れば，数値計

算の結果のイ言態性について評粧する事が出来る.答を知らない問題なのだからその信頼度につい

ては厳しく評価する必要がある.またより実際的に数誼データから臨界現象の指標である臨界

指数を正確に見積もるために，正確な宇目転移点の{立置を知る事は大きな意味がある.スピングラ

ス模型の臨界指数については，いまだ決着を克ない未解決問題もある.そういった意味で，極め

て些細な問題で、あっても枯転移点を正確に求める事は，間接的iこスピングラスの理論的研究を前

進させていく役割があるのだ.

本解説記事では，前半部分としてその相転移点を求める理論について紹介したのちに，その手

法で得られた結果について述べる.せっかちな一部の読者のために結果として何が持られたのか

に
d4
 
4ム
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を以下iこ簡単に紹介しよう.

まず第一iこ，西森隷上での相転移点，多重臨界点の位置を穿常に良い精度で計算する事に成功

した.この多重龍界点の位置に詮自する理由辻，数檀許算による結果が非常に豊富であるために

ベンチマークテストとしての役割を果たすためである.そして第二に， 2次元のスピンク、ラス抱が

存在するかどうかについて，解析的に議論することが出来た.具捧的には， 2次元の正方格子等で

は，さき;まどの土J型のランダムさにおいて，p = 1/2のような対称的金分布をしている場合では

スピングラス相が有摂温変にわたって存在しない事がむかった.この事実は，すでに数笹計算で

検証された範盟内では知られていた事であるが，解析的にしっかりとした理論で示した例は存在

していない.

最後に，反強磁性相互作用を導入する事によって，強石室性ー常磁性転移温度が減少していくが，

その減少具合を濁る梧壊罪の頚きを鼓密に求める事iこ成功した.この問題は，棺図の構造そのも

のの興味という概面もあるが，ランダムさが謡界現象にどのように効果を及ぼすのかという摺題

にも重結している.特にこの相境界の傾きについては，厳暑解と称される既存の結果が存在する.

しかしそれを覆す事に成功した意味でも非常に大きい成果である.

些維な問題のようで非常立大きい彰響があることが判っていただけたで島ろうか3

2 有醍次元のスピングラス理論

2.1 フラストレーシ三ン

それでは，ここからスピングラス模型の性賓を少しずつ具体的に晃ていくことにしよう.スピ

ングラス模型の解析を難しくしているものであり，そして一番本質的な効果を与えているフラス

トレーションについて紹介する.

このフラストレーションと呼ばれる性質は，低誼でのスピングラス摸型の振る舞いに対して顕

著にその効果を生み出す.具体的な例として，図 2~こあiずるような正方格子上の 4つのスピン系を

考える.結合定数がJというように大きさは一様で、あるとして，符号だけ一様ではない，つまり

強磁性相互作用 (+J)と反強磁性相互作用 (-J)の両者が現れているとする.この小さな系で基底

状態を考えてみよう.まず点隷で表す反強磁性相互作用が奇数本存在する場合を考えてみる.ス

ピンの方向を間じ方向へとそろえようとする強磁性相互作用 (+J)と反平行に揃えようとする反強

磁性相互作用 (-J)の競合が起こり，必ずしも全てのベアに関してエネルギーを最小化したわけで

はない状態が基患状憲として現れる.さらにいくつかの結退した状態が現れる.この縮退した状

態というのが，通常のIsing模型に現れるような反転対称による縮退した状態ではないことが重要

である.偶数本の反強磁性相互作用の場合にはそのような競合状態と縮退は現れない.この格子

点から形成される基本居形内に反強磁性相互作患の数が奇数の持，フラストレーションが島ると

呼ぶ.そしてこのフラストレーションむ存在により，エネノレギーの低い状態において，いくつか

の縮退した状態が現れる.このフラストレーションが多数存在することによ号，低温におけるス

ピングラス模型の富由エネノレギーの構造が図3のような非常に複雑記多谷構造となると考えられ

る [12，13， 14， 15].通常の酸控体に克られるようえ主反転対幹性に関係した谷の構造ではないため

に，低温では強礎性棺とは異なる秩浮状態，スぜングラス相が現れる事を反映している.平均場

理論による理解では，沢山ある主主と谷の間には無限の高さの障壁がある事がスピングラス相の特

徴である.系がある谷に落ち込んで、しまうと抜け出すのに無謀の待聞が必要となる意味で，時間

3議輩たちに向けて言うと，筆者も萌究当初はそこまで意識はしていなかった.しかし研究がいくらか進むと自分の

立場をはっきりさせないと更には進め金くなる.必ず吉分の研究の役普請を瞳語、しながら日々蓮還してもらいたい a
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糾一一一日目幻
山一一一件
E=←2J E訟 -2J E= ~2J E = -2J 

tl 
E=-4J 

図 2:4つのボンドからなる系でのフラストレーションの様子.ひとつだけ反強磁性棺互作用を導入した場

合が上の囲.下の留は反強磁性相互作用が 2本あるとした場合.x印が什いているのが，局所的に励起し
ている (-JijSiSj= J)部分を表す.

f f 

事，ta主母 事tat，曜ま

国 3:自岳エネルギーの多谷構造.左積時には強磁性体の自由エネルギーの構造を，右{JI!jにはスどングラスの

平均場描畿による多谷構造をそれぞれ表す

的な秩序状態に入っていると考えられるのだ.このフラストレーションを定量的に表すには，Jij 

の符号部分 Tijだけを用いて，

f(O) = 日~。j)εc (4) 

として，基本毘形(例に挙げた密 2の場合は正方形〉の罵屈について符号の積を取ることにすれ

ば.よし¥

2.1.1 ゲージ対称世

さて本解説記事の問題となる多重臨界点が存在する部分空間に備わっているのがゲージ対称性

である.このゲージ対称性はフラストレーションと深く関わっている.両者の関係をここで明ら

かにしよう.ランダムボンド型の Ising模型のハミノレトニアン (2) を再び思い出そう.このハミ

ヴ
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ルトニアンは以下で定義されるゲージ変換について不変で、あることが知られている.

ijτーσ-σ-もJ'-/~VJ

Si → S山・

(5) 

(6) 

ここで 'Tijは相互作用の符号を指す.また円はスピン変数のように -1か十1のどちらかを取る量

である.容易に分かるようにσ?=1であるので，ハミルトニアン (2)がゲージ変換にたいして不

変であることが以下のように示されるー

HG  = -2: Jrij(Ti(TjSi(TiSjσj=H  
(ij) 

添え字にある Gがゲージ変換後の量を表している.この対称性は熱平均を考えた場合でも保たれ

る.ゲージ変換によって生み出される効果は，所詮和の顕番の入れ替えにしか過ぎない.そのた

めゲージ不変な量の熱平均は，もちろんゲージ変換に対して不変である.

しかし扱っているクエンチ型のランダム系を替数付ける Jijの分布関数には注意が必要である.

例えば土Jの2笹を取る場合は土JIsing模型と呼び，特にその符号に注目して 'Tijに対する分布

関数 (3)は，以下のように指数関数を用いて書き表すことが出来る.

ρKpTij 

P(可)= n ~ __1- T7 • (8) 
J/ 2 coshKp 

(7) 

ここでe-2Kp= (1 -p)jpと定義した.この士JIsing摸型の場合は，ゲージ変換によち以下のよ

うに変わる.

戸長了pTijσ4σj

PG(Jij) = ~ 
J/ 2∞shKp (9) 

ゲージ変換後の形は元の形とは異なるが，よく見てみるとランダムボンド聖心Ising模型における

最近接ペア間だけの局所前なBoltzmann因子exp(sJ'TijSiSj)と逆温震の部分だけが異なる格好

をしている.この性質をうまく使う事により，有隷次元のスピングラス模型の解析を行うことが

出来る.ーと記の考察の流れはガウス分布を用いる場合も間諜にして行うことができる.

2.1.2 フラストレーションとゲージ変換

式 (4)で定義したフラストレーション辻ゲージ変換に対して不変な量である事がすぐに示さ

れる

fG(O) = rrπjσ的 =f(O) 。j)εc 、もg
，J
A
U
 --

〆
e
t

‘、

ゲージ変換というのは，要するにスどンの向きの基準を一斉に各格子点で、変えたことに棺当する.

その向きの変化は各格子点で独立に考える.つまりゲージ変換は，熱平均を取る欝に考慮するよ

うなスピン変数の全ての組みあわせの掃での変換といえる a それに対してスピングラスという特

別な秩序状態，自由エネルギーの極小の谷の形成に一番強く関わっていると考えられるフラスト

レーションの影響を変えない.つまち与えられた{匂}のパターンごとに自由エネルギーの講造が

決まっているといえる.そこでフラストレーションと自由エネルギーの講造との関認をもう少し

見てみよう.
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具体的に考えるために土JIsing模型の場合について考えてみよう.定義どおり自由エネルギー

を考えると，評伍するべきは

一βF( { Tij }) = log Z (K; { Tij } ) 

である.ここで，分配関数Z(K; { Tij }) f主

Z(K;{対)=LII時 (KTijSiSj)
{Si} (ij) 

(11) 

(12) 

で与えられる.K=sJとして逆塩度と指互作用定数を笥単のため一緒にして扱う事にする.しか

しながら典型的会パターン {Tij}が与えられた自由エネルギーを評留する事が非常に難しいため，

{匂}についての平均，富E位平均を敢る事を考える.

-βF = [logZ(K; {ηj})lav." (13) 

ここで， [一"]前.は配位平均を表す.この平均値は熱力学的極限では典型的なパターンに対する自
串エネルギーと等留であることが知られている.これを昌己平均性と呼び，ランダムスピン系の

解析の礎となっている.さらに解析を挫し進めていこう.告由エネノレギーは，配位平均を行う事

に注意すると分布関数(討を利男して，以下のように書き表される.

-FF=ITek同 jlogZ(Kぅ{Tij})・ (14)
(2coshKp)NBムd

l' / {Tij} 

右辺に現れた量iこゲージ変換を適用する事を考える.分配関数はハミノレトニアンで記述されるた

めにゲージ変換に対して不変である事に注意すると，

一JβF=-;/凸 人人/¥九TR2:乞;eKι円内Tη4ぢ初"ijaw.戸《μσ町叩4伊町σ
{1ηij} 

を得る.そこでさらにゲージ変数{同}について両辺で和をとることを考えると，右辺に現れてい

る指数関数部分が局所的な BoltzmannlZl子と等価であることから，

-2NssF = -;凸人、凡r;;L Z(Kp， {ηj}) log Z(K， {Tij})ぅ
{Tij} 

となる.最終的に自由エネルギーは，

一βF=円九rh 1 v 、凡r;;L Z(Kp， {η加 ogZ(瓦 {Tij})， 
{γ.j} 

(16) 

(17) 

となる事がわかる.ここでKp=Kとすると p 了度S(x)三 - Exlogxというエントロピーの形

で自由エネルギーは書けることが分かる.右辺に現れる量Z(Kpj{Tij})は，ある富定された {Tij}

の分布に対しての分記関数であるという側面もあるが，一方でゲージ変換で移れる {Tij}の組み合

わせについての P(Tij)についての和であるという倒語もある.すなわちゲージ変換で寵係付けら

れる合計2N留に及ぶ {Tij}のパターンの出現確率を表している.これは即ちで格子上で同じフラ

ストレーション分布で表現される幾何学的パターンの出現確率とも考える事が出来て， 51IJの担点

での理解を与えてくれる.関数形と上記の事実からゲージ対称性を持つようなハミルトニアンを

持つスピングラス模型の自由エネルギーは，フラストレーションの分布のエントロピーで記述さ

-449-



大関真之

れると言うことがわかった.そしてここで指定した条件Kp=Kが西森線の条件式である.この

西森線上では同様のゲージ変換による計算により，有摂次元のスピングラス模型であっても厳密

な解析を行うことが出来る.詳しくは付録 A~こ譲るとして，例えば内部エネルギーの厳密解，比

熱の上限評価や幾つかの相模等式，不等式を示すことが出来る.一例として，以下の相関不等式

というものがある.

I{<SiSj)]釘 i三j[{σiO"j)1NLI. (18) 

左辺は任意の温度，在意のランダムさによるスピン間指関の熱平均十.. )，菌己{立平均[.. . ]av.を表

す.一方で右辺は同じランダムさを有する茜森線上でのスゼン間相関の熱平均と配位平均を表す.

同じランダムさがある場合に異なる温度での相関をスピンの向きのみで比較すると西森麓上が一

番揃うところであると，この不等式は示している.図1を縦に切って眺めてみるとよい.すなわち

酉森線上で強磁性棺であれ試，詑の彊度で強酸性格や常磁性棺，スピングラス相が許される.しか

し酉森線上で常様性格で、あったりスピングラス栂であれば，西森線以下では強磁性相は許されない

ということである，つまり上記の相関不等式から，任意の次元，格子で酉森線よりも下では，相境

界は垂置もしくは強磁性{1I1に入り込むリエントラント転移しか許されない事が示される [10ラ11].

相函の構造について任意の次元，任意の格子について言及する極めて強い制限で、ある.しかしな

がら残念な事に，相転移の場所がどこにあるかについては答えてくれないという問題もある.正

直言って欲張りな要求かもしれない.任意の次元で，任意の詩子で極めて一般的iこ，そして厳密

に証明できるという上記の関はスピングラスの問題に関しては皆無だったのだから.しかし本解

説記事では，特定の問題にせよ，その相転移の位置を決定できることを示す.

2.2 レプリカ法による解折

スピングラスの解析が通常の酸性体のものと異なる点辻，ランダムな相互作用の影響を配位平

均という操作で考える必要があるところだ.分配環数を計算するための処方護であるカノニカル

分布を用いた熱平均だけではないのだ.各{Tij}の配位に対して分配関数を計算して，対数を遺し
ての平均 (13) を取ることは一般には非常に難しい.そこで取られる戦略のひとつが，レプリカ

法と呼ばれる一連の操作である.対数関数に対する橿等式を利用して，以下のように閤題を置き

換える.

[zn(K; {匂})]机 -1
[logZ(K; {初 })im=ii円

一・ ー→u n 
(19) 

ここで現れる nをレプヲカ数と呼び，評イ匿をする際には自然数とする.具体的には，閉じ相互作

用の分布を持つね個のコピーされた系の分配関数 ({Si}(α=  1，'・・ぅn)からなるスピン系〉を評
価すると考えるべ図4)一連の評価を終えたら η → Gの解析接続を考嘉した極隈を取ち，自由エ

ネルギーの評倍とするのである.

このレプヲ方法を用いることによって平均場レベルでは穿 SherringtonとKirkpatrickらの先駆

的な研究[16]から始まり，細部に渡るまでスピングラスの性質を理解することに成功している.轄

に新規の概念として生まれたのがレプリカ対称性，その対称性の被れによるスピングラス相の分

類である.上記で紹介したようなし/プリカ法により，レプリカ数によって表現される擬似的な空間

方向が追加される [17ラ18ぅ19ラ20].強磁性相では実空間に渡り秩序が形成される.そこで以下のよ

うに定義される秩序パラメータ，磁化の立ち上がりが低温で見られることにより特徴付けられる.

m=去工島 (20) 
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正軍需 1

。出雲

互支泣き

国 4:土JIsing模型のレプリカ誌による有効スピン摸型.破繰が反強磁性相互作用を表し，実纏が強磁性

相互作用を表す.

一方，スピングラス相はレプリカ法で現れた擬似的な空間に渡る秩序によるもので特徴村けられ

る.異体的には以下で定義されるようなスピングラス秩序パラメータで特徴付けられる，

え
り
で

zs
 
fb ZZ
 

1

一N
(21) 

スピングラス相は空間的な秩序が崩れているので，強磁性秩序パラメータはm=Oである.しか

しスピングラス秩岸パラメータはOではない有限的優を持つということで特徴付けられる.素朴

にはレプヲカ対幹なSF=sfという状況が考えられるが，レプリカ法による擬似的な空間内部で
複雑な計量空間を伴った構造が発現することがある.Parisiによって提唱されたレプリカ対称性の

被れである [21，22ぅ23]. これらのレプヲカスぜン間の重なりと，その重なり方に見られる複雑な

構造の考察iこよって，平均場理論の範囲内ではスピングラス梧やそのスピングラス棺内での性質

を理解する事に成功している.

しかしながらこれらの平均場理論で、の理解が，有穣次元におけるスピングラス模型の性賞に通

用するかはいまだ解決を見ない難問である，レプリカ法によるスピングラスの撞橡が成り立つの

かすらも，いまだ結論を迎えていないのである.そのため有隈次元においてスピングラス摸型を

対象とした解析を行うには，スピングラス相そのものを即慶に扱うのは危険であろう.また平均

場理論の結果に対する印象に捕らわれた考えを以って進めて行くことも危険である.まずはスピ

ングラス模型の記こる相転移一殺をスピングラス相に関連すること以外で、あってもいいから，素

朴にひとつひとつ考えていこうというスタンスを取る.もちろん最終目標は有限次元におけるス

ピングラス模型の本質的な理解であるから，スピングラス特有の性質は少なからず取り入れた理

論を考えていこう.
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2.2.1 レプリ力法と有効土JIsing模型

実擦にまずは有譲次元のスピングラス模型においてレプリカ法を用いて 配位平均 (13)を少し

具体的に考えてみよう.有限次元で、あっても，一基本的操作には変更点はない.ここでも土JIsing 
摸型を例にして考えてみる.レプリカスピン{Sf}を用いて，分配関数を η乗したものは，

f n ) 

Zn(K;{巧が=I: II時~ KTij I: SfSj l (22) 

{Si}(ij) 1... α=1 ) 

で与えられる.そして更に {Tij}についての配位平均を考えてみると以下のような式を持る.

[Z(Kぅ{匂j})R]av.=九JV1Nロ三二IIeK:内むP{KTij 2二符Sj~ ロ3)
{匂}(ij) ¥.α=1  ) 

相互作用がボンド上で2体相互作居をするのみである場合，上記のようにポンド 1本当たりの局

所Boltzm出 ln因子に分解することが出来るJ先に配桂平均を取ってしまえば，ランダムさiこよ

る効果はこの局所Boltzmann国子に押し込めるととが出来る.実際に局所Boltzm組 n因子を評

価してみると，

'"""' K~. fι)  c俗 hl Kp + K L:~=1 SfSj) γ許可exp< Kroι--S?， S;f ~ = ¥ r ，--:<-<-'-. J J 
(2coshKp)全71Jtij

(24) 

となる.この中には強磁性模型で現れるような単純な格子点関の 2体調互作男ではなく，レプリ

カ数が異なるスピン間の相互作用も含まれている.この局所Boltzmann盟子によって表されるの

は，レプリ方法によってランダムさを考嘉したいわば有効土JIsing摸型である.実捺に考えてい

る空間次元に並んでいるだけでなく，レプリカ数に応じた分だけスどンが配列した有効的な古典

スピン系を考える必要があることがわかる.その点が 2次元以上の有摂次元のスゼングラスの解

析を困難にしている理由のひとつで、ある.

一般のレプリカ数nについて解析は非常に困難であるが， 2次元のn=lとη=2の自黙数の

レプヲカ数を持つ系であれば厳密解がある.まずレプリカ数が 1である場合，これは有効的iこは

2次元の強磁性のIsing模型で記述できる町ボンドの再揺が構っている場合と逆向きの場合の高所

Boltzmann国子の比を強磁性のIsing摸型の場合のものと対応させる事が可龍であるためだ.そこ

で2次元の正方棒子上での強磁性Ising摸型の臨界点についての最密解を用いれば，相境界を表す

関係式を得ることが出来る.同様にしてレプリカ数が 2である場合の分記関数は、有効的に 2次

元の Ashkin-Teller摸型の分記関数で記述できる事がわかる.Ashkin-Teller模型に対する既存の

結果を利用することで，やはり厳密に棺境界を描く事が出来る [24].

残念ながら，繰り返しにはなるが，一般のレプリカ数伐に関してはこのような最密解は脊在し

ない.レプリカ法を利用したとして，ランダムな相互作用を有効的に別の模型に移せたとしても，

その解析手法をさらに考える必要がある.

2.2.2 異なるレプワカ数間の襲保式

レプリカ法を単純に利用Lたからといって，存限次元のスピングラス摸型を解析する事は非常

に難しい.しかしながらゲージ変換を行う事で多少は非自明な靖報をレプリカ法による定式化か
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ら得ることが出来る.再び土JIsing摸型を例iこ挙げて，まず分配関数のn乗されたものの配桂平

均をされたものを考える.

1 
[Z(Kイナ~j})n]av. =九九nLY1NEZHek向 Z(Kぅ{Tij})九三み(KラKp). (25) 

{Tij} (ij) 

自由エネルギーをフラストレーションのエントロピーで書き換えたときのように，このレプリカ

法に現れる分配関数に対してゲージ変換とそのゲージ変数に対する和を取ると以下のような関孫

式を得ることが出来る.

1 r-"'¥ 

Zn(K， Kp) = C)No (C) ~~=h T/  ¥ ND ) ~ Z(Kp， {匂j})'Z(Kラ {Tij } ) n . (26) 
{7ミj}

すると異なるレプヲカ数ではあるものの，西森線上 (K= Kp)における Zn(KラKp)と非常にラン
ダムさが強い撞設である (Kp= O，p = 1/2)のZ俳 1(K， 0)が自明な係数を除いて等しいことが分
かる [24J.

2Ns(2 coshK)NB Zn(KぅK)= 2NB Zn+l(Kぅ0). (27) 

この結果は，ゲージ変換とレプヲカ法を用いただけであるので，任意のレプリカ数，次元，格子

において成立する.ここでは具体例として土JIsing棲型を尼いたが，高森隷が存在するような

模型であれば成立する.この関係式から分かることは，左辺に現れる Zn(KラK)において特異性

が西森隷上 (KラKp)= (Kc， Kc)に存症する場合，右辺iこ現れる Zn十l(Kラ0)も閉じKcを用いて，
(K， Kp) = (Kc， 0)に特異'性があらわれる.注意したいのはレプヲカ数がひとつだ、けずれているこ
とである.先の第であげたη=1とη=2の例で，相境界を実際に比較してみると上記の関保式

の主張が成立していることが先かる.この異なるレプリカ数嵩の分配関数の関採式は，レプリカ

数の異なる分自己関数の性賓から本来知りたい惜報を設き出すことで棺医の特徴を明らかにする事

が出来ることを示唆している.

有隈次元のスピングラス摸型iこ適用可能な，しかも非常に一般的で系統的な手法はこんな具合

である.系統的ではなく，個々の問題に対して力づくに求めようとするのはいくらかあるであろ

う.(例えば摂動展開，高誼展開，繰り込み群の方法など.)しかしながら，割と広範囲の問題に適

用可能な手法となると以上のように隈られたものしかない.如何に手が出せない状況であるかが

分かってもらえただろうか.

このような有隈次元のスピングラス模型を，数値計算ではなく解析的に答を求めようというこ

とに挑戦したのが本解説記事で紹介する一連の研究である.その挑戦において軸となる手法を次

の蔀で具体的に紹介する.

3 双対性による解析

この箆では古くより知られる古典スピン系での解折法のひとつ，京対性と呼ばれる対幹性を利

用した解析を紹介する.特に 2次元の蕗子上の古典スピシ系において，難しい解析をすることな

く相転移点を厳密に求めることが出来る非常に強力な手法である.また相転移点直上での内部エ

ネルギーの厳密な笹やそこでの比熱の張る舞いについてある程度制隈を加えることも出来る.ま

ずは一般的な性賞を紹介した後に，其体的な例を挙げて実際に双対変換を用いて臨界点を求めて

みよう.
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図 5:4本のポンドを持つ単純な正方格子.黒丸の蔀分が和を敦るスピンを表す.

3.1 京対性

詳しい計算について述べる詰に妻双対性とはどのような対称性なのかを欝単に紹介しよう.分

配関数を濯度の関数としてみたときに，

Z(T) = AZ(T*) (28) 

のように異なる湿度?における閉じ模型の分配関数との需に等式が見つけられる場合に自己双対

であるという.例えば2次元正方格子の場合， Ising模型は自己双対であり，この双対性を利用し

た解者が可能である.その変換規期を与える槙算を双対変換と呼び，古典スピン系で以下に説明

していくように蔀と篇潔な方法で行われる.またここで現れる温度の関保式Tキには非常に面白い

関係がなりたっている.高湿から抵謹へと逼度Tを変化させていくと，一方での温度T本誌逆に低

温から高温へと変化していく.もしも一度しか誼度に関する桔転移がえとければ，異なる相での分配

関数の間の関係が成り立っていると言える.宇自転移点は分配関数において特異性があるところで

あるから，一度しかない梧転移であれ試T=T*=Tcとし寸双対変換の画定点にある事がわかる.
よってこの温度の関様を利用することで巌密に相転移点を求める事ができる.また余分に現れる

係数立は通常打ち捨てられて紹介されることが多いが，実はここの部分が重要である.特に相転

移点直上での内部エネルギーの値や比熱の振る舞いを評留をする場合iこは，このAを解析する，

3.1.1 単純な備での双対変換

何も知らない読者からすると上記のような異なる逼度での分記関数が対応するはずがないと思

うかもしれない.そこでまずは一見無軟な例のように思える留 5~こ挙ずるような 4 つのボンドか

ちなる単純な正方格子のIsing模型の場合で実際にその変換の存在を示してみよう.これ詰単純な

例としての意味だけでなく，後々の解析に対しでも双対変換の重要な特畿について教えてくれる.

まずこの王方形の格子上でのIsing模型の分記関数を書くと，

Z(K) = L eK(SlS2+S2S3+納品Sl)
{Si} 

である.強磁性Ising模型辻局所的なBoltzmar盟国子に注自すると，

eKSiSj = cosh K + SiSj sinh K 

(29) 

(30) 
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という別表示が可詑である.これにより分配関数の中の馬所Bol結m割ln因子を展開する.各サイ

トに置かれたスピン{Si}について和を取る事を考えると，Siの奇数乗が現れるような項は構えて

しまう.よってS?のようなスヒ。ン変数について辻得数次の項のみが残る事がわかる.そのようえ主
項泣少し書き下してみると， cosh4 K とsfsZS332sinh4Kしかない.よって分配関数は，

Z(K) = 24 (cosh4 K + sinh4 K) (31) 

であると分かる.ここで分配関数は見方によっては，再び荷かの和に見える.そう cosh4K と

sinh4 Kの和である.つまりこの正方形でのIsing摸型は晃方を変えると単純な二つの項の和から

なる事が言える.しかも coshKとsinhKの関数形から以下のような和としてみる事ができる.

Z(K) =乞(eK+ Soe-K)4 
80 

4乗というのはボンドの本数から来ている事は分かる.つまり 4つのボンドに囲まれた新しいスピ

ン変数Soによる分配関数と見る事ができる.無理やり格子:出こ描くとすると， 4つのボンドに毘

まれた面の中心にスピンを新たに量き， 4本のポンドを改めてπ/2回転させて，十字架状にする

とよい.([2Q 5) 

但し外積.IJのスゼンは上向きで一様に固定された境界条件を敢るとする.その擦に局所的なBoltz-

(32) 

mann因子は

eK -jγSiSje-K (33) 

と変化している事に注意しよう.定数倍iこよる変更は分配関数の特異性にはなんら影響を与えな

いことを考慮すると，強駿?生Ising模型の元々の局所的なBoltzmann因子と同じ形で書き直す事

ができる.

k e 
eK十SiSje-K=(coshD(K)十 SiSjsinhD(K)) . 

coshD(K) 
(34) 

ここで，D(K)はtanhD( K) = exp( -2K)を満たす逆重度である.よって正方形上の強磁性Ising

模型の分配関数は，十字架上のある境界条件の下での異なる温度の強様性Ising填型の分配関数と

いえる.

Z(K) = (∞sJLK))' ZD(D附 (35) 

ここで添え字のDは格子の形が変わった事iこ由来する.

こうしてみると確かに異なる逼衰のIsing摸聖の分担欝数と対志する事がわかる.しかしながら

間じIsing模型で、はない.一見すると違う格子の上に置かれており，境界条件も付く.知ちたかっ

た双対変換とは様相が異なるではないか，と思うかもしれない.だが我々が解析しようとする棺

転移の開題は熱力学的極限を取った場合に現れる持異性の問題である.このような有段の大きさ

の格子上の模型を扱うわけではない，上記の単純な例は双対変換における操作の全てが現れる格

好の練習題材に過ぎない.ひとつは局所的会Boltzmann国子が変化すること.それに応じて有効

逆温度D(K)が定義できる.もうひとつは搭子の形が，ボンドに菌まれた面の中心にスピンを置

き換える操作が必要なため変わること.前者の操作はIsing模型一般iこ通用する操作である.よく

よく見てみると局所的なBoltzmann因子の変化のノレールは，丁度 2成分の離教的なFourier変換

に相当している事iこ気づいた方もいるので誌なかろうか.一方後者の操作法，正方格子や他の格
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図 6:双対変換による格子の変化の2例.上側が双対変換前の格子であり，下測がそれらの双対変換後の格

子である.黒丸で表されたスぜンが和を取る部分であり，自丸のスピンには上向きで、富定された条件を課す.

子に対して宜ちに実行できる.単組な正方形を増やした啓子の場合について考えてみると図6の

ようになる.さらに熱力学的極限の正方格子や三角慈子 大角格子等の場合について考えてみる

と，国 7のような関孫を得る.ここで境界条件は播子のサイズを大きく取れば，分配関数の評倍

においては表面での違いなので無視できる事に気づく.しかも王方務子の場合，面に新たなスピ

ン変数を置いていっても再び正方格子となるので，

Z(K) = AZ(D(K)) (36) 

なる関イ系を得る事ができる.つまり双対変換の国定点としてKc= D(Kc)から，転移点の条件式

exp( -2Kc) = tanhKcを得ることが出来る.

3.2 双対変換の一般的な定式色

それでは一般的な古典スピン摸型iこ対して双対変換を定式化しよう.一般的に q個の異なる状

態を取ることが出来るような吉典スぜン系を考えよう Ising模型は上向きスピンと下向きスピン

のq=2状態を取る事が出来る場合に対応している.また 2{;本相互作用をしている古典スピン系

の模型の場合，分菌己関数を以下のように男所Boltzmann国子の讃の和の形で書くことが出来る.

Z[x] = 2::11均一以K).
{φi} (ij) 

ここで{仇}はスピンの向きを表す量であり，。から q-lまでを取る.積は全てのボンドについて

取る.ここで、使っているzというのはボンド1つ当たりの局所的なBoltzmann因子である場分配

(37) 
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毘 7:よく援われる詩子の双対変換の部.上観の左から正方落子，三角格子，六角格子である.下1JtIJにはそ

れぞれの双対格子を描いている.

関数はこの局所的主Boltzmann因子からなる項で書き下せるので，その事実を角括張イせきの引数

として表すことにする.Ising模型はボンドの両端にあるスどンが同じ向きを向いていればエネノレ

ギーが低くなるような系であるのでハミルトニアンを以下のように表現することが出来る.

豆 =-J2:二慌時.j. (38) 

ここで向きを表す量の差をゆij三科ーのとしている.また仇は0と1の整数値を取るものとす

る.通常の Ising 摸型のハミノレトニアンの書き方とは異なるが，~用上便利なので上記のようにす

る.この場合の分配関数を書き下すと，

であり，馬所前なBoltzmann因子はう

Z[x] = L:II eK∞吋り (39) 

向ちj(K) = exp {K cos (π科j)} (40) 

であることが分かる.

他にも Pot七s摸型の場合を考えてみよう.ボンドの南端のスヒ。ン変数が揃った時のみエネルギー

が低くなり，それ以外どれだけスピン変数に違いが現れていても同じエネルギーで、あるような古

典スピン模型である.そのPotts模型のハミルトニアンは以下の形で書ける.

スピンの向きを表す量の差仇jは，

なBoltzmann因子は，

H=-J2ン(令j) (41) 

この場合Oから q-1までの整数穫を取る.この場合の局所的

で与えられる. 再び式 (37) のように分配関数がかげる.

Zφij(K) = exp {Kd (ゆが)} (42) 
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合亀

密 8:正方格子における格子点と富の関係

3.2.1 双対変換の第一段藷:Fourier変換

さて肝心の双対変換であるが非常に簡単である.第一段階は，先iまど指捕したように局所Boltz-

mann因子の離散的Fourier変換を行う [25].

443=去を匂ije叫苧ij供j
v -<φij=O " -L / 

これを双対局所Boltzmann因子と呼ぶことにしよう.逆変換は，

(43) 

Zφj 岩 44j叫字削j) (44) 

で与えられる.

正方格子上での双対変換を一般的に取り扱ってみる.分盟関数の式 (37)のよう会表記に対し

て，双対局所Boltzmann因子 (44) を用いると，

/ 1 '¥ N B square square r円- "1 

Z[X] = (セ)L II Xkij L II 時~ i ':'~I kij・助一釘)r 
"V  -'/ {kij} (ij} {φi} (ij) 、スノ

とかける.そこで図 8に措かれているように，サイト iにあるスどン変数合に関わる量について

注目をして，スピン変数に関する和を考えてみる.

(45) 

square l' n 、

L II exp ~ i~: kij(山一向)} 
{φi} (ij)

、 4 ノ

=LII時 {i学(一九十 ki2十ki3一k4i)川口qNsII 8 (一九十 ki2+ ki3一k4i)
φi i 、 三ノ

(46) 

ここで、分配関数に残る和はFourier変換によって現れた端境変数たがのみである.そしてその補助

変数は上で現れたKroneckerのデルタによる拘束条件を満たさなければ記らない，その条件を満

たすように補助変数を以下のように書き宜す.

kli = kl - k2ラ ki2= -(k2 - k3)， ki3 = -(k3 -k4)， k4i = k4 - k1・ (47)

G
O
 

F
h
U
 
4A 



スピングラス摸型の臨界点と双対変換

結果として分配関数はその引数として双対な高所Boltzmann因子f を持つもうひとつの正方格

子上の模型の分記関数として書きなおす事ができる.

.. square(D) 

Z[xJ = qNs一宇一12二ロペ-kj

= qNs一挙-1ZD[X*]・ (48) 

ここで“square(D)'うという績の制限表記は図 5や函6のように境界条件の異なった双対な正方格

子について取る事を意味する.添え宇Dについても再議に，格子の違いを表している.細かい事

ではあるが後々に重要になってくるのが qの指数である.諮子点数Nsとボンド数NBだけでなく

-1というのが現れるが，これは{ん}に関する任意性を除去するために現れるべ補助変数{ki}と

{科j}の総数の違いを合わせる.)当然ながらここで熱力学的極張を考えると NsラNB→∞なので

-1という指数は無視できる.また格子の境界条件の違いは無視する事が出来るのでZとZDは同

じであると晃なせる.結局分自己関数の双対変換式 (48)はNB= 2Nsという正方格子における幾
向学的な関係を捷うと，以下のように椅麗に書く事が出来る.

Z[xJ = Z[♂]. (49) 

一殻的な表式で考えたので，少々難しかったかもしれない.しかし事前に行った単純な正方形の

場合を患い記こせば，理解はそう難しくない.

ちなみにこの解説記事では車り扱わないが，三角格子の場合や六角格子の場合についても両様

に双対変換を行う事が出来る.しかしそれらの場合，正方格子とは異なり，元の格子とは変わって

しまう.三角撞子と六角格子の場合は，星・三角変換を援用する事で元の格子関で分配関数の関

係式が (49)式と同様に構成できる [26ぅ27].

3.2.2 双対変換の第二段階:温度の変換

あとはそれぞれの模型毎に具体的な局所BoltzmannESl子について考憲すればよい.そこでは双

対変換の第二設階である?量産の変換を考える.非常に重要な性賓であるので，紙と鉛筆を持って

具体的に取り組んでもらいたい.

Ising模型 まずは簡単な剖としてランダムさのない強酸性Ising模型を挙げ、ょう.この場合馬所

Boltzmann因子は式 (40)で与えられる.一方双対な局所Boltzmann因子は式 (43)にしたがっ

て計算すれば，

Xkij(K) =去(eK+山吋り) (50) 

で与えられる.ここで今後も登場する重要な量として，主要Bol主zmann国子xo(K)を導入する.

ポンド陪端のスピン変数が閉じ場合(科j= 0) の馬所Boltzmann医子として定義する.Ising模

型の場合であれば，xo(K) = eβJ， xo(K) = (eβJ +e-sJ)/ゾヨとそれぞれ与えられる.これら主要
Boltzmann因子を分配関数の関係式 (49)の両辺から抜き出す.これはτ度，どちらの分配関数
の中の模型もエネノレギーの基準点を令j=Oに設定するとしづ讃極的iこ物理的な意味がある.また

同時に匂=xφjxo及び包3222/喝を相対島所Boltzmann菌子として導入する.その結果，分

配関数の関係式 (49)から以下力関孫が得られる.

XO(K)NBZ [uφ(K)] = xo(K)NB z [u'k(K)] . (51) 
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図 9:逆準震の変換関数D(K)の様子.破線はD(K)=Kを表す.交点は逆温度の変換の匿定点を表す.

ここで小文字で書き表したzを規格化された分配関数と呼ぼう.この規格化された分配関数を棺

対局所Boltzmann因子の関数として見ると，

z [匂 (K)] = z (ul(K) = e-2K) 

Z [uk{K)J = z (叫(K)ニ ta凶 K)

(52) 

(53) 

と書ける.ここで双対変換の第二段階である.もしもe-2D(K)= tanh Kなる新しい結合定数D(K)
を導入すれば，式 (51)の右辺の分配関数を異主る程度を持つIsing模型として対応させる事がで

きる.即ち

Z [uk(K)] = z [uφ(D(K))] (54) 

とするのである.対応する逆塩度 D(K)は，菌 gに島げるような元の逆温度K の単語減少関数

である.また逆湿度を K → 9とすると双対な逆温震は D(K)→∞となり，逆iこK→∞とす

ると D(K)→ 0となる事も示される.よって誼度の関保式e-2D(K)= tanhKが高温の分配関
数と低温の分配罷数を関様付ける塩衰の変換式となっている事がわかる.また双対性の名前のと

おり，この関数は2[eJ適用すると恒等変換になることがわかる.この双対変換の酉定点を見ると

e-2Kc = .J2 -1 = 0ι14214... ，つまり相転移温度は乙=2.26919であり，正方搭子上の強磁性
Ising模型の厳密解と確かに一致する [28ぅ29].

Potts模聖 Potts摸型の場合の昂所 Boltzmann因子は式 (42)で与えられている.双対局所

Boltzmann因子はIsing摸型の持と罰様に離散的なFourier変換で与えられて，

xk.j(K) =古{eK-1十州j)} (55) 

となる.同様に主要Bol回mann因子を抜き出す事によって分配関数を規格化して， (51)式のよう

な関係式を得る.この場合引数が， Ising模型の時とは違い複数ある.しかしPotts摸型の特殊な

性質，スピン変数の差に関わらず同じエネルギーで、ある事より，以下のように規格化された分配
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スピングラス摸型の臨界点と双対変換

関数は有効的に一変数関数である事がわかる.

Z [urt(K)] = Z (u1(K) = e-K，・・・ p匂q-1(K) = e-K) (56) 

( _"' __， eK -1 ，__， eK _1 ¥ 
Z [uk(K)] = z ( ui(K)一 . .・ピ 1(K) = _; . _. ~ 1 1. (57) ¥ "'1 ¥..0. } - eK 十q-1ララ q-l¥i....J - eK 十q-1) 

ここで逆逼度の変換を以下のように定義すれば， Ising覆型の時と同援に異なる温度の分担関数の

関係を得る事ができる.

_K 唱

e-D(K) = T~- ~ 
-eK +q-1 

(58) 

よって双対変換の菌定点は一般のq状態Potts模型に対して，

eKc = y'q + 1 (59) 

と与えられる.これも Potts模型の相転移点の厳密解と一致する.特にPotts模型は， Ising模型

とは異なり，q > 4かちは一次転移をする [26].双対変換はそのような相転移の性賓に依らずに，
棺転移点を請を密に導出する事が出来る一般的な枠組みなのだ.

3.3 双対変換の操作についてのー設的考察

通常は双対変換の解説として辻ここまでで長しとするのだが，多少冗長であることを覚悟して

双対変換を再び、見草してみる.まず第一段階として離散的Fourier変換を宥う.分配関数に対して

離散的Fourier変換を施した後，主要Boltzmann因子を抜き出す.この操作は一般に交換可能で、

2ちるので，以下のような穎番で書いても差し支えない.

Z[xφ(K)J = XO(K)NB z [uφ(K)] 

- xO(K)NB z [uk(K)] . 
、
も
種
審
，
e
J

Q
U
 

ρ
0
 

〆
'
1・
¥

次に第二段譜として，このFourier変換された分配関数から逆温度の変換D(K)を見出す事iこより，

XO(K)NB z [uk(K)] = xo(K)NB z [uk(D(K))] ， 

を得る盈規格北された分配関数zではなく元の形式で書くと，

(61) 

I x:'(K) ¥ NB 
Z[xφ(K)} = (~ ~U:'~-T~\\ I Z(xφ(D(K))]ラ¥ xo(D(K)) } -1.--'1' 

(62) 

としづ隠採式を得る.残った係数部分がいわゆる Aの事である.椀えばIsing護型の場合，具体的

な表式は以下のように書き下す事ができる.

A = (xo~22JB=(山K)守 (63) 

この孫数は通常，重要視されないことが多い.しかしAが転移点上では厳密に1となることが (63)

式に棺転移点の植を代入する事で分かる.また双対変換を利用した内部エネルギーの解析で、はA

こそが内部エネノレギーの藍を導いてくれる.詳しく泣付議Bに譲る事にしよう.
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実はこのAや分配関数の関保式 (62)が双対変換の一番重要な関係を示している.まず式 (62)

を跳めると左辺と右辺の分配関数の笹が一致する点，すなむち分配関数の毘定点Kc= D(Kc)で

は， A = 1が模型に依らずに一般的に成立する事がわかる.しかし2つの異なる温度の分配関数

の関係 (62)が書けるためには，誼度の顎祭式が与えられる事，つまち規棒化された分配関数の

目数の需にうまい関孫D(K)がある事が必要なのだ.この事は有限次元スピングラス模型を双対

変換で解析するときに重要な理論的考察の基盤を与える事を注意しておく.

もう少し上記の操作で面白い特性を引き出して置こう.実は模型については限定した表記では

ないので上の操作は一般的な議論である.もしもある変換D(K)が脊在して，DCm)(K) = Kの

ようなm ど2回の適用によって桓等変換になる場合を考える.(通常の双対変換はm=2である.)

すると，式 (62)からさらに再じ一連の操作を行う事が出来るーその結果は，

1._，_{11¥，__，， ¥NB 

Z[xlt(K)] = 削4D(l-l)(K)2) "15 Z[xrt(D同 (K))] (臼)
~~ ¥ xo(Dl(K)) ) 

である.仮定より左辺と右辺の分記額数の笹が一致する事から，

II x~(D(l)(K)) = II Xo掛川K)) (65) 
l=O l=O 

が言える.左辺も右辺も主要Boltzmann因子で表現されるため，通常は持異性のあるような関数

ではない.よってそこから定義される D(K)も特異珪のない解析的な関数である.対偶命題を考

えれば，D(K)が特異性を持つような関数である場合は，任意のm2::2tこ対してD加)(K)= K 
ではないこともわかる.ちなみにD(m)(K)= Kが存在するという仮定の下でほ，上式 (65)は

温度の変換式D(K)の構成法を与えているともいえる.また圏定点の条件D(Kc)= Kcを代入す

ると，

xo(Kc) = xo(Kc) 

が双対変換の直定点の決定方程式と主る事がわかる.

(66) 

3.4 他の古典スピン模型の双対変換

双対変換そのものを文献等で調べてみると，おおよそ上記のIsing護型と Potts模型の場合に相

転移点を得る事ができると言及したものがまず見当たるだろう.調べたものによってはVillain模

型という連続スピン模型のひとつ (XY模型の近f法的な模型)の場合に双対変換を行うと，表面成
長の模型である SOS模型 (Solidon Solid)へと変換される事が紹介されているだろう.XY模型

に離散性を取り入れた Clock模型 CVectorPotts模型とも呼ばれる.上記で譲ったPotts棲型は

Scalar Pot泊模型)の有効模型としての離散的なVilla担摸型も自己双対な摸型の例として挙げら

れる.

他の古典スピン系に対する双対変換はいくらでも考える事は出来る.しかし離散的Fourier変換

を局所的Boltzmann因子に行うと，元の模型とは異なる場合がほとんどである.f可が起こるかとい

うと温度の変換式D(K)を見出す事ができないのである.分配関数を規格記して，相対Boltzmann

因子による引数を考えれば分かつてもらえるだろうが， Ising模型かち一度離れると引数の数が2

つ以上となる.Potts摸型の場合は規格化された分配関数がそれでも一変数関数になった.これは

Potts模型の特殊性である.他的スピン模型の場合，号i数が多いためにひとつの変数で、ある温度の

q
L
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スピングラス模型の臨界立と双対変換

変換だけで同じ模型に移す事がまず出来ない.例えば他の相互作用項などを付け足して有効的な

摸型で表現すると異なる模型に会ることが分かる.そのため桔転移点を導く事は非常に難しくな

るをそれでも相転移点亘上では陪じ模型になるという場合もあるのでケースパイケースではある.

また変換されたあとの覆型を解析する事で元の摸型の様子を探るという考え方も出来る.

幾f可学的な関保から分かることであるが，双対変換は2次元格子模型で主に有効な理論である.
3次元などの高次元の問題でも可龍ではあるが，元の格子に戻る事が叶わないために特転移点を寵

接求めることは出来ない.但しここでも異なる格子上での分配関数開の対応i関捺を見出す事辻出

来る事だけは註記しておく.

よく質問される事であるが，スピンの挙動としてより自黙なHeisenberg模型については双対変

換は確立していない a スピン 1/2のIsing模型ではなく，スピン1のIsing模型の場合の双対変換

も薙立していない.地に2f本相互作用とは隈らず次近接相互作用を取り入れたり，多体柁互作舟
を取り入れたスピン系も考えられる.しかしながらそれらの場合の多くは双対変換の応用は難し

くなる4 そういった意味で、双対変換吉体の重要性に疑問を感じる読者もいるかもしれない.しか

し壁史的に見ると果たしてきた重要性の大きさは否定できない.むしろ強磁性Ising模型に対する

Onsagerの議密解 [29]以前に朝転移点を厳密に導出していた事 [28]，及びその巌密解の導出にも

双対変換からの知見や解析法が利用されている事を考えると，統計力学における影響は非常に大

きい.また行う計算の簡潔さに対して得られる結果の非自明さは魅力十分で，暁究対象としても

非常に剥激的である.確かに上記のような古典スピン系に固執する限りは，これ以上広がったtt

用はできないだろう.私自身，研究半ばでは双対変換畠枠に愛想を尽かした瞬間はある.しかし以

下に述べていくように双対変換のさらまる応用を考える時の層難さに，筆者は直接向かいあった

からこそ非昌明な応用を着想出来たのだと患う.少ない時間でもいいから，すこしずつ双対変換に

興味を持っていただけたり，悲観的な見方を和らげてもらえると筆者としては謹しい摂りである.

4 有限次元スピングラス模型の双対性による解析

さてこれまで紹介した道具立てを用いて，ついに有限次元スピングラス摸型の解析に入ろう.双

対性は，ランダムさがえ主いIsing模型やPotts模型に対しては撮密な臨界立を導出する非常に強力

な手法で、あった.それをスどングラス模型に対して適用してみよう.

4.1 レプリカ法による双対変換の適用

ランダムな相互作患を取ち扱う場合であっても レプリ方法を適用することでそのランダムさ

を形式的に扱うことが出来る.複雑ではあっても有効的にランダムさのない模型に置き換えるこ

とが出来ることを先ほど晃た事を思い出していただきたい.具体的には式 (24)で見た宥効土J

Ising模型である.ここではそのレプリカ法を利用した後の有効模型に対して双対変換を考える

事にしよう.まず双対変換が行いやすいように，式 (24)に与えられた有効土JIsing模型の局所

Boltzmann因子を以下のように書き換える.

∞sh{Kp +KE~=1 ∞s吋号}
Zφ号(KぅKp) ¥. ___1- T7 ~) (67) 

4完全に不可能ではなくて，ゲージ模聖と呼iまれる話内で桓互作用した高次元での模型や三角格子上で2体相互作用
だけでなく 3体相互作用を部分的に取り入れた填型は昌己双対な模型である事が知られている [26，30}_
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密 10:相対Boltzmann因子の添え宇の意味.

レプジ方法によってn龍のレプリカが出来ている事に詮意すると，双対局所Boltzmann因子はη

鱈のスピン変数手ij(α=  1，'"ラ叫についての離散的なFourier変換として以下のように定義する.

Z4宍2hヤ号ij= (去剖jn筏乞匂叩号がe吋X
" V -/  {争号} ¥ α=1 ノ

この定義に基づいて，双対島所Bol詰阻ann因子を計算しておくと，

(68) 

hk'flT n 

Z25(K?kp)=Z24sLιrr {e
Kr十〆7臨時}

T=土1 ~~~~._-1' α=1 

(69) 

を得る.上記の局所Boltzmann因子を用いれば，スピングラス模型の場合も全く同様にして双対

変換の第一段階，離散的Fourier変換によって分配関数の別表現を見出せる‘

宅 nNv

Zn[X] = 2n1vs一寸
ι 一気ZnlX*]. (70) 

正方格子の場合は，NB = 2Nsと言う関保式と熱力学的撞践を考える事により、

Zn[X] = Zn[x*] (71) 

をf尋る.

双対変換の処方筆にのっとり，局所Boltzmann菌子的規格化均三 ZφJXQ及びU'k三味JXoを考
える.

cosh{Kp十件-2k)K} 
cosh(Kp十nK)

I ta出 K....ta叫lkK k E odd 
uk(K， Kp) = < -~-~-~~，~~~ 
.-. • . 1 tanh ~ K k E even 

と与えられる.ここで添え字の中及びkは，中もしくはk舗の反平行スピンのベアが η個のレプ

ヲカコピーされたポンドの中に島るという意味で再定義する.(醤 10参照)

Uφ(KラKp) (72) 

(73) 

4.1.1 n = 1ぅ2での双封変換

それではランダムさがない場合と同様に双対変換の第二段階である逼度の関保式D(K)を見つ
けてみよう.まずは主要 Boltzmann因子を抜き出す事により分配関数の規務化を考える.主要
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Boltzmann国子は，

xo(KぅKp) 一
cosh(Kp +nK) 
coshKp 

(74) 

(75) xo(K，Kp) - 2号coshnK 

で与えられる.これらの主要Boltzmann因子を分配関数から抜き出すと，これは全てのボンドに

おいてのエネルギーの基準を描える意味があり，結果として以下の欝係式を得る.

x~B(K， Kp)ゐ[包φ(Kぅ Kp)] = x~NB (KラKp)zn[uk(KぅKp)). (76) 

ここでZnは規格化された分配関数を表す.
まずは練習問題として，レプリカ数n=lの場合を考えてみよう.これは有効的にはランダム

さのないIsing模型に対応する.規格化された分記関数の引数の簡の関俸を見てみると，

( _. I T7  T7  ¥ cosh(Kp-K)¥ zd包φ(K，Kp)] = zl ( Ul (Kラkp)=i¥∞sh(Kp十K))
zd叫(KラKp)] = Zl伊i(KラKp)= tanhKp tar由K)

(77) 

(78) 

となっているので，ul(K，Kp)と可(KラKp)を関係付ければよいことが想録できる.しかし主が
ち元々誼震と {Tij}の分布に関する確率pによる分配関数に対して，双対変換を行うということは

どういうことか?という疑問が揚き起こるはずだ.色々な立場で見る事が出来る.ひとつはとに

かく異なる境変について関係づけられるのだ，と考える立場.そしてもうひとつは誼度，確率分

布についてそれぞれ関揺付けられるとする立場.もっと護雑記関採になるという考えもあり樗る.

そこでその煩雑さを解請するために，確率分布と温度を関係付けた西森糠上に張って，温度の変

換D(K)の可語性についてまずは考えてみる.西森線の条件である Kp=Kを代入すると，それ
ぞれの相対Boltzmann因子は委

包ヱ(K)=一-L-F u;(K)=tanh2K 
osh2K 

(79) 

と詰る.双対変換の第二段階である温度の関様式を見出してみよう.離散的Fourier変換を行った

後の分盟関数z[叫(K)]を再び元の形式の分配関数z[uφ(K)]で書くことを考える.すると，

K
 
h
 
n
 
a
 

一一一K

L

一D

M

一
n
L
ア
h
u
一O一C

(80) 

が適当である事が判る.相転移点はこの謹衰の変換D(K)についての固定点で与えられるので，
D(Kc) = Kcを解くと，図 11にある朝国上で西森線における相転移点を得る事が出来る.
間接の手続きで， η=2の場合の酉森隷上においても行う事が出来る.酉森繰の条件である

Kp=Kを代入すると，相対BoltzmannlZSl子の関保において包1= U2，及び可=誌という対称
性が生まれる.

coshK 
ul(K) =一一一ーヲ ui(K) = tanh2 K. 

osh3K 

再び双対変損の第二段階である温度の変換を考える.

coshD(K) 
=的nh2K.

cosh3D(K) 

(81) 

(82) 

F
h
d
 

p
O
 
A
ム
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図 11:レプリカ数1及び2の場合に対する双対変換によって樽られる相境界.破譲が茜森線を表すe 酉森

線上の点が多重語界点を表している.詳しくは後述するが，西森緯の条件をはずして相境界全体を措く事

もできる.左図で太い畠糠はレプヲカ委主n=lに対する有効土JIsing模型の相境界であち，右の留の太い

曲藤は n=2の場合を表す.{1lL-n=2の場合は西森線から上の部分だけで薮密解と一致してお号，下の

蔀分では一致し令い.点緯が西森隷以下での正しい相境界であり，単純な相講造をしていない.

やはりこの場合においても相転移点は温度の変換お冨定点で与えられて，D(Kc) = Kcを解くと

図11にあるような相図上で西森線における相転移点を得る事が出来る.

レプリカ法を使周してランダムさがあるような問題に対しても，ひとまず西森線iこ隈れば双対

変換を利用することが出来る事がわかった.西森線における棺転移点であるから多重臨界点であ

る.一般の自然数η についても双対変換が有効であれば，解析接続を行うことでη →0のクエン

チ型のランダム系でも多重臨界点を導けるという期待が出来る.

4.1.2 棺対Boltzmann因子による表現

さてそうした一般化を考えると，レプワカ数の増大iこ伴い扱う相対Boltzmann国子の数が増え

てしまうので，混乱を招いてしまう.まず棺対Boltzmann国子需の関係を双対変換の観点から見

るために，いい表示法を考えよう.またその表示法によって，酉森線だとなぜ双対変換が可能で

あるのかということを見てみよう.

そのためにレプリカ数2の場合の西森線には醍らない場合を考えてみる.その時，ある温度，確

率分布での分配関数の植は，棺対Boltzmann因子によってきまる 2つのパラメータで表現する事

が出来る，

cosh Kp _>  (T/ T/¥ _ cosh(Kp -2K) 
匂1(KPFK〉=-hL/VIqV1ぅ u2(KpぅK)= 4'一 一一- (83) 

つまりこれは2次元空間上の座標 (Ulヲ匂)に与えられた竃{立などのようなスカラー場(分配関数

の笹がそれに相当する.)が存在するような状況として見直すことが出来る.そしてそれは双対変

換の第一段構である離散的Fourier変換によって別の産標点(叫ぅ時)においても関孫した値を取る

ところが存在する.

ui(KpぅK)=ta凶 KptanhKぅ u2(Kp，K) = tanh2 K. (84) 
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弘事 1.皐

題 12:レプリカ数2の場合の有効土JIsing模型のランダムさがない場合の相対Boltzmann因子の振る舞

いー双対変換前と後で完全に一致する.(図 13と比較するとよい.)直線は罰定点の集合を表す.

温度や確率分布の様子を変化させていくと，上記で定められた2次元空間上の曲纏を撞き，各点に

対応する分配関数が存在する.双対変換の固定立が存在するという事は，これら 2つの曲麓の罰

に交点、が存をするという事である.実際にいくつかの場合について相対Boltzmann医子の措く曲

線を密訴してみよう.まずランダムさのない場合，つまり Kp=Oという条件の下では図 12のよ
うに一致した曲藤を措く.但し，混度の変化iこ対して曲組上の移動を両者で比較したとき，逆向

きになっているのが特徴的である.さて双対変換の第二段階として，離散的Fourier変換を行った

後の分記関数z[叫(K)]を再び元の形式の分配関数z[uぷK)]で書くことをこの図の観点で考える.
2量度の変換D(K)というのは，一致した畠錦上での媒分変数の関の変換と見る事が出来る.しか
しながらランダムさが少しでも入ると 2つの曲線は一致せずに，異なる振る舞いをする諜子が見

て敢れる.(図 13)イ旦し交点が存在しており，双対変換の固定点の存在が伺える.さまざまなpの

値に対してその国定点に対応する温度を相図上に措きいれると図11のような桔境界を得る事が出

来る.しかしながら双対変換が相転移点を厳密に導出するための条件 ただ一度だけの持転移の

存在の仮定に詮意しよう.3桔以上が存在するような西森線以下の相境界はうまく導けてiまいない

[24].固定点は一部では棺境界を正しく与える事は分かった.しかしランダムさの影響を受ける場

合，温震の変換D(K)は単独には定義しづらい事が図誌を眺めると荷える.混変だけではなく，
確率分布に関する変損も同時に考書、した形式が必要となるという事である.

先ほどは上記のような煩雑さを解消するために，確率分布と温度を関係付けた西森線上に限っ

て，温衰の変換D(K)の可詮性について考えた.西森線の条件でまちる Kp=Kを代入すると，相
対Boltzmann因子の関係において同 =U2，及び吋 =U2という対称性が生まれて式 (81)のよ

うになることがわかった.振り返ってみると棺対Boltzmann冨子が表す曲f穣が実質的に一変数関

数となり多国示してみると図 14のように離散的Fourier変換前と後で撞かれる曲線が一致する事

がわかる.この条件の下であれば，温震の変換D(K)を定義する事は式 (82)のように容易であ
る.つまり茜森韓上!こ撮れば，ランダムさがある場合でも離散的Fourier変換は同一曲線上お異

なる点を対Io付けるiこ過ぎず，i.量度わ変換式を構成する事が出来る冒これがランダムさがある場
合についても双対変換が成功した理由であることが分かる.
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図 13: レプラカ数2の場合の有効土JIsing摸型における相対Boltzmann冨子の援る舞いくp= 0.9と

p=  0.8) .実親で表されたのが双対変換訴の相対Boltzmann因子であり，破隷が双対変換後のものを表す.

交点、として去した点が双対変換の冨定点である.産隷で表したのが任意のpに対する圏定点を連続的に描

いたものである.

4.1.3 n> 3の場合

それでは西森線上に隈って，もう少しレプリカ法と双対変換について考察を進めてみよう.レ

プヲカ数n=3の場合に，西森隷の条件である Kp=Kを代入すると相対Boltzmann因子におい

て匂=勾，及びu:=吟とし 1う対祢性が生まれる.異体的には以下のように与えられる.
osh 2K ，__， 1 ，__， cosh 2K 

ul(K) =一一一ーラ u2(K) =一一一一ぅ u3(K) =一一一一osh 4K ] -... ¥ --J cosh 4K ] -" ¥ --I cosh 4K 

(85) 

ui(K) = tanh2 K，持(Kp，K)= tanh2 K，込(K)= tanh4 K. 

(86) 

残念な事に3次元上に描かれるこれらの曲線には交点がない.しかも異なる対弥性を有している

ことから全く別の部分空間を走る出線を撞いている事が分かる.実際に図示してみると，図 15の

ようになる.これで、は西森繰上で、あっても向じ曲繰上を走る訳でiまないので，媒介変数聞の変換

である温度の変換D(K)を行うことは出来ない.つまり双対変換の第二段賠を実行することが出

来ないのである.それではスピングラス模型に対する双対変換は破誌したのであろうか?

次の節で紹介するような考えによって，ある仮定の下では，この 2つの曲線が重なら記い問題

を解消できる可能性があることが分かる [31]. 実際にその仮定に基づいて高森隷上の臨界点であ

る多重臨界点を求めた一連の考察について紹介しよう.

4.2 多重臨界宗と双対変換

スピングラス模型における双対変換について，文献[31]に治って考えてみる.上記で述べたよう

に茜森穣ではレプリカ数n=2の場合，ランダムさが存在しても温度の変換である D(K)を構成す

る事が出来た.分配関数をある産標上に与えられたスカラー場として考えた碍iこ，相対君。ltzmann

因子が誼度の変化に対応しての座標空間上の移動を表現する.双対変換の第一設階である離散的
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毒'1

国 14:茜森穣上のレプヲカ数2における土JIsing模型の相対Boltzmann医子の振る舞い.ランダムさが

ない場合と同様に双対変換前のものと後のものでは完全に一致する.

{主義

払6

14'1 

0:2 0;4 ().6 

主基E

国 15:西奈線上におけるレプヲカ数3に対する有効土JIsing摸型の棺対Boltzmann罰子の振る舞い.実

隷が双対変換前のものを表し，破隷が双対変換後のものを表す.後に現れる式xo(Kc)= xo(Kc)の解を点

で表したが，双対変換の閏定点ではない.

Fourier変換は2つの一般に異なる曲線を対応させる.それらの2つの出緯が変換前と後で一致す

るような特殊な場合に，温度の変換が存在する事がスピングラスにおける双対変換の成功の理由

である a しかしながら一般のレプリカ数へと拡張すると，どうもそのようにうまくほし功瓦ない.そ

こで離散的Fourier変換で対応が付く 2つの曲線が一致しないような状況について考察を加えて

し、く.

-469-



大関真之

/' 
/ 
/ 

/ 

U2 I 升/
/ 

/ 

/ 
J 

l撃し‘・(K→0)
--..... 

"'"降

。(K→∞)説1
国 16:相茸Boltzmannl2SI子による蕗線と，双対変換との関f系.実藤が匂(K)の変北を表し，破擦がuk(K)
の変北を表す.

4.2.1 湿度の変換の可能性

まず相対Boltzmann国子についてもう少し考えてみよう.西森線上に隈ると一般のレプヲカ数

nに対して，

匂φ(K) 一 K

一
。一同
g
e
F
e
z
-

、、，，
J

M
一十
一一加
n
一吋

尚
一
∞

O

一
(87) 

域(K)
(伽hk吋 kE odd 

tanhk K k E even 
(88) 

となる.ここで酉森I穣の条件によち，匂(K)= Un-2φ(K)及びえ(K)= Uk+1 (K)悼を even)な
る対幹性が現れる.温度に対してどのように援舞うかを見てみると，逆逼度KがG→∞と変化

するとそれぞれ匂(K)は1→ 0，一方ヰ(K)は0→ 1へと変化する.丁慶，逆の変化を見せる

事が判る.ここに注目すると，桔対Boltzmann因子はそれぞれ異なる曲繰を描くが，誕来の双対

変換と詞様に曲隷上の移動の方向は互いに逆方向となっている事が分かる.それを抽象的に措い

たのが菌防である.また一方で，規格化された分車関数は相対Boltzmann国子の和で書かれて

いることから，それらの笹の増加に対しては単調増加関数である.規搭北された分配関数の上設

と下殻は簡単に評{面する事が出来る.まず逆温度K が∞(低温極限)の時であるが，全てのスピ

ンが揃っている状態が支配的となる.レプリカ法によってn乗されている事とスピンの全反転対

称性によって丸紅率一)= 2nとなる事がわかる.一方高誼撞摂K→ Gについては，レプリカ法に

よって η額のコピーがN留のスゼンについて存在する事と全て等しい重みで是し合わせる事から

ら [1，.一]ニ 2nNである事がわかる.規格化された分配関数の{直はこれらの上眼，下践の関の{査を

必ず取る.

開題と記っている事柄を再び患い記こすと，双対変換の第二段階である温度の変換である.温衰

の変換はどのように行うかというと離散的Fourier変換を行った後の分配関数z[叫(K)]を再び元の
形式の分配関数z[u4>(K)]と結びつければよい.上記で指摘した規格化された分配関数の単調性と
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上眼下設の存在から，必ずz[uk(K)]と等しい僅を持つZ[旬以D'(K))]は存在する.相対Boltzmann
理子匂と誌による曲線は重ならなくても，等しい値を持つ分配関数を表す2点は在意の誼震に

対して存在する.2つの曲線が離れていても，規格化された分記関数が等しいところで対志させ

る，という新しい形式の寵度の変換をD'(K)と表記する.従来の双対変換における D(K)と異な

るのは，離散的Fourier変換で結び付けられる 2つの曲議が重ならない点である.つまり謎来の温

変の変換と同じ性賞を有するのかどうかを考える必要がある.しかしながらいずれiこせよ，双対

変換に必要な第二段階である温度の変換が以下のように達成できる.

Zη [u%(K)] = Zn [uφ(D'(K))] . (89) 

よってレプリカ法を適用した後に，西森線上に限って双対変換の第一段階及び第二段階を経ると，

( xo(K) ¥ NB 
Zn[xct(K)] = I ~~ ~~~-;:7\\) Zn[Xφ(D'(K))] 

~\--!J ¥ xo(D'(K))) ψ 
(90) 

を得る事が出来る.左辺の分配関数及び対数を取った自由エネルギーにおいて溢度を変化させた

時に相転移点、を迎えれば，右辺でも同様に特異的な振る舞いをするはずである.もしも湿度の変

換D'(K)に特異性がなければ，それぞれの分配関数の特異性が対応することになる.少なくとも

西森隷上に隈れf'f相転移は強様性ー常磁性転移のみであると考えられる.よってD'(K)の国定点

が茜森隷上の相転移点，即ち多重臨界点を与える.残念ながら D'(K)の具体的な形は分からない

が，通常の誼震の変換D(K)と同様に，D(2)(K) = Kを満たすならば式 (65)により D'(K)を構

成する事が出来る.別にD'(K)の具体彰は分からずとも，固定点の値のみを求めるという目的で

あれば，従来の双対変換と間様にD'(Kc)= Kcとおいてxo(Kc)= xo(Kc)を得る.これはD'(K)
に特異性がないという復定の下では厳密に多重臨界点の位置を予言する重要な式となる.またこ

れは極めて一般的に転移点を与える式となっている.Fourier変換により関係付けられる 2つの曲

線が重ならずとも，塩度の変換が行える.そうなるとランダムさのパラメータ Kpを塩度の関数

Kp(K)として書く事によって，茜森緯iこ設らずに実行出来る.相互作用 {Tij}の分布関数にも依

存する理出iまない.上記の理由から D'(K)の解析性の仮定の下，ランダムスピン系の棺境界を描

く道具立てが完成する.

4.2.2 温度の変換D'の冨定車

それではまずは多重臨界点の控置を，D'(K)に特異性がないという仮定の下で，実際に許算を

してみる.そして既存の結果と対比して，その正当性を評錨してみよう.状況証拠にしか過ぎない

が，前もし令いよりはましである.出発点は，xo(Kc) = xo(Kc)である.両辺ともに定義式 (74)

と (7訟を1-t入してう

∞s註{(n+ l)K} 
=2玄∞shnK (91) 

coshK 

を得る.これを解く事によってー殻の η についての多重臨界点の位置を予言する事が出来る.元

より通常の双対変換の枠組みでn=lと2の場合については多重臨界点を計算する事が出来て，厳

密解と一致していた.上の式によって計算されるものも当然ながら同じ解を与える.

それでは一番の自標であるクエンチ型のスピングラス模型の多重臨界点を考えるために n→ G

極限を考える.i星麦の代わちにpで表示すると非常に見通しの良い式を与える事ができる.

1 
-plog2p -(1 -p) log2(1 -p) =ー (92)

2 
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大関真之

格子及び模型 京対変換 数値計算等の結果

王方格子土J Pc = 0.889972 [32ラ33] 0.8905(5) [35] 
0.8906(2) [36ヲ37]

0.8907(2) [381 

0.8900(5) [39] 

0.8894(9) [40] 

0.89081(7) [41] 

0.89083(3) [42] 

0.89061例 [43]

正方格子 Gaussian ゐ=1.021770 [32う33] 1.02098拘 [37]

1.0193(3) [43] 

一角搭子士J PCニ台.835806[34] 0.8355(5) [39] 

0.83583(6) [叫

六角格子土J Pc = 0.932704 [34] 0.9325(5) [39] 

0.93297(5) [43] 

王方蕗子 Potts(q = 3) Pc = 0.079731 [32ぅ33] 0.079-0.080持4]

表 1:双対変換による結果と数値計算等のほかの大規模な計算手法で与えられた結果との比較.

左辺は 2値を取る確率変数に対するエント口ピ~H(p) の格好をしている.さてこの方程式の解を

求めると，Pc二 0.889972・・・である [32ぅ33].表 1にまとめるように，他の手法によって得られた

結果との対比をしてみる，双対変換以外によるものは多少ばらついている惑があり，おおまかに

いって，Pc = 0.8900派と Pc= 0.8908派に分かれているように見える.他の格子や組の模型につ
いての結果も同様に導く事が出来るが，本解説記事では省略する.

さて問題は，仮定としている D'(K)の解析性である.しかしこれは分配関数を結びつける変換

であるために分配関数が計算できなければどうしようもない.そのため今のところ取り扱ってい

るような王方格子などの場合，その接言正は非常に罰難である.そこで分配関数を亘接的に扱える

ような格子が必要となってくる.また多重臨界点の位量について厳密に評価が出来る舞台があれ

ば，その結果と比較して仮定が正しし市瓦どうかを判定することもできょう.この要請に応えてく

れるのが，次に紹介する階層格子である.

4.3 正当性の検証:措層格子

ここで紹介する階層格子は，実空間繰り込み群と呼ばれる計葬手法が厳密な計算となる舞台で

ある.実空間繰り込み群は，元は正方格子など分記関数を評価する事が難しい問題に対する近叡

的な手迭として宥効である.実際上は分配関数よりも，繰り込み群という名前から連想できるよ

うにパラメータの変化の様子を見て臨界現象や棺転移点を探る.スケー/レ変換を呼ばれる操律

により，系の桓視化を行い系を支配している轄を判定する事を考える，その際粗視北によって塗

りつぶされる自由度の影響を取り入れる操作〈繰り込み〕を行う.その繰り込みに対志した操作

における計算を厳密化させるように構成したのが階暑格子である.
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スピングラス模型の臨界点と双対変換

一一時両脅酔

相叩四四回酬..  

図 17:正方格子における素朴な実空間諜り込み群.黒丸の部分のスピン自由震に関して和を取る.

4.3.1 潜書格子の構成

繰り込みの操咋を素朴に行う事が出来るのが実空間繰り込み群である.実空間繰り込み群は，あ

る法められたノレールに従ってスピン変数の和を部分的に取ることで実行できる.その際に複雑に

絡み合う相互作用を近桜する事によって繰り返し実行できるように工夫する.例えば王方格子の

場合は，十字架上に4つのスピンに国まれた 1つのスピンについての和を取る事によって実行す

る.(函 17参照〕ここで和を取った後iこ4体相互作用があわられるが，これを近鎖して無損する.

すると繰り返し陪じように十字架上にのった4つのスピンに固まれた 1つのスピンについて和を

取る事が再び出来る.これを繰ち返す.しかしながら近似の取り方によって，まるで実情とは異

なる結果を得る.関えばこの場合は，有課温度における相転移が存在しないという結果を生み出

す.近f反が荒すぎたのだ.では4体相互作用を取号入れて計算するとどうだろう取少しはましに
なって，有限温度の相転移点が現れる a

さて階層格子では上記で行うような近似操作を必要としないように工夫をしておく.階層格子

の構成は，菌誌のように 1つのボ、ンドからはじめる.その 1つのポンドにユニットと呼ばれるい

くつかのスピンを持った構造を入れ子式にはめ込んでいく.これを操り返す事によって非営に大

きな格子構造を構成することで階層格子は完成である.

では実空間繰り込み群はどうやるかというと，このユニットの入れ子式構造である事に注昌す

る.ユニット内にある端点を除くスヒ。ン変数について和を歌る事を考える.この操作によって生

み出される多体相互作罵はなく，また同じように 2捧相互作用をする系へと変換する.しかも入

れ子式の構造のおかげで，全く同じ講造になっている.つまちスゼンの和を取る操作を繰り返す

事が容易に出来る.このユニット内のスピンの和を取る操作の前後で2持相互作用の強さの変化

がどのように移り変わるかを考えるのが， ~皆屠格子の解析の基本となる.そしてその変化を調べ

る事により図 19のように相互作屈の強さの変化(これを繰り込みの涜れと呼ぶ〉により相留を明

らかにする事が出来る.繰り込みの、流れがK →∞に流れている事実は，操り込みの国定点Kcか

ら少しでも低温側であれば，操り込みとスケー/レ変換の操作によって低温相が見えてくる事を表

っd
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1 
時四剛迦静 伸一蕩酔

1'=0 1'=1 ず宗主

図 18:昌己双対な階麗格子.

li=O Kc Z(::z部

i f さつ

菌 19:密 18にあるような階層格子上の繰り込みの流れ.

している.逆も然りである.階層格子の場合は，繰り込みの換作iこ一切の近似がないために桔図

の厳密解を得る事が出来る.

面白い事に階層搭子の中iこも正方格子と同様に 昌己変対格子が存在する.実は密 18に描かれ

ている階層格子は，自己双対格子である.そのため双対変換を適用する事も出来て，今の冒的で

ある双対変換の結果の正当性を調べるにも絡女子の舞台となる.

4ふ 2 繰り込みの実襟

単純な事例としてIsing模型の繰り込みを考えてみよう.系の塩麦Tに応乙て措層搭子上に桓互

存用 K=1fTを割り振る.これが繰り込みの誇れの初期条件K(O)= K を与える事に梧当する.
階層格子の入れ子式の構造に注目すると，繰り込みの操作はどの段暗においても同じである.そ

こで一般的に γ回目の繰り込みを行う事を考えよう.繰り込み爵の棺互作用 K(rーりとして相互作

用の大きさはどのように変化するかを考えれiまよい.ユニット内でスピンの和を取り，その結果

-474-



スぜングラス摸翠の臨界点と双対変喪

b 

喜一 1bond器

図 20:スケール因子bによって持徴仔けられる自己双対階層格子の剖，

を端のスピン変数の有効相互作用と置き換えるように定式化をすると以下のようになる.

A(r) (K(r一円F叫 Sjzzrサ 8i81+8i82十81か 81巧+828j) (路)
{8k} 

ここでAはスピンの配位に故脊しない定数である.下付き添え宇はそれぞれ函18に措かれている

スピンを表す.諌り込みによる相互作用の変化を考えるだけであれば係数Aは必要がなく，両端

のスヒ。ンが撤っている場合と反転している場合の結果の比をとることによって，繰り込み群方程

式を得る事が出来る，

e-2必ず)
4coshK(r-l) 

e5K(r-1) + 2e-K
(rー 1)+e-3K(T-Q・

(94) 

この構化式をさまざまな初期条件の下，解く事によって盟国のような相互作用の大きさの変化

の様子を得る事ができる.安定毘定点として K = 0及び 00を得る一方で，不安定な圏定点と

して Kc= 0.440687・・・を得る.これは正方格子などの自弓双対格子上の Ising模型の相転移点
e-2Kc = y2-1と一致する.
階層格子の自己双対格子はいくらでも構成する事は出来て，例えば国 20にあげる階層格子は任

意の因子bについて自己双対である.昌己双対格子であるから双対変換によって，正方格子と同

じ転移点を有する事が予言できる.実欝に上記と同議の繰り込みで計算すると確かに相転移点は

正方格子のものと同じである事がわかる.

4.3.3 ランダムスピン系の繰ち込み群

それではこの階層格子において多重臨界点を考えてみよう，双対変換による予言は，上で説明

した正方格子の例と変わらない.自己双対諮子であれば全く同じ計算となる.つまり士JIsing模
型の多重寵界点の位置はPC= 0.889972-"，である，

それでは繰り込みの観点で計葬を考えてみよう.本解説記事の本蕗からはそれるので詳結は省

くが，大まかな流れを以下に説明しよう.ランダムさを持つ場合，例えば{匂}が確率分布に従う

場合，繰り込みの初期条件が様々に異主る事を意味する.数鑑計算で扱うしかないのだが，大き

な階層格子を用意して確率分布に従って初期条件としての相互作用を各ボンドに割り振る.その

に
は
可

44
 



大関真之

P(Kij) P(i2pEaG凪) P(畠Kij) 
Anti:6硲rro I Fe官。
1¥ 
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Kij Kij Kij 

図 21:繰り込まれた相互作用の分布関数の様子.

後，ユニットを講戒する部分を敢ち出して繰り込みの計算を行う.ouえばb=2の自己双主主階層格
子の場合は，以下の繰り込み群方程式を解く.

A(r¥{K(r一句戸;〉SJ3=Zed-1W1÷kjFSJ2十kj71)S1S2十ki;一句18j十時一句'28j (95) 
{8k} 

するとユニット内の様々な相互作用を持つボンドの露響が繰り込まれて薪たな脊効相互作用を得

る.ここまでの社組みは，ランダムさがない場合と全く閉じである.しかしながらランダムさの

存在によって繰り込まれた後の棺互作男もまた諜々な鑑を取り，確率分布Pr(l(引が存在するこ
とが分かる.そのため以下のような確率分布の変化を追う必要がある.

叫ん)=j(E叫 -1h-4一時)}尚一ザ) (96) 

この確率分布関数の変化を調べる事によって，階層格子上のランダムスゼン系の解析を行う.相図

を措くために確率分布関数がどのようになれlまよいのかということにも簡単に触れておく.繰り

込みを十分な回数行う事によっていくつかの状況が考えられる.スピングラス模型を取ち扱う場

合には，強議室性棺 (Kijが正でどれも非常に大きい)，反強礎性相 (Kijが負であるが大きさは非

雷に大きい)，常犠牲相 (Kijの影響が非常に小さいので分布はof寸近となる.)，そしてスピング
ラス棺 (Kijが王と負の両者現れて競合が記こる.)が考えられる.そのため分布関数の格好は図

21のように与えられるであろう.これを調べるには確率分布関数を亘接i劃定するか，モーメント
を計算して間接的に調べるかのどちらかの手法が考えられる.数値計算上で実装して，調べると

すると，大きく分けて以下の 2つの手法が考えられる.ひとつは相互咋用の強さをあらわす{Kij}
のヒストグラムを構成して，そのとストグラムの変化を実際に寵挺することである (45トもっと素

幹にヒストグラムは構成せずに，サンプリング的に扱うことも考えられる [46].ある程度大きな

数のボンドを用意して適当なサンプリングを行い繰り込みを初度か行う.何度もサンプヲングと

繰り込みを行い，繰り込まれた相互作男を同じ数だけ生成することで近似的に上記の計算を行う

事が出来る.サンプリングを行う事による誤差は生じるが，その問題点に対しては，十分に大き

なサンプリング数を用意すればよいだろう.ある程変大きな系でサンプラング数を変化させるこ

とで有隈サイズの効果を十分に検証する事で誤差を抑える事が出来る.筆者らは，このサンプラ

ングの方法によって多重瞳界点の位置をそれぞれの階層格子について小数点4桁までの精度で求

めた [47).(表 2)比較検討をしやすいようにエントロぜ一関数H{p)の値も表には掲載している.
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スピングラス模型の臨界点と双対変換

PC 2H(pc) 

b=2土J 0.8915(6) 0.991(4) 

b=3 0.8903(2) 0.9ち8(1)

b=4 0.8892(6) 1.005(4) 

b=5 0.8895(6) 1.003(4) 

b=6 0.8890(6) 1.006(4) 

b=7 0.8891(6) 1.005 ( 4) 

b=8 0.8889(6) 1.006( 4) 

表 2:自己双対階層格子における多重臨界点の位置.ここで2H(pc)は双対変換による予言では1になると

されている.

双対変換の予言によると，2H(pc) = 1となるはずである.しかしながら階層格子上の多重臨界点

では実際にはそうはならない.

階屠格子上の計算は，実空間操切込み群に対して厳密である.ランダムさがある場合はサンプ

リングによる誤差の範囲で議密である.双対変換では自己双対格子であれば開じ棺転移点を与え

る一方で操り込みの計算では，多重臨界点の位置は階層格子の形状に依存する事を示している.

これは興味課い特徴である.序論で述べたようにスピングラス模型などでは，強磁性相互作用と

反強様性特互作用の競合によるフラストレーションという量が重要で、あると指揮した.このフラ

ストレーションは，務子の形状によって発現の在方が変わってくる幾何学的な量である.西森隷

上でi土自由エネノレギーがフラストレーションの分布関数によって書き下せる事を考えると，双対

変換の結果のように多重臨界点の位置が務子の形状に依存しないというのはおかしい.混度の変

換式D'(K)が解析的であるという仮定の下での，双対変換による予言は間違っているとbづ可能

性が大きい.

4.4 正当性の検証:いくつかのレプリ力数に対する多重臨界点

階麗格子上のスピングラス模型における双対変換の正当性の議論は文献(47]において主に議論

している.その議論に治ってもう少し考えてみよう.先ほどはクエンチ型のスピングラス模型，つ

まり n→ 0を取った場合を考えた.では極隈を取らないで、，いくつかのレプリカ数における多重

醸界点と双対変換による予言の対比を見てみよう.物理的な興味は薄れるが，正当性の検証には

重要である.まず自然数のレプリカ数について考える.レプリカ法の手法違り，配位平均を先に

とることでランダムさの効果を取り入れる事が出来る.そこで得られる有効模型はもはやランダ

ムさがないので，誤差なしで措麗格子上の繰り込みを実行できる.異なるレプリカ間の棺互作展

などが生み出されるが，そこまで取り込んだやや護雑な繰り込みを考える.具体的には以下のよ

うに棺対Bol句mann因子で表示した繰り込みを考えるとよい.

A(r)c {u~;一切必 =ZuZ;~ぷ;~r)匂ぷ;~;;;1〉
{φ} 

ここでやりの添え宇はユニット内におけるポンドの場所を表し， fi庄は η個のレプリカ内でのスピ
ン配位について清報を与えている.具体的には反平行スピンの数である.この繰り込みは双対変

換の第一段階で結びついた切(K)とヰ(K)の2つの曲線についての新しい知見を与えてくれる.

実際に繰り込みの流れを相対Boltzmann因子による空間上で見てみよう.(国 15)青い点線が初

(号7)
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図 22:レプリカ数3~こ対する有効士JIsing模型の繰り込みの流れ.右の図は点により各繰り込み計算に

おける棺対君。ltzmann因子の値をプロットしたもの.左側と真ん中の函は実鰻によち繰り込みの流れを表

した.破隷は操り込みをしていない操の棺対Boltzmann因子のプロット(国 15参燕)

期条件を与える切(K)を表す曲線である.一方赤い点隷が離散Fourier変換で関係付けられて

いる叫(K)による曲畿である.繰り込みの読れは初期条件であるこの2つの曲纏から出る.青
い曲線がu;)(K)の変イヒを繋いで追い州た繰り込みの流れであり，最終的には安定国定点の 1
つである (Ul，U2， U3) = (1 ， 1 ラ 1) に流れる.一方赤い出品車は u~(r)(K)による繰り込みの流れであ
る.青い曲線とは逆方向の安定毘定点(向きU2ぅU3)= (0ぅOぅ0)へと読れる.了度それぞれ高温極限

作1，U2， U3) = (1ぅ1，1)，友び低温撞隈 (Ul，U2，U3)= (0，0ぅ0)に対応している.つまり Fourier変換
によって結び付けられた 2つの畠隷で表される摸型は，それぞれ高温の元々の模型から低温の別

の模型へと変換されているのだ.これを見ると双対変換の第一段階は， うまくその役割をに果た

している事がわかる.また一旦両者の繰り込みの流れは近づいてから離れるようにしてそれぞれ

の安定画定点へと流れている事も説測される.

さてこれらの流れを観演する事で，高誼棺から抵誼相へと流れが切り替わる境界， aPち桓転移

点を決定する事が出来る.表3に諜々な自己双対踏屠絡子において，いくつかのレプヲカ数に対

して棺転移点を求めた結果を載せる.また双対変換による予言についても並べて載せておく.ク

エンチ型のスピングラス極限である n→ 0以外に対しでも，胃じ論法で一般のレプラカ数nに対

する多重臨界点は式 (91)から得る事が出来る.これを見ると，謹度の変換D(K)が素直に出来

ない場合は，厳密解と双対変換の予言は異なっている事がわかる.ここからも新しく導入した温

度の変換D'(K)について疑問符がつく .D'(K)に特異性がもしもなければ，通常の双対変換と同

様におo(K)= xo(K)が転移点を決定するとここまで考えてきた.しかし実際の結果と対比してみ

ると，どうもそううまくはいかないことが決定的となった.筆者はこの点に注自して，スピング

ラス模型に対する双対変換の議論を改良する事を考えた.失款は成功の母というが，実際にその

とおりである.ここで述べた相対Boltzmann因子の繰り込みが改長についての中心的なアイデア

を与えてくれる.

次の室長で，多重臨界点の位置を非常に精慶よく予言する理論を紹介するが，ここではさらに逗

度の変換D'(K)について調べてみよう.
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スピングラス模型の臨界点と双対変換

る n Pc P主ell. Pc-P陀 :ll.
2 n→ G 0.889972 0.8915(6) -0.0015(6) 

1 0.821797 0.821797 。
2 0.788675 。‘788675 G 

3 0.769563 0.768851 0.000713 

4 0.757348 0.755451 0.001897 

3 n→ G 0.889972 0.8903(2) -0.0003(2) 

1 0.821797 0.821797 。
2 0.788675 0.788675 。
3 0.769563 0.769022 0.000542 

4 0.757348 0.755942 0.001406 

4 n→ G 0.889972 0.8892(6) 0.0007(6) 

1 0.821797 0.821797 G 

2 0.788675 0.788675 。
3 0.769563 0.769649 -0.000086 

4 0.757348 0.757763 -0.000415 

5 n→ 0 0.889972 0.8895(6) 0.0004(6) 

1 0.821797 0.821797 。
2 0.788675 0.788675 G 

3 0.769563 0.7705020 -0.000939 

4 0.757348 0.7601328 -0.002785 

6 n→ G 0.889972 0.8890(6) 0.0010(6) 

1 0.821797 0.821797 。
2 0.788675 0.788675 。
3 0.769563 0.771376 -0.001813 

4 0.757348 0.762313 -0.004965 

表 3:双対変換による多重鵠界点の位霞Pcと繰り込み群による議密な解析による Pren.の比較.スケーノレ

冨子bやレプリカ数 η をさまざまに変イとさせて考えた有効土JIsing模型で検註している.クエンチ極限

n→0の結果は， Pren.として繰り込みをサンプリングの方法で行う手法で求めたものである.
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4.5 正当性の検証:温度の変換式D'(K)

歴史的には前後してしまうが，誼度の変換式D'(K)について，ごく最近分かつてきたことを以

下では述べる [48].階墨格子上の操り込みの計葬が厳密な計算である，という特徴を先の解析で

は利用してきた.ここではもうひとつの特教で、ある，分記関数を厳密に計算できる事を利用して

温度の変換D'(K)を実際に見てみよう.塩麦の変換D'(K)は式 (89)に定義されている通り，Uk 
の表示による分配関数と同じ値を取る匂表示による分配関数を結びつければよい.よってそれぞ

れの表示について在意の準裏での分配関数を評留すればよい.ここではレプヲカ法によって配位

平均を既に取った模型，替にnニ 3の場合ついて考えることにする.

階層格子における分配関数の計算の手続きを簡単に説明しておこう.非常に大きな階層格子上

の分配関数を考える.具体的に辻 s田入れ子式にユニットを代入した階層格子を考える.つまり

ボンドの総本数は，ユニット内のボ、ンドの本数を匂B とすると，Uきである.その分配関数は相対

Boltzmann 因子{♂}によって表示されているとする.つまり z(U~O)] -r:ある すると繰り込みの
式 (97) によって，

イ)]= (A(恰吋U}3 ぷ句 (98) 

と変換される.ここでuZ1は1回繰り込みを行ったために減ったボンドの本数を表す.各ユニッ

トに採数A(りが残るので上記の式が成り立つ.これを繰り返すと 2

z[U~O)) =百(A(r)(K (99) 

を得る.これを用いれば，ボンド当たりの自由エネルギー者計算して適切に微分を行う事によっ

て内部エネノレギーやエントロピーなどの熱力学量を誇る事が出来る.

一ト去Md引)リ]=三÷M{T)H(広凶K必K(rヤT一1吟勺)り)十与h均W附gドμzぷ(匂s吋)
D T=1IuLB EuLB 

最右辺における第二項は熱力学極限では無視できるので，繰り込み毎にでてくる孫数A(r)(K(r-1り
を評価してやれば自由エネルギーもしくは分配関数を評価する事が出来る.しかも近似は一切行っ

ていないので厳密解を得る事が出来る.この計算方法は， uZ表示についても同様に行う事が出来
る.この分配関数の厳密な計算を患いて数輩的に評価して，分配関数が等しい値を持つ点開土を

結びつけることでD'(K)を実際に構成する.密23にあるのが D'(K)である.単調減少関数であ

り見かけ上全く特異性がないように見える.しかしながら微分していくと見つかる特異性もある

ので，解析的であると断定する事は危ない.数笹的に扱う他はないので，D'(K)の特異性を語べ

る事は，非常に難しい問題であると思われる.

何も収穫がないように患われるかもしれないが，実際に調べてみた事があるというのは重要で，

非常に面白い性質を見出す事が出来る s 通常の双対変換においては温度の変換はD(2)(K)= Kを

満たしている.即ち D-1(K)= D(K)である.しかしながらスピングラス摸型において構成した

通嘗とは異なる温度の変換D'(K)では，関23のようにD'(K)ヂD'-l(K)である.通常の双対変

換とは大きく異なる事がわかる.単純な高読本巨と低温棺の対応をさせているわけではない事が以

下の事実でわかる.国定点以外の点でこの主主震の変換を繰り返し利用すると，

/ /7 ，¥ " N 

Z[x，p(K)] = 品(Xo(D'(l-l) (K)2) 1VB Z[x，p(D，(m) (K))] (則
E51均 (D，(l)(K)) ) 伊
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スピングラス槙聖の龍界点と京対変換
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留 23:D'(K) (実績による曲隷)とその逆関数D'ー¥K)(破線による曲線)の振る舞い.点線による車操

辻 D'(K)= Kを表す.

なる関係を晃出す事が出来る.議々な温度 D'(l)(K)(l= 1 ，'・ • ，m)の分配関数再士が対j;むしてし
まう，このスどングラス摸型に対する双対変換の異常な性質を考察する事が必要である.とりあ

えずこの問題に関しては，以降の節で紹介する手法で改善する事iこ成功している.しかしながら，

上記の性質が双対変換のナイーブな応用をどのように破綻させているのかということは，はっき

ちとは分かってい会い.この点に関しては，今後の進展を待ちたい，

4.6 正当性の検証:他の棺転移点，他の模型

多重臨界点iこ絞って解析及びその解説を続けてきたが，多重臨界点以外の棺転移点はどうだろ

うか.スピングラス模型の双対変換には これまでに挙げてきたように様々な形で捺どい問題が

あることが判った.しかしながら双対変換の固定点を出す方程式は非常に単純である.この点に

註昌すると，菌定点が相転移点であるという仮定の下では多重臨界点に隈らず，他の領主主での棺

転移点を求める事が出来る [32うおう 49ヲ50].茜森線の条件を課さずに，土JIsing填型に対して一

般のp部ち Kpについて固定点の方程式を考える.

xo(KラKp)= x~(Kラ Kp). (102) 

同様に n→ 0極限を取引 クエンチ型のスピングラス覆型の相転移点に対する仮設とすると，以

下の方程式を樽る.

向 (1+ e-2K) + (1一向(1十円=jw (103) 

この方韓式で土JIsing模型の棺境界をー較に描くことが出来る.結果は国 24にまちるとおりであ

る.しかしながらこの相境界は特に低温側では，これまでに知られている結果とはまるで違うと

ころを走る.基患状態でも強磁性相が残ると考えちれているため，この結果は受け入れがたいの

。。AA 
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図 24::土JISInき模型(左図〉とポンド希釈型のIsing模型(右図)に対する双対変換が予言する棺毘実

線が双対変換による相国.破隷が摂動論による解析によって得られたランダムさが少ない慎域での桓境界

を外挿したもの.土JIsing模型に対して西森擦を点線で表した.垂直な直諌は数檀計算等の結果iこより期

持されている垂重な{もしくはにわかに予エントラントしている)担境界を詑較のために表している.

だ.ランダムさがなくなる掻摂で有限の相転移誼農工を与えるが，これはもちろんランダムさの

ないIsing摸型の転移点を与える.それではその近辺での棺境界の諜子はどうだろうか.ランダム

さを摂動展開で取り扱うように，ランダ、ムさが少ない撞援を考えて上の方程式を展開するのであ

る.ランダムさのないIsing模型の相転移点は1十exp(-2Kc)= VI2で与えられる.上記の方程式

にp=lームp(ムp4::.りとしてムpとムK=K-KcとしてムKの展開を考えると，

ムK __ ，. ')V  -一=Kc(l十 e:":1ic)
ムp

(104) 

を得る.これより以下の結果を得る.

1 dTI ')1/ 一一t = (1 + e.Gfiつ=3.41413. (105) 
Tc dp IT=Tc 

一方，このランダムさの非常に少ない極限における額きについて，E. Domanyの摂動論による結

果があるので比較してみよう [51}.彼の摂動議による結果は，

1 dTI 
-一一I = 3.20911 
Tc dp IT=Tc 

(106) 

である.ここからも双対変換の冨定点は王しい相転移点を導出できない事が分かる.もちろん，ス

ピングラス模型の双対変換を考えたりはKpとK を関孫付ける事によって，温度の変換D'(K)を

考えた上である.しかしながらランダムさが非常に少ないこの領域で、あっても相図上で曲線Kp(K)

を考える事によって同じ事は出来る.ゲージ対称性などはないものの，双対変換の同様の議論は

行える.そこでも温度の変換関数が異なる形ではあれ，定義する事は出来る.もしもその関数に

特異性がなければ，やはり麗定点が桔転移点を与えるはずで，上の 2つの結果の不一致は深刻な

問題である.

歴史的にみてみると，ランダムさのある模型に対する双対変換の議論は長い産史がある.西森

線の存在が知られていない頃から考えられてきたものである.相互作用の分布関数をこれまで考

丹
ノ
U
G
C
 

A
斗・
4



スぜングラス模型の蔀界点と双対変換

えてきたスどングラス模型のもので、は会く，ボンド希釈型の場合に対する双対変換がまず考えち

れた [50].分布関数は以下のように定義される.

P(匂)= p8(Tij -1) + (1 -p)8(匂). (107) 

この場合に同じ議論を用いる事によって双対変換の国定点からやはり相境界を描く事が出来て，

向 (1+ e-2K)十 (1一同断 (108) 

を得る.この相境界は密24に描かれているものである.この場合は基底状態の相転移点など抑え

るべきところは一致しており [52]，結果は厳密解を与えるように思われた.しかしながら先ほど

から指摘してきたようなスどングラス模型に対する双対変換にあらわれる開題点と同様なものが

指摘されてきた [53].そして再び，ランダムさが非常に少ない極限における棺境界の様子を調べ

てみると，摂動論の結果とやは号一致しない事が分かる.双対変換の居定点による棺境界の{噴き

は，以下で与えられる [50].

1 dTI =--=-I = 1.34254. 
Tc dp IT=Tc 

(109) 

一方，要動論の結果は [54]，

1 dTI -一一I = 1.32926 
Tc dp.IT=Tc 

(110) 

である.也のPottsスピンにおけるボンド希釈型の開題などでもこの問題が生じている [55，56]. 

様々な角度からスピングラス模型及び飽のランダムさのある模型に対するナイープな双対変換

について議論してきた.しかしながら多重臨界点についてはそれほどひどくない植を出してはい

るものの，相境界全般についてはその予言する値は良いものとはいえない.そしてやはり欲求と

して廷しいものは厳密解である.そうではなくても厳密解への手がかりを見つけたい.以下の蔀

では，この数年で発畏したスどングラス模型の双対変換の理論の紹介をしよう.そこではまさに

厳密解へお挑戦の成果が述べられている.厳密解への手がかり，そしていくつかの問題について

は実際に議密解を得ている事をご覧に入れよう.

5 繰り込み群と双対変換

スピングラス模型iこ誕来の双対変換をナイーブに適用した場合に起こる開題を再び眺めてみよ

う.双対変換は二段階からなる.第一段階は馬所Boltzmann冨子の離散的Fourier変換である.こ

れはレプヲカ法を用いれば，スピングラス模型であっても通用する.第二段階の握震の変換を行

う際に，第一段潜で関保付けられた相対Boltzmann因子の2つの曲I穣が重ならない事が通常の双

対変換とは異なる問題点、である.この問題点を解消するために，繰り込み群を導入するというア

イデアが登場した [47].そのアイデアの主要な部分について以下で、は解説していこう.

5.1 繰り込みの涜れ

階層格子の操り込みによる解析の際，この2つの曲線から始まる繰り込みの涜れを観潤した.そ

の時iこ2つの諌り込みの流れは，互いに一度近づく譲る舞いを見せた後に高温撞限及び低温極限へ

qU 
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図 25:レプリカ数nに対する有効土JIsing模型における繰り込みの流れと双対変換の関保の摸式底

とそれぞれ流れた.互いに逆方向への流れを見せたのは双対変換の第一段階でFourier変換を行っ

たためであると考えられる.aPち再じ分配関数を表現するのにFourier変換で結び付げられる 2つ

の表現が存在したためである.では臨界点ではどうか?高温と低温の区部が会いのだから繰り込み

の流れを考えると共通の不安定匡定点が存在するはずだ¥よって繰り込みの流れと， Fourier変換

で結び付けられる桔対Boltzmann因子の2つの邑線は，一段的には図誌のような関係を持つこと

が考えられる.一般的には相対Bol包mann因子の空間はn次元の超立体空間であるが，便利のた

め2次元平面で表示している.元々の棺対Boltzmann因子による曲線{uq)(K)}が実藤， Fourier 

変換で結び付けられる曲線{叫(K)}が破麓で措かれている.矢印の方向は，謹麦を変えていった

時の変化の様子を表す.繰り込み変換を考えると， 2つの曲緯から繰り込みの流れが発生する.階

j書格子では操り込みを行うたびに薪しい形式の棺互作用が発生しないため，繰り込みの流れも閉

じ相対BoltzmannlJg子の超立体空間で考える事が出来る.比較的高温点向から始まる繰り込み

の流れは高温極限P点へと到達する.それに対応するものはぬ点であり，逆に低?呈撞摂F点へ

と繰り込みの流れは行く.逆に比較的低湿の場合はPIから繰り込みの流れが発生して低温極設F

点へと行くのに対応して，もう一方はぬから高温極限P点へと流れる.このように繰り込みの流

れは，双対変換の第一段階を反映した動きをする，さて桔転移点付近から始まる繰り込みの流れ

はどうかというと，この流れの格妊から分かるのは共通の不安定冨定点を百指す.その不安定国

定点、は，十分に繰り込んだ後に見出せる位震にある.aPち元々の分配関数を表す裸のパラメータ

により表される 2つの畠纏からは異なるところにある.繰り込んだ後の有効模型を考えると相対

Boltzmann 因子が変化する(これをい~)(K)} 及び{ザペK)} と表記する)から，元の曲隷とは
異なる曲線で、以って同己分配関数を表すことになる.共通の不安定国定点Cを目指して，相転移

点付近Pcそしてdcから始まる繰り込みの流れは向かう.このことから十分に繰り込んだ場合の相

対 Boltz問問題子による曲隷は， {lL~) (K)}， {ぐ¥K)}共に近づいて共通の曲繰を描くと考え
られる.T度，図25の太い曲鰻がそれにあたる盆この曲線上では，ランダムさのないIsing模型

などと同様に通需の双対変換の第二段階と同じ操作が行える.即ち，曲隷の媒介変数表宗として
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スピングラス模型の臨界点と双対変強

の塩度の変換D(K)が行える.この場合D(2)(K)= 1であるので，特異性はない.よって双対変
換の毘定点が薮蜜に相転移点を与えるしたがって多重臨界点含め，棺境界は以下の決定方程式

を以って厳密に決定する事ができる.

ziT→∞) (K， Kp) = x~(r→∞)(Kうん) (111) 

ここで、イ)と 4(けはそれぞれr@]繰り込んだ後の分配関数から持られる主要Boltzmann因子で
ある.これをもし評価する事が出来れば，棺転移点に関する厳密解を得られる.しかしながら無限

思操り込みを行う事は解析的には現時点では不可能であるし，数値計算に頼る砲ない.また無限

回繰り込みが行えるのであれば，双対変換を行う必要もない.そういった意味では上記の方程式

は当黙の事を言っているに過ぎない.しかしここで患い起こしておきたいのは，繰り込みを行わ

ない場合の結果がそれほどひどくない結果を与えていたことである.少なくとも多重臨界点につ

いては妻良い一致をしていた.そこで繰り込みをある程度実行して，改善を試みるという方針を

採る.リーズナブルな計算量で，非常に靖度のよい相転移立に対する結果を得る手法として，繰

り込みと双対変換を組み合わせた解析法を提案する.せっかちな読者のために，結果を先に述べ

ておく.一屈の繰号込みで小数点4桁程度の精度で多重議界点については正確な解を与える事が，

階層格子における議密解と対比する事で分かる.また階層格子以外についても実空間での繰り込

み計算を考える事により，間接の解軒主主出来る.精度のために近似を出来るだけ行わないように

するため，いわゆる実空間繰り込み群とは多少異なる計算を行う.その計算の際に，操り込みの

田数に相当するものを大きくすると，相転移点の値がある値に向かつて収束する振る舞いを見せ

る.つまり議密解へと系統的に近づける計算手法の可能性があることを恭している.

それでは繰り込み計葬と双対変換を併用した計算により 正確な棺転移点を導出してみよう.

5.2 措彊格子:多重臨界点

まず操り込み群と双対変換を静思するというアイデアを，レプヲカ数n=3の場合について適

用してみよう.そもそも改善効果が見られるのか?ここが重要な押さえどころである.1 @]繰り込

みを行った後の繰切込まれた相互作男を用いて，多重臨界点をいくつかのレプリカ数の摸聖につ

いて求めてみよう，形式的には，

X~) (K， K) = x~(1) (K， K) (112) 

と書ける.行う計算辻，レプリカ法を適用した後に繰り込み許算をする事を考える.階層格子上

では繰り込みの計算はユニット内で行えばよい.繰りこまれた後の主要Boltzmann国子を考える

のだから，その場合ユニットの両端のスヒDンは撮っているという条件がつく.よって例えばb=2

の自己双対賠層格子においては，以下のような計算を行えばよい.

Zdポ;rF1吟)(医K，K:勾pρ) = / 11 P(K:ん4がj)( 乞 eK恥4仏品181+Kめ
" unit ミ81わ，82 / 

z;匂うん)= (去)
5 

.1 n P( Kij) ~乞 (eK叫 S尚一K12)
" 
V -/  

" unit l81，82 

×互(eKik+ Ske-Kik) (♂ j + Ske-K. 
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b n ppJ Pren. Pc{17 -PEen. 

2 1 0.821797 な821797 。
2 0.788675 0.788675 。
3 0.769048 0.768851 0.000197 

4 0.755986 0.755451 0.000535 

3 1 0.821797 0.821797 。
2 0.788675 0.788675 。
3 0.769138 0.769022 0.000116 

4 0.756250 0.755942 0.000308 

4 1 0.821797 0.821797 。
2 0.788675 0.788675 。
3 0.769629 0.769649 -0.000020 

4 0.75761吉 0.757763 -0.000144 

5 1 0.821797 0.821797 。
2 0.788675 0.788675 8 

3 0.769968 0.770502 -0.000534 

4 0.758461 0.760133 -0.001672 

6 1 0.821797 0.821797 8 

2 0.788675 0.788675 。
3 0.769947 0.771376 -0.001429 

4 0.758300 0.762313 -0.004013 

表壬:1段階の繰り込みと双芳変換Xd汽K)= XO(吋K)の固定点による結果.

この両者を用いて，西森藤上での条件K=Kpの下，xd1) (K) = X~(円K) という方程式の解を求
めるだけである.ユニット内にあるスヒ。ン変数についての和を取り，ユニット内にあるいくつかの

ボンドの配位平均を取る必要がある.そのため計算に必要なコストはUS (ユニット内のスピン数)

及びUBにより，和を取る司数分の2US十句と評倍できる.さてこのようにして計算された多重臨

界点 (Kp=Kの棺転移点)を表4に並べた.話来の双対変換をナイーブに適用した場合の結果
である表3と見比べていただきたい.明らかに， 1回の繰り込みによって求められた結果が厳密な

笹に近づいていることが分かる.当然ではあるが，繰り込みをしたとしても η=1及びn=2の

場合の結果は変わらない.これはFourier変喚によって関岳付けられた2つの相対Boltzmann因

子による曲譲が不変であるためである，そのような場合，繰り込みをしても同じ曲線上に乗るだ

けであり，繰り込みをしたあとでも双対変換は再び同じ結果を与える.つまり，双対変換はn=l

及びn=2の場合に直接繰り込みわ不安定国定点を求めていたことが分かる.

さて次は肝心のクエンチ極限である.我々の主題であったクエンチ型のスピングラス模型にお

ける多重臨界点を，繰り込みと双対変換を併用して求めてみよう.即ち式(112)においてクヱン

チ極限仇→ 0) を取ればよい.表5にあるのが，クエンチ極識を取って求めた多重臨界点の値

である.これも小数点差桁の樟度で繰り込みで厳密に求めた結果と一致している様子が見られる.

従来の双対変換の匿定点とは違い，格子の形状に依存した結果が導かれている事が特徴的である.

繰ち込みの効果が反映されている訳だが，物理的に自然記結果となったことが伺える.
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スピングラス護型の臨界点と双対変換

pF-Pm 
-0.0005(6) 

0.0000(2) 

0.0000(6) 

0.0000(6) 

0.0000(6) 

Fren. 

0.8915(6) 

0.8903(2) 

0.8892持)

0.8895持)

0.8890(6) 

pF 
0.892025 

0.890340 

0.889204 

0.889522 

0.889095 

PC 

0.889972 

0.88号972

0.889972 

0.889972 

0.889972 

b

一2
3

4

5

6

表 5:クエンチ極限n→ 0によって得られる自己双対諮子の多重臨界点の位置.

正当性の検証:D'(K)→ D(K) 

多重臨界点の結果を見るに担り 繰り込みと双対変換の静用は大成功に患われる.ではその正

当性の犠証をそこだけに求めてよいだろうか?ここでは誼度の変換に注目して，繰り込み群がど

のように辻たらいているかをもう少し視覚的に見た最近の進展について解説しよう [48]盆

実際、に分配関数を計葬することが出来る階麗格子の利点を活かして， l昆度の変換D'(K)を再び

みていく.十分に繰り込んだ後では， Fourier変換によって関係付けられる棺対Boltzmann因子に

よる 2つの曲隷{ur)(K)}と{ぐ)(K)}は重なるをそこでは従来の双対変換と同様な温度の変換

が可能である.この場合の誼度の変換においては，通常の双対変換と同様に，D(K) = D-1(K) 

が成立しているということである.ここではスピングラス模聖における湛度の変換D'(K)及びそ

の逆関数D'-l(K)が繰り込みの臣数に対してどのような譲る舞いをするかを実際に見てみる.レ

プリカ数n=3の西森線上で再び検証を試みる.繰り込みをした後の分配関数において温度の変

換を行うことを考える.まず誼度の関数としての分配関数から棺対Boltzmann因子による表現に

置き換えて，双対変換の第一変換を行う.

5.3 

み(K)= (X~O)(K))NB Zn[U~)(K)] = (x~(O)(K))均九[u~(O)(K)] (115) 

ここから 2つの表現において，繰切込みを行う.

(れK))NB Zn[U~) (K)] = (X~(r) (K)) NB Zn[U~(r) (K)] (116) 

温度の変換Dr'(K)を行い，{u~)(K)} の表示による分醐数に量き換えるこの者辺において，

その結果，

(イ)(K))NB引が(K)]= (X~(r) (K))均九[u~\D~(K))] (117) 

ここで温度の変換 D~(K) における添え字 γ は，操り込みの回数に依存した関数形をしているため

付した.図26に自ヨ双対蕗子b=2の場合についてのいくつかの例を示した.これを見ると，繰

り込みの回数を経るに従って，D~(K) は D~-l(K) と互いに一致するようにわずかずつで、はある
が変化していっていることが分かる [48] 十分に繰り込めば，ut)(K) 及び u~(r)(K)の2つの曲
線が重なり，温度の変換が従来の双対変換と同議に出来るという期待通りである.

さて双対変換の毘定点を求めるために 4勺K)=4(け (K) を利用したこの解は D~(K) の閤
定点を表す.しかしながら繰り込みの田数によってD日K)の形状が変記して，またわずかながら
でもその固定点が変化することが分かった.議密な解はD;→∞(K)の冨定点であることは間違い
ない.ゆえにDb(K)の固定点は正しい梧転移点を表さない事が分かる.それでは温度の変換関数
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陸 26:レプリカ数3~こ対する有効土J Ising 模型における温度の変換関数 D~(K) とその逆襲数 D~-l(K)

の振る舞い.左から繰り込みを行わまい場合 (D'(K))， 1 回繰り込みを守った場合 (D~(K)) . 5回繰り

込みを行った場合 (D~(K)) . 

D~(K) に特異性があるのだろうか.現段階では 2 措微分まで調べたところそれらしい振舞いは全

く見られていない.おそらくは D~(K) =1-D~-l(K) のような特殊性から通常の双対変換と異なる
影響を及ぼしているのであろうとしか，現時点で泣言えない.この点については，まだこれから

も考えていく必要がある.

しかしながら多重臨界点を求めるという呂的は十分に既に達成している.その正当性の検証も

十分に行ってきた.それでは次は階層慈子での計算から飛び、出して，真に興味ある王方格子など

の通常扱われるような格子におけるスピングラス模型の多重臨界点及び他の相転移点について考

えてみよう.

5.4 正方格子:一般的な定式住

正方格子などの通常考えるような梅子では，実空間繰り込み群は巌密な処方翼とはならない.そ

れは分配関数を評価する諜に，スピンの和を部分的に取る時iこ多体相互作用が有効的に生じるた

めである.その多{本相互作用の勢果を敢り入れて，繰り返し和を取ることは国難を極める.しか

しながら，階層格子において試みた操り込みと双対変換は 1自の繰ち込みで非常に良い精度を与

えた.また階屠格子においては，部分的にスヒ。ンの和を取る範囲はユニット内で限られていた.そ

こで正方格子などの場合では，通常言われるようえ主操り込み群による解軒とは多少異なった姿勢

で，部分的にスピン和をある程度の範屈のみで取る事を考えることを筆者は提案した [5司.まず

は素朴な和のとり方として，図27にあげるようなものを考える.階量格子と同様に双対変換の第

一段階後を考える.そこで2つの表現において，部分的にスピン和を取ることを考える.

Zn(XO，Xl，" . ヲら)= Zn(xo， xi，' .. ， x~) 

→ZF(zPASL…〉 =zphfs)J;(s〉ヲー ) (118) 

ここで z~s) はスピンの和を取った後の分配関数を表し，添え宇の s は和のとり方に関する添え宇
とする.以下では棺転移点の位置を精麦良く求めるために，いくつかの和のとり方を考える.こ

こでzr)と4(s)は和を患うた後に生じる生件特互作用も含むような局所Bol結mann医子である.
そのため引数としては4つのスヒ。ン，しかもさらに η レプヲカ用意したものの配位によって決ま

る.非常に複雑な格好をしていることが伺える.罵所Boltzmann国子の引数は繰ち込みを行った
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スピングラス模型の臨界点と双対変換

ー一一四回目舞蜘

ー一一回ー骨

図 27:正方格子の場合の繰り込みに担当する部分和の取り方.上fs.ljが実擦の格子と部分和の関係を表して

おり，下fs.IJが主要Boltzmann因子を考える時に考慮するユニットを取り出したもの.

ために，非常に多くなる事で護雑な印象を持っかもしれない.しかし先の階層格子での繰り込み

の涜れに関する議論は同じように考えることが出来る.なぜならば，単に棺対Boltzmann因子の

空間の次元が大きくなっただけであるからだ.十分に操り込んだ場合には，共通の不安定国定点

を目指すという構造は同じである5

さてここまでくれば，やることは閉じで復習の設階に入る.主要Boltzmann因子を分配欝数か

ら引き出して，棺対Boltzmann因子の表示に産しておこう.

(zF(K))h/NFzmd(K)i=(zF(K))ぬ/NFzFlds)(K)l

ここでヰ)は部合的な和を考えた時のグループ，いわゆるユニットである 図27の場合では4本

のボンドの中心にあるスピンについて和を取ったので， NS)=4本のポンドの繰り込みを考えた

というわけである.

さて温度の変換 D~(K) をやはり行う事を考える.正方格子的場合は分配関数の評価が非常に難

しいので温度の変換 D~(K) の様子を措く事は出来ない.形式的に措層詩子の場合と同じように考

えていく事にする.

(zF(K))h/NE)ztqf(K)i=(zF(K))ゐ/NS)zmds)(D;(町]

この場合繰り込みの計算を繰り返す事は想定していない.となると厳密解へと近づくにはどうすれ

ばよいか.繰り込みを操り返すというのは多くの相互作用の効果を取り込むということである.その

51旦し，正直に包み隠さずに言えば，単議に不安定固定点を邑揺すのか?また計量空間が変わるために近づくかどう
かの議論主ども難しい.ここはあくまで期待している部分であり，数回理度の韓り込みで不安定固定点に近づいている

のかは議密ではない.しかし階層格子の場合については D日K)の様子を描くことによって議密性に対する期待を補完
する事が出来ている，

Q
J
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ため王方格子などで辻ユニットのサイズを大きく取る事で繰り込みの回数を増やす事と同一視す

る.スピンの部分和を取る範囲としてのユニットのサイズを十分に大きく取れば，棺対Boltzmann

冨子による 2 つの曲線u~)(K) 及びぐ)(K) は互いに近づくだろう これはあくまで期待である.
但し十分に大き牟範毘でスピンの和を取れば，分配関数の厳密な計算に相当するため，元々同じ

分配関数を表現する 2つの曲隷が一致することを期待するのは無理のないことである.その時に

はDs'(K)は詫来の双対変換における謹度の変換と詞様の性賞を有する.固定点が相転移点を求め
てくれるのだから，以下の方翠式を解けばよい.

x~S)(Kぅ Kp) = x~(呼 (Kラ Kp). (119) 

もちろん十分に大きな範留でのスピンの部分和を車る事は難しいため，上記の方程式をいくつか

の形のユニットについて評植して収束する解となるかを見る.実際大きなすイズのユニットを考

えていく事によって，相転移点の檀はある収束した値へと変化していく期待通りの振る舞いを見

せる.

というわけで我々の解析するものは主要Boltzmann因子である.当初のものと同様に端のスピ

ンを描えた状態に対する局所Boltzmann盟子と定義する.これまでとは違い内部構造を持つため，

ユニット内の和を取る記、要がある.しかしながらこの性質に注巨すると 主要Boltzmann因子を

ユニット上に定義された模型の分配関数と見る事が出来る.そのため一般的に以下のように書き

下す事が出来る.
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(120) 

d)(K町立[{詩去(eKTij+ e吋 )rL 同

ここで和の記号に書いた隷は和をユニットの内部に限定する事を表す.具体的に例を挙げるとす

ると，密 27にある黒く塗られたサイトのスピンについて和を取る.対して白く塗られたサイトの

スピンは {3i}= 1と上向きに国定しておく.積の記号;こ書いた 44part円はユニット内部にあるボン

ドのみで積を取ることを指す.

このように表示すると面自い性賓がいくつか持られる.まず式 (119)のクエンチ極限n→ 0を

考える.すると形式的に以下のように表現する事が出来る.

[log Z*(s) (K， {匂})! -llogZ(s)(K，{匂})]=GJ_ L J_ 
ここでZ(s)及びZ*(S)はユニット上で定義した分配関数であち，以下のように定義する.

(122) 
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スピングラス模型の臨界点と京対変換

図 28:1翠27におけるユニット〈左傾)とそれに対する双対格子(右側).黒丸で、印をつiすたスピンについ

て部分和を取ち，岳丸の部分辻上向きで国定する.

5.5 多重臨界患とフラストレーションの分布

ここで持子の形はユニット内iこ摂定しているにせよ，分配関数の対数を取ったもの， ~pち岳出

エネノレギーの配位平均が現れた.ゲージ変喚を利用した富由エネルギーの書き換えを式 (14)で

行った事を患い出していただきたい.式 (122)~こ登場する左辺第二項はそのまま式 (17) と同じ

ような変形を行う事が出来る.

[均Z内K，{π刈av
10デ z(吟(Kp，{アtj})log z(吟(K，{Tij})・

2Ni汽2coshkp)NBZ3
(125) 

ではもう一方のz*(りはどうだ、ろうか.同じようにゲージ変換，式 (5)及び式 (6)の変形をその

まま行ってみる.

zぎ汽K，{πj}) 匂
Q
勺σ
 
a
 

k
 e
 
÷
 

K
 e
 

l

方

向

π社
側

一乞何
(126) 

これでは護雑になっただけでうまい変形を見出せない.ここで一見奇妙な事を行う.このユニッ

ト内の分配関数について再び双対変換を考えるのだ.王薙に言うと第一段階のみである.つまり

Fourier変議だけを z*(s)に対して行い，別表現を与えるのだ.函28にあるようなユニットの場合，

図5にあげたような単純な正方形における双対変換であるので，容易に行う事が出来る.

.¥ N~) 
Z*(S)(K， {ηj}) = 211.γ一寸ー-lzi;)(Kラ{巧j}). (127) 

ここで右辺に現れた新しい分配関数は添え宇Dの表すように格子の形が図5のように変形された

ものを考えている.そしてその擦に局所Boltzmann因子も変わっており，以下のように書き表さ

れる

Zi;)(K， {巧j}) 
一
_part(D)

L II eKηjS社 (128) 

口『
U
丘ム
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積の記号にある 'part(D)，の添え字は具体的には国 28の双対な格子を考えて，その上での積に限

るという意味である.この分配関数zrは形から分かるとおりきゲージ不変な格好をしている.そ
こで式 (127)を利用して式 (122)に現れる第一項を以下のように書き直す事が出来る.

[ 『 F/s:s})悶争)(Kぅ{Tij})L:v = [log zf;) (K， {Tij})] 十(N$s)_ lV~' _ 1 ) log2. (ロ9)
J av、戸 L J av ¥ '" I 

そこで再びゲージ変換を利用した変形により，

[log Z~)(K， {巧川郡

1 ~T(S') ~ Z~)(Kp ， {Tij})logZ:f;)(民 {Tij}) 
{2coshkp)iVBJ;::} 

(130) 

を得る ここでlvrは元々考えていたユニットに対する双対な格子のサイト数である 盟誌に
あげる摂で言えば， Njs)=l，ヰ)=4そして N1;)= 4である.上記のようなゲージ変換と双対
変換を組み合わせた解析によって指転移点を決定する式 (122)は以下のような関諒を表す.

/一ω¥
一ム~8断;r針}均(Kう1為Kι勾pρ) 一 」44tす了#ヂ討凶州Sが許仰(伊ω町s吋汽)町収(ぱKう，K勾pρ)ニ (砕与 一-Nis貯(い~s)+ 1 
2N2r};乙2N~S) ~ \~-'~~pJ ¥ 2 ~'S' -} 

ここでフラストレーションの分布に関保する量として以下のようなものを定義している.

て--..Z伺(K:ヲ {Tij})1 Z伊)(Kぅ{初日
ラ:υ~ωlog υ 二3
{Tij} (2 cosh Kp)lVB' (2 cosh K)lVB' 

~z(引Kぅ同}) 1~_ Z(引Kぅ{匂})
) ~ - '--J，J7 l.. (TJωloZ1i〕

{Tij} (2∞shKpyvB' (2 coshKy"E 

ここでK=Kpという西森諌の条件をつけると，式 (131)は多重蕗界点が位置するのは，フラス

トレーションの分布によるエントロゼーの差が特別なところである.差を取るのは同じボンド数

でありながら格子の構造が双対な関係である 2つのフラストレーション分布のエントロピーにつ

いてである.この意味合いの探そうな関採式の本当の意味するところは未だ分からないが，非常

に魅力的な格好をしている.

それでは具体的に式(122) を評留する事によって多重臨界点の位量をさらに精度員く求めてみ

S~)(Kラ Kp) (132) 

S(S)(KラKp) (133) 

ょう.

5.6 多重臨界点の位量

階層格子における繰り込みの計算に基礎を量き，正方格子における多重臨界点の位置を精度良

く求める計算方法を上で提案した.その必は，ランダムさによる現れるフラストレーションの効

果を多く考慮できるようにすること.具体的にはある程震大きなユニット上でのスどンの部分和

を取る事である.例えば正方格子;こ対しては，国 29のような異なるサイズiこ対して部分和をとっ

た計算を考えてみよう.本文では士JIsing模型的みを取り扱うが，他のランダムさを持っている
場合でも同様の手法を適用する事が出来る.

つUQJ
 

AA 
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図 29:正方格子の部分和を多く取るために使用するユニットの例.上側の図が z(りやz*(s)で表された量

を計算するためのユニットであり，下備がその双対格子であり ZDを計算する場合iこ用いる.黒丸のスピン

は部分和を敢るものを表しており，吉丸の部分は {Si}= 1と上向きで臣Z宣する条件を課す.

まずは匿 29にあるような 8= 1のユニットを考えて部分和を取り，式 (122)を評価してみよ

う.基本的な計算方法i主式 (123)にあるように 8=1のユニット上に定義された分配関数を計

算する事である.具体的に計算してみると，

Z(l)(Kぺ巧j}) = 玄 eK(TOl+T02十ア"03十T04)80 
80=土1

2cosh{K(T01 + 702 + 703 + T04)} (134) 

である.そしてもう一方の双対な分配関数は，局所Boltzmann因子を変えたものを用いて式 (124)

のように定義される.これも計算してみると多以下のように評留できる.

Z*が肘戸*叫4刑〔β∞1吋l)(K，
" v -/  80==土七li=l

(去)怯印刷+立山町}• (135) 

これは関係式 (127)にあるように，双対な格子を考えて分配関数zrを計算する事でも同様な
結果を導く事も出来る.よって式 (122)において上記の 8=1のユニット上の分配関数を用いる

事により，土JIsIng模型の相転移点に対して以下のような決定方程式を与える事が出来る.

写ド会(1 十村叫t凶刷凶a招拍n凶山h
T【~1ρ2c∞O劫s也h1Kp乞ご立f乙=0ナ叶脳~ _ 2co∞os叫h吋1Ki工コfι=0γ叫邸邸} 
-〉:-KAL.log /~ l ， ~r ， 4 J = 210g2. (136) 
ム-2

つdQd
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第子及び模型 部分和と双対変換による結果 数値計算等の結果

正方格子土J pfj= 0.889972 [32ラ33] 0.8905(5) [35} 

p~l) = 0.890725 [5号 0.8906(2) [36ラ37]

p~2) = 0.890822 [5内 0.8907(2) [38] 

0.8900(5) [39] 

0.8894(9) [40] 

0.89081ワ)[41] 
0.89083(3) [42] 

0.89061(6) [43] 

正方格子 Gaussian
P44c (001) )) =L021770132，331 

1.02098( 4) (37] 

= 1.021564 [5宅 1.0193(3) [43J 

三角轄子士J = 0.835806 [34] 0.8355(5) [39] 

p~1) = 0.835956 [5司 0.83583何)[43] 

p~2) = 0.835985 [57] 
六角搭子土J p~O) = 0.932704 [34] 0.9325(5) [39] 

p~1) = 0.932611 [57] 0.93297(5)同i
p~2) = 0.932593 [5司

王方棒子 Potts(q = 3) p~O) = 0.079731 [32， 33] 0.079-0.080 [44J 

p~l) = 0.079146 [5同

表 6:部分和と双対変換による多重臨界点的結果.

ここで多重臨界点に摂って計算してみよう.宮森線の条件K=Kpの下，上記の決定方程式を計

算すると， piI)=0.896725を得る.この結果は表6において，数植計算の結果と比較しておく.具

体的には扱わないもおの 8=2のユニットにおける計算結果も述べておくと， pi2)=0890822で

あり， 8 = 1のユニットを使った場合からさらに少しだけずれる.変化幅を比べれば分かるが，何

か定まった鑑を目指しているように援舞っていることが分かる.

地のランダムさの伊!としてガウス型を考えた場合，格子を三角格子，六角格子等へと拡張した

場合も表自に載せておく.Potts摸型のゲージ変換を構成して，これまで考えてきたようなスピン

グラス模型と叡たものを考える事も出来る.この場合に対しても応用が利き，多重臨界点の位量

を計算する事がやiまり出来る.以上のように素朴に双対変換を適すだけでなく，系の特散を捉え

た部分和をとる事によって，スピングラス模型を始めとするランダムスピン系において棺転移点

を轄密に求める事が出来る.

次は多重臨界点以外の棺転移点について詳しく見ていく事にしよう.そこではこれまで考えて

きた手法の正当性をよりはっき号と確認する事が出来るだろう.

5.7 ランダムさの少ない領域での栢壌界お厳密解

式 (122)を評価する事で桔境界に関する清報を得る事が出来る.部分和をとるユニットを大き

くとれば，その精度もよくなっていく，しかしながら実際的な計算においては，ユニット上の分

配関数の計算と {Tij}に関する配位平均が必要となるため容易ではない.そこで配位平均に関する

計算量を持える近叡として，ランダムさが非常に少ないとしてみよう.即ちランダムさの少ない
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額域では，椙境界がどのように変化するかということを再び考えてみよう‘この計算は先ほど比

較したDomanyの喪動論の結果 (106) と一致するかを克る事が出来て，双対変換と繰り込みの計

算の正当性を見るのにも都合が良い.

そこで式(122) において，ムp=l-pを非常に小さいという撞限を考える.すると以下の式

を得る事が出来る.

(1一時)ムp)(1og Zo(Kト logZo(K)) +ムpL (log Zt(K) -log Zl(K)) = O. (137) 

ここでZo及びZoは菌af立平均の中でも全てのボンドで強磁'注的相互作用をとった場合の分配関数
を表す.そして ZlとZiはユニット上でひとつのボンドだけが反強磁性的棺互作用を取った場合

の分配関数を表すそのためどこのポンドが反強礎性かというNF倍の場合に関する和を考える
必要がある.本来の配位平均では，全てのボンドにおいて強磁性的か反強磁性的かの 2Nl;l通り
の和を取らなければならなかった.ここで在意してもらいたいのは，この計算で、はその和を{近

似する事により〕ヰ)担の和に落とす事が出来ている.さてランダムさの導入による棺境界の変

化を調べるために転務点を自己双対格子の Ising模型的転移点Kc(=l/Tc)からずらす.つまり

Kc+ムK(ムK<<1)とすると，

ムK(去芸-去長)+ d.p L (log Zi同 -logZl(Kc))こ。 (138) 

を祷る.ここでランダムさのない場合の転移点の条件である Zo(Kc)= Zo(Kc)を利用した.上記
の式から相境界の額きをランダムさが非常に少ない領域で評倍する事が出来る.

ムK L: (1ogZi(Kc) -logZl(Kc)) 
ム.p 1 dZ* 1 dZ 

Zo dK ZodK 

これが相境界の傾きの決定方謹式である.Domanyの摂動論と比較しやすいように変形しておく.

(139) 

1ムT 1 L:(log Zi (Kc) -log Zl (Kc)) 
Tc d.p - Kc 1 dZ* 1 dZ 

Zo dK ZodK 

配位平均の計葬量の問題を克服したとしても，分配関数である Zo，Zo' Zl，及びZ;の評価の陪
題がある.スピンの和を取るための計算で単純には rvO(2N}勺だけの計算量が必要である.正方

格子など通常扱われる例ではそれなりの工夫が必要である.例えば数値転送行列法 [58]であれば

多少は計算量の開題は改善できる.一方で潜層搭子であればこれまでに紹介したように基本的iこ

は瀬化式を解くだけであるので，この諺大な計算量は大幅に縮小できる.

ユニットのボンド数がUBである時は，s回入れ子式で構成した階層格子全体ではボンド数は

NB=匂主である.1自の繰り込みをこの系に対して行う時には格子全体ではNB/UB自の繰り込み
が必要である.そこから更に繰り込みを行うと NB/U主自の操り込みが必要である.これを続けて
考えると分配関数の計算に関する計算量はO(NB/UB十NB片品+・・・)rv O(N'JJ)となる.そこで
式(140)に従って，土JIsing模型の場合にランダムネスが非常に弱い極限での相境界の傾きを調

べた.告己双対な措屠嘉子，b= 2，3及び4の場合についての結果を表7，8，及び9にそれぞれま
とめておく.これによると自己双対捧子b=2の場合については摂動議による Domanyの結果と

双対変換と繰り込み群の結果が漸近的に一致する事がわかる.一方で自己双対格子b= 3， b = 4 
の場合についてはDomanyの結果とは異なるものを誇る. これらの階層格子上では，ランダムさ

(140) 

FLO 
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b=2 士JIsing模型 ボンド希釈型Ising模型

繰り込み回数 傾きの値 額きの{直

1 3.238670311607941 1.3313280689632047 

2 3.213721581962695 1.3295847287696935 

3 3.209840157687296 1.3293096628059718 

4 3.209227717235686 1.3292661587550924 

5 3.209130853824536 1.3292592754393175 

6 3.209115527844001 1.3292581862702618 

7 3.209113102764629 1.3292580139255745 

8 3.209112719032133 1.3292579866545563 

9 3.209112658312095 1.3292579823393163 

10 3.209112648704037 1.3292579816564926 

11 3.209112647183702 1.3292579815壬84458

12 3.209112646943131 1.3292579815313489 

13 3.209112646905064 1.3292579815286436 

14 3.209112646899041 1.3292579815282155 

15 3.209112646898088 1.3292579815281478 

16 3.209112646897937 1.3292579815281371 

摂動論による結果[51，54] 3.209112646897908 1.3292579815281351 

表 7:スケール国子b=2の自己双対賠層格子における土JIsing摸型とボンド希釈型Ising模型に

対する棺境界の領き.

b=3 土JIsing模型 ボンド希釈型Ising模型

繰り込み回数 傾きの{重 額きの値

1 3.287620710287408 1.3346666036511970 

2 3舎279280357814356 1.3341234975081161 

3 3.278702594934052 1.3340857362686508 

4 3.278662410902251 1.3340831090945090 

5 3.278659615086040 1.3340829263029411 

6 3.278659420560328 1.3340829135847418 

7 3.278659407025692 1.3340829126998396 

8 3.278659406083984 1.3340829126382702 

9 3.278659406018462 1.3340829126339864 

10 3.278659406013903 1.3340829126336883 

11 3.278659406013586 1.3340829126336676 

摂動議による結果[51ラ54] 3.209112646897908 1.3292579815281351 

表 8:スケーノレ罰子b=3の昌己双対階層格子における士JIsing模型とボンド希釈型Ising模型に

対する梧境界のイ噴き.
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b=4 土JIsing模型 ボンド希釈型Ising模型

繰り込み回数 傾きのイ直 額きのf重

1 3.434735249924405 1.3441930333807548 
2 3.438341429422663 1.3444508638305390 

3 3.438917613643436 1.3444906297718794 

4 3.4390072吉7242741 1.3444967410351193 

5 3.439021128918736 1.3444976788451403 

6 3.439023254536054 1.3444978226701897 

7 3.439023580721387 1.3444978447219644 

8 3.439023630745810 1.3444978481026600 

9 3.439023638415719 1.3444978486209216 

10 3.439023639591570 1.3444978487003697 

11 3.439023639771829 1.3444978487125488 

摂動論による結果[51ぅ54] 3.209112646897908 1.3292579815281351 

表 9:スケール因子b=4の自己双対階屠格子における土JIsing模型とボンド希釈型Ising模型に

対する棺境界の領き.

の効果が繰り込み群の読点から有意に効く事を示唆している.つまりナイーヴな授動議から見え

る効果以上のものが現れるのだ.このランダムさの効果が有意にくかどうかを判定する珪arrisの

基準を検証すると，昌三双対格子b=2の場合はランダムさは有意に効かないことが分かる.一方

でb=3及び4の場合はランダムさが有意に秀吉く系であることも知られている [59].この傾向を双

対変換と繰り込み群を苦手用した手法は提えており，なおかつ漸近的に厳密解を導出する事が出来

ることがわかる.その意味で従来の手法を大きく越えた枠組みである事がわかる.

これらの事構は他のランダムさを持った場合でも詞議であり，ボンド希釈型のランダムさを持

つ場合の懐きに関しでも検証した結果を表7，8，及び9~こ間諜iこ載せておく.これらの場合につ

いても b=2の自己双対格子については摂動論の結果を再現している.しかし一方でb=3及び4

の場合については，ランダムさが有意に効いている性質を京映して摂動論の結果とは異なる値を

導出している.

さらにこの傾きの植が議密解iこ収束していく様子をプロットすると，興味深い特撮が浮かむ、上

がる [60].国 (30)にあげるのがそのプロットである.横車庫に操り込み計算を行ったユニット内に
あるボンド数の逆数を車札縦軸iこ式 (140)の計算結果と巌密解との差をそれぞれ両対数プロッ

トで表した.すると梼麗な直隷にのるようなスケーヲング関数が存在する事がわかった.このス

ケーリングはランダムさの効果が非常に少ない領域における額きに関して成立するだけで，多重

臨界点などではどうなるかは分からない.しかしながら議近的に厳密解に近づいている樺子を見

ると，この双対変換と繰り込み群を利用した解析手法の有効誌が非常にはっきりと伝わるのでは

ないだろうか.

では正方格子の場合はどうであろうか.正方格子の場合は計算量の問題で，精度のよい漸近解

を得る事は出来ない.数値転送行列法によって比較的大きいサイズまでスピンの和を取るユニッ

トを考える.そしてユニットの大きさを段階的に大きく取る事で，タト挿的に結果を得る事を考え

てみる.考えたユニットの形はこれまでと同様に図31にある規副で構成する事にした.ユニット
のサイズをこれまでと同様にsで指定する.式 (140)を8=9までのユニットを用いて評倍した
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図 30:，厳密解からのずれと操り込みで、利屈するユニット内のボンド数との関採.間対数プロットで直線に

乗る事がわかる.

結果を表 10にまとめておく.これを見ると正方格子の場合は摂動論の結果と異なる値に収束して

正方棒子 土JIsing模型 ボ、ンド希釈聖Ising模型

サイズs Slope Slope 

3.3366 1.3378 

2 (N}:J = 16) 3.3166 1.3363 

3 (N};t = 36) 3.2935 1.3350 

4 (N};J = 64) 3.2816 1.3342 

5 (Nit = 100) 3.2736 1.3337 

6 (Ni{' = 144) 3.2679 1.3333 

7 (N}:;) = 196) 3.2636 1.3330 

3.2602 1.3328 

9 (N};' = 324) 3.2575 1.3326 

摂動論 [51ヲ54] 3.2091 1.3293 

表 10:正方格子における棺境界の領き.土JIsing摸型とポンド希釈型Ising模型の場合.

いきそうにみえる.正方格子における Ising摸型の場合，耳arrisの基準iこ照らしてみるとランダム

さの効果はちょうどマージナルで、ある6 そのためランダムさの効果が現れても講わない.しかし

ながら，階層格子の場合と比較すると，まだまだ小さなユニット内でしか部分和を取れていない

といえる.そこで先ほど見つけたスケーヲング関諒が，正方格子の場合にも成立していると仮定

して，外挿的により正確金額きの穫を見積もってみる.謡界現象において転移点をスケーリング

員ぜから見つけるのと同様，いくつかの解の接捕によち，プロットを何度も行う.直線にぴたっと

重なる場合を推定解として採用するのだ.実際の議子を図 (32)に載せる.左側がイ噴きの撞定値

を3.22とした場合，者調Hが推定笹を3.23とした場合である.宣隷に縞麗に乗るような，傾きの正

確なf震は3.22から 3.23の間である事が，このスケーリングプロットから分かる.Domanyは摂動

6詳しい記述は本解説記事の本籍からはそれるため省くが，比熱の彊度に対する発散iこ関する龍界指数αの値が鍵を
握っている.但し階層捧子の場合はより深い考察が必要である事を注記しておく [59J.
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NS}詔 4s2

国 31:正方格子の場合iこ利用する系統的なユニット.

diff diff 緋，
在mjJJ

織; /ポポ
1 OMhl畠/が l

国 32:正方格子における摂きの誼に対するスケーリングプロット，左程!lが{噴きの推定鑑を3.22とした場合，

右f躍が推定値を3.23とした場合である.

論を正方格子の場合に対していくつかの考察と状況証拠を元に王当化したが，部分和と双対変換

の結果の外挿による推定はそれを覆す結果を導いたのだ.

実際に大規模な数輩計算で検証した例をいくつかあげよう.まずPfa超級による郁長ザイズ効

果以外は撮密な取り扱いによるものがある.これは700x 701に及ぶサイズの上で原理的な計算を

行っており，p=l、及びp=0.9の転移点をナイーヴに結んで傾きを求めている.結果は3.1655

である [61].また大規模なモンテカノレロ計算で，p=L及びp= 0.9における転移点を結んで求
めた模きは上記と一致する値を導く.そしてp=L.及びp=O.閉まで接近した転移点を結んで求

めた傾きは， 3.263(15) [62]という檀を導く.両者の誼を晃るに，相境界のランダムさが少ない領

域では図 (33)のような構造をとっていることが想録される，想像ではあるが，図のような形状

をしている場合，数植計算で棺境界を正確に克積もろうとするには限界があることが惰える.し

かしながら本解説記事で紹介してきたような双対変換と操り込みを併用した方法が正方格子にお

いても厳密な解を与えるとすると，相境界を導く事に関してはナイーヴな摂動論がうまくはたら

かないことを示唆している.当黙ながら，客観的な立場に立って物事を言うべきで，正方格子に
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図 33:これまでの結果から類推される相境界の複雑な形状ー破線が双対変換と繰り込みを併用した手法が

求めようとしている{憂きである.

対しての双対変換と繰り込みの手法がうまくいく事を完全に証明してはいない.そのため上記の

結果にはまだ不安が残つてはいることは指摘しなけれ誌ならない.これまで解析手法が全くない，

といっていいぐらいに有限次元のスピングラスの問題に切り込める手法は少なかった.最悪その

結果が近似的で、はあったとしても，具捧的に和転移の問題;こ切り込める手法ができるという事は

非常に重要である.

また有限次元のスピングラスの研究においてこれまでに蓄積されてきた結果に上記のように疑

問が投げかけられる，というのは深裁な問題である.ランダムさを持つ系に対する基本的会解析

手法として部分和と双対変換の方法が，スピングラス理論の歴史の中で重要な位置づけとなりう

ることを最も特徴付けている格好の例であると筆者は感じている.

5.8 スピングラス模型への双対変換の更なる応用

もちろん有限次元のスピングラスの問題を真っ向から立ち向かう場合， 2次元の問題はさして富

岳くないと考える向きもある.しかしながら以下にあげるように これまで誰もなしえなかったス

ピングラスの重要な基本問題に対して，双対変換辻答えを出してくれる.2次元においてスどング

ラス相は安定的に存在しるかどうかである.数笹計算等の状況証拠[63ヲ64，65ヲ66ぅ67ぅ69，70ラ71]

以上のものは今まで与えられなかったこの間題に対して，解析的に非常に正確な解答を与える事

が出来るのだ.

具体的には，対存分布と呼ばれるランダムさが一番強い状況の持，有罪良誼度でスピングラス転

移は存在しない事を示すことが出来る.これは士JIsing模型ではp= 1/2 (Kp = 0)の場合に対
応する状況である.これまでに議論してきた大半が，多重臨界点の話に関係していたものである.

そこから急に対称分布とし寸言葉が出てきて驚くかもしれないが，実は多重臨界点の解析を通じて

対称分布での性質を間接的に見る事が出来る.レプリカ法を紹介した部分で登場した式 (27) を

剥用するのだ.どのような関孫で、あったかというと，西森隷上での分記関数と対称分布での分配

関数が自明な定数を除いて一致するという関係である.これで解析の方針が見えてきたと患われ

る.対称分布での相転移を解析するために多重臨界点の解析を援用するのだ¥その結果として

対称分布での棺転移点を得る事によって，クエンチ極躍で、は有課温震での相転移が消えることが
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示される.担し注意したいのは式 (27)は異なるレプリカ数での分配関数回士を関謀付ける事だー

そのため本来の呂課とするクエンチ極設を取るためには，どのようにレプ予カ数を扱うかを気を

つけね誌ならない.

上記の部分和を季目黒した双対変換で任意のレプヲカ数に応じた多重臨界点を導出する事が出来

る.ここで一般的に話を進めるために主要Bol凶 lan咽子48〉iこついて再び考える 格子上に部
分的なユニットを考えて，適切な境界条件の下で部分和をとるのであるから分配龍数と見なす事

が出来る.そこで在意のレプリカ数η に対して以下のように書き下す事が出来る.

part 

zt)(K?kp)=1 ∞Z= Il eKpTij z(吟(K，{Tij} )n. (141) 
(2coshkp)lVBhj}{り)

ここで再びゲージ変換による書き換えを行う.これまでと同様に配位平均に相当する指数隈数部

分が，結合定数Kpを持つBoltzmann因子に相当する事を考えると以下のように書き換えること

が出来る.

X~8) (Kうん)= _.(.) 1 ~T(S) ~ Z令)(Kぺπj})ZCり(氏{ア~j}t. (142) 
2N.~S) (2∞shkp)NJ){ZY 

一方，離散的Fouri位変換後の主要Boltzmann因子 4(s)では，式 (126)で見たようにゲージ不

変ではない項 Z*(8)が存在する.

寸 part

ds)(Kうん)= i o Z Hek内 z*(り(K，{匂})n. (143) 
(2∞shkp)NLhj}(行)

そこでユニット上での双対変換を考える.これはすでに式 (127)で与えられている.その関保式

を科揮してゲージ不変な形である Zの)(Kぅ{匂れからゲージ不変であるような Z~)(Kぺ匂})へと
書き換える事が出来る.すると双対な主要Boltzmann国子z;(s〕は，同様にゲージ変換による計

算で以下のように書き下す事が出来る.

2n(N~S) -N1;) /2一均 一z;(汽Kうん)= rs) ..(1γz叫んぅ{Tij})Zi;) (K， {Ti.i} )n. (144) 
~ . . 

2ND' (2 cosh Kp)持 Ffお
.LJ .... 

_ 

I .LJ .... 

よって一般のレプリカ数ηに対して多重臨界点を求めるためには， zF=4糾を西森線の条件

K=Kpの下解けばよい.

2n(N.!s) -N1;) 12-1) ~ _("，'1.__ ~ ，， ~11 ~ 
2
N
1S)-N!S) 乞 z~)(K， {Tij})九十1 玄z(時(κ{巧j})叩 (145) 

{~} {~} 

この式で決定される多重臨界点の位置が，式(27)を通して，対称分布の転移点と対応する.式(27)

を丁寧に読み返すと，レプリカ数ηiこ対する多重臨界点がレプヲカ数n+lに対する対称分布の

棺転移点に対j;忘する.そこでクエンチ極限 (n→ 0)の対称分布の問題を考えるには，奇妙な極限

ではあるが， η → -1という極設を考える必要がある.つまり n→ -1極限で得られる多重臨界

点の栓置が，クエンチ揮根での対称分布の転移点を与えるのだ.ユニット上での有限サイズでの

和を取っているのでz(s)及びzrには特異性がない事に注意してもらいたい.
証明の方針としては，まず宥隈温度TSG= l/KSGでの相転移点を仮定する.この条件の下では

式 (145)を満たす事が出来ない事から，背理法で対幹分布における有隈温度の担転移の存在が否

定される.
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図 34:破鰻で示したのが，部分手口を用いずiこ双対変換で得られた転移点のプロット.実擦で示されたもの

が部分和を用いた結果である.非嘗に小さい揺ではあるが，転移点が変化している様子が伺える.しかしな

がら n=-1では絶対零度をどちらの場合も示す.

実際にこの流れで考えていこう.有援温度の場合，Z(s)とz;)にはなんらかの有限の植が与え
られる.ここで式 (145)において η → -1極限を取ると以下の式を拝る.

2N6S)-Ni;) 12-1 = 1. (146) 

ここで様々なサイズのユニットを考えると，幾何学的な関孫から NS)チNJ;)/2 + 1である事が
いえる.結果として，式 (146)を満たす事は出来ない事が分かる.証明としては以上である.式

(145)が成立する限り，この解析的な結論は適用できる.そのためゲージ対称性が嶺わっている

模型に対して成立する.問えば土JIsing模型，ガウス型のランダムボンドのIsing模型，地にも

Pottsゲージグラス模型などが適用範囲内である.そして双対変換を用いるため自己双対格子のみ

に限る.具体的には正方格子や，自己双対会階嵩捧子である.三角格子や六角格子の場合も，星・

三角変換を施す事によって同議の結果を導く事が可能である.他にも 3体棺互作用を持つIsing模

型で三角格子，ユニオンジャック格子なども自己双対な格子の僚として挙げられる.また全く同様

にして4次元のランダムな相互作用をするゲージプラケット模型についても，この節で紹介した

双対変換と部分和を利用した解析が可能である.そのため，対称分布でスピングラス相が有限温

度にむたって存在しないとし寸事実は，非常に広い適荊範囲を持つ解析的な結果といえる.

せっかくなので，具体的な例として土JIsing模型の場合について，転移点、がどのようにレプリ

カ数に応じて変化をしていくのかを見てみよう.対称分布における転移点 TSGがレプリカ数nの

関数としてどのように振舞うかを， zF24(s)を用いて具体的に計算した結果が図34にある，こ

っ，UハV-hu 
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れを見ると部分和をとることによって，転移点が各レプヲカ数でわずかに変化している事が分か

る.しかしながら，n→ -1に相当するところでは，部分和をいくらとっても，TSG→ 0とつぶ

れたまま変化していない事がわかる.そのため任意のユニットを使っても有限湿度の相転移が示

される事はない事がわかる.実欝上記の証明によってそれをサポートした解析を行うことができ

た.完全な数学的証明といえるには，ユニットを非常に大きく取った部分和によって，多重臨界

点の最密解が出せるかどうかにかかっている.そのため階層棒子では完全な証明といえるであろ

うが，正方格子などの搭子では正確にはまだ不完全な議論である.但し，脊限次元のランダムボ

ンド型Ising模型に対するスピングラスの脊在に関して解析的に強し 1証拠を得たのは，大きな成果

であるといえる.

6 情報統計力学としての有限次元スピングラス

害限次元のスピングラス理論のひとつとして，双対変換が有効でまちる事をここまでは紹分して

きた.それでは有課次元めスピングラス模型の解析自体を超えて，応用的な誕面として何か役に

立てるような舞台はあるのだろうか?平均場理論も含めたスピングラス理論を，物理から飛び出

して学警の理論や清報通告の性能評留にJo用しようとする研究の一連の流れがある.今日では情

報統計先学と呼ばれる一分野を築くに至っている [11，72].多くの研究成果がある中で，このよう

な異分野の問題に対して本解説記事のような宥限次元のスピングラス模型の解析手法が生きる道

はあるのだろうか.

6.1 データC謹み出し問題とスピングラス

それでは，具体的に有限次元のスピングラス模型iこ対Joするような靖報の模型をここで講成して

みよう.簡単な例題として，データの読み出しを想定したような設定の問題を考える.2進数で表

現された清報を格子点上iこ載せた構報媒体を想定する.身近な併で言えば，たとえばCD，DVD， 

そして BDやHDDなどの円盤型のメディアに動径方向と直交するように記録されたある種の記

列が情報を表現している事を想定する.つまり 1次元方向に伸びた配列から'屠報を読み出そうと

いうわけだ.現実の需報媒捧の読み出し技術がどのようになっているか お論ここにも議論する

べき点や注目する点はあるが，ここで辻有譲次元スゼングラスの模型と対応しうる事を解説する

ことに重きを置く.

6.1.1 1次元の読み出し問題と Ising模型

局所的に留35のように1次元鎖状におかれたN値の情報の系列において，サイト iで'情報媒体

からデータぬをある強度Aで増幅して読み出す事を再び考える.ここで q はスピン模型と対応

イすけることを念頭において，Xi =士1とする.この2笹註をいわゆるデ、ジタノレ構報のOヲ1と対応さ

せる.また増揺させる必要があるのは，この読み出しの際に，予期しない影響としてノイズ叫が

混入すると考えられるからだ.このノイズの影響で得られる構報が変化してしまう可能性がある.

そのためある程度増幅させておかなければ読み出しは正しくできないだろう.この時に得られる

悟報を抗と記すと，この状況は以下のような関訴が成り立つ.

Yi = AXi十 Vi・ (147) 

q
d
 

A
V
 

に
d
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23i 

~ 35: 1次元鎖状におかれた靖報の系列.デ、パイスで引をひとつずつ読み出していき，右方向にスライド

していく.

極めて素朴であるが現実に起こりえる最小援の設定といえる.このように読み出しの状況を模型

イとして，原f青報zと存られたf青報uとの聞にどれだけ強く関諒が残るかという事を評倍するとい
うのが基本的な問題となる.

6.1.2 相互靖報量と分配関数

さて上記のような情報の読み出し問題に対して，情報の相関という観点から読み出し技街の性

能評価を行ってみる.この性能評鑑の解析の基本となる量が相互情報量と呼ばれる量である.相

互情報量とは2つの確率変数(X，Y)の確率分布麗数Pr(x)うわ(ypこ関する量であり，以下のよう
に定義される.

収 Y)=ZZE(ZJ)1~:224)
11ξY 

ここでわ(民的はX，Yの問時分布関数である.この相互需報量が，原清報と読み出し後に取得
した情報の関の棺欝のひとつの指標となっている.累皆報と読み出し後に敢得した情報が完全に

相関している場合は情報の読み出しの意味では大成功であ号，無相関となってしまった場合はノ

イズによって得られたi官報が完全に苦しされている事が分かる.ここでは相互靖報量の解析を通し
て，慢報の読み出しの性能評髄を行うことを考えてみよう 7 同時分布関数Pr(久y)は条件付確率

Pr(判型)(ぎが起こった下でのzの確率}やPr(yjx)むが超こった下での裂の確率〉によって，定

義により以下のように表現される.

(148) 

Pr(x， y) = Pr(xly)Pr(計二 Pr担Ix)Pr(xト

この関係から相互靖報量を以下のように分解する事ができる.

(149) 

I(X; Y) = H(X) -H(XIY) = H(Y) -H(YIXト

ここでH(X)，H(Y)はエントロピー罷数であり，

H(X) = -L Pr(x) logPr(x)， H(Y) = -L Pr(Y) logPr(Y) (151) 

(150) 

xEX yεY 

7ここでは拝られた情報から原惇報を誰定するという，推定開題の十生態評イ屈で誌なく，あくまで原情報と得られた構

報の棺関関係を謂べている事に詮意.勿論非常に1ftた形式で、その種の推定の問題についても解新は進められる [11，72).

44 
nu 
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であり，一方H(XIY)，H(YIX)は条件付エントロピーと呼び，以下のように定義する.

H(XIY)二 -LLP中 ，y)均 P巾 Iy)， H(YIX) = -L L P巾，y)logPr(ylx). (1叫
xモXyモY xξXyモ三Y

この分解により，相互靖報量の意味あいが解釈しやすくなる E ある事象が起こった時にどれだけ

の驚きを持つのかを量として表現して，平均をしたものをエントロビー関数と呼ぶ.この事をi念

頭において，全く未知の状況でYを知るのと，原害報X を知った下でYを知る事を考えてみよ

う.原情報と詩られる清報が全く独立な場合i玄関じで島る時にはH(Y)とH(YIX)は等しくなる

ために相互情報量は0となる.一方原簿報と存られる信報の間に棺関関係が眠っている時には棺

互情報量はOではない僅を取る.つまり Yを知る驚きがXを知る事によってどれだけ抵滅するか

を示しているのである.そのような量を調べる事によって原需報X と詩られる構報Yの需の関

採を定量的に解析してみようというわけだ.このように分解すれば話はもう少しコンパクトにな

り，相互'情報量を評舗するためには， 2つのエントロピー関数を評価すればよいという事になる.

先ほどのようにX を原d情報の集合，Yを清報読み出し稜iこ薄られる情報の集合として考えてみよ

う.原清報Xを指定した場合 Yは式 (147)にあるようにノイズの部加のみで完全に決定する.

このことから条件付薙率Pr(ylめは，ノイズの確率分布関数そのものである.例えばノイズ叫の

確率分布関数として，分散σ2の各サイト毎に独立なガウシアンを想定すると，

山=(市)Nexp(-44) (153) 

となる.そのためH(YIX)の内部に対数関数があっても評倍はそう難しくない.問題はエントロ

ピ一環数H(Y)の評{酷である.このエントロピ一関数の評倍には対数関数を通して，全ての事象

についての和というのがある.ここまでくると，雰毘気的にスピングラスの統計力学との対応関採

が感じ取られるかもしれ主い.スピングラスの解析において自由エネルギーの評価をする時，対

数語数を通した和を敢る必要が生じた，配位平均である.そこで対数を通しての全事象について

の和を取る困難さを田避するために，スピングラス模型の解析においても利用したレプリカ法を

利罵する

2官庁Pr担){Pr(y)}n -1 
H(Y) =一註立L3u n (154) 

するとスピングラス護型iこ対するレプヲカ法による解析の場合 (19) のように，べきで表される

量の和を考えればよいという事がわかる.こうしてみると，ここで現れている U在Yについての

和がスピングラス模型において配位平均と呼ぶものに対応していることになる.そう患ってエン

トロビー関数H(Y)の定義式(151) と岳由エネルギーのゲージ変換による別表現(17)を眺めて

みるとスピングラス模型の分配関数がP主(討に対恋している事も見える.それでは分配関数に対

応しているという Pr(引はどのような性震を持っているのだろうか.Pr(y)を条件付確率を用いて

書き直してみると，

P巾)= L Pr(官Ix)P中) (155) 
xεX 

とかける.ここで、原博報についての確率分布関数Pr(x)について考えると，様々な系列のデータ

が存在しうる事を考えると，一様分布Pr(x)= 1/2Nとしてよいだろう.すると Pr(y)を評価する

ためにはあらゆる事象X についての和を罷る必要があり，これもまたありありと分配関数との対
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応をはっきりとさせてくれる.Boltzmann因子に担当するのが条件材確率Pr(ylx)できちることも

見えてくる.さてここまでくると罰題はそう難しく主い，

レプりカ法に基づいた解析法をおさらいしてこう.2二Pr(y){Pr(y)} nは上記の事から以下のよ
うに評価する事ができる.

LPr(印刷η=戸l)N~ l ~ Pr(ylxO) ) l ?二白Pr(空間) 壮56)
uεY - yEY ¥{xO} J ¥{xa}α=1 J 

問題は条件付確率Pr(ylx)であるが，これはノイズの確率分布関数 (153)そのもので与えられる盆

Vi = yi - Aぬと表現されることから

/ -1 ，N ( .. N '¥ { 1 ¥-" 1 1';:"""， . ，，.， 1 
Pr倒的=(ゥデ=寺) exp ~一之言) ~ (yi - AXi)五~ (157) ，vπσノ l ~U i=1 ) 

となる.指数関数の肩の部うまを展開してみると，これは以下のように強立なIsingスピンにランダ

ムな磁場がかかった模型である事が分かる.

/ 1 "¥ N I 1 N 1 N 1¥T A 2 ¥ 

吋吟=(諒芦)叶京芸AYiXi一歩zd-ij去)
元の問題設定を考えてみると，すぐに気づく事であるが，各サイトにある靖報を独立に読み出して

(158) 

いる.それがスピン模型に対応させた時で、あっても，強立なIsing模型になった定性的な理由で、あ

る.またBoltzmann扇子の部分を眺めてみれば分かるが原楕報と得られる漕報が揃う確率は受信

強度Aが強くなればなるほど大きくなる事が見える.これは定性的にも理解できる事である.ノ

イズの効果をものともせず情報を正しく読み出しができるように，Aというのは設定されたパラ
メータなのだから.単純な設定であるため，これまで見てきたようなスピングラス模型のような

譲雑な構造をまだ持つてはいない.そうなると，最初の清報の読み出しの模型をもう少し護雑に

しても，スピングラス模型を扱ってきた我々にとってはまだまだ許容範囲である.清報の読み出

し問題において生じる現実的な問題を少しずつ取り入れてみよう.

6.1.3 1次元の干渉つきの読み出し問題

再びデータの読み出しの問題を考えるが，読み出しの擦に周囲の状況からの干渉を受付るとい

う事を考える.データを表現する素子を高密度高集積北している現状に対しては，実際にこのよ

うな影響を考慮したうえで，正確な構報の読み出し技術を開発，そして評留を守っていかないと

いけない.侭えば1次元的なデータ配列を考えた場合，図36のようにtサイトの右側iこ隣接する

サイト j= i+lからの干渉を受ける場合である.その場合得られる靖報釣は，干渉による効果を

表す係数γにより，

yi = AXi十 Vi十 "(Xj (159) 

と表現される.これまでの無隷通告や独立なデータの読み出し開題と詞じように，スピングラス

模型への変換をしてみよう.Boltzmann因子に対応する条件材確率Pr(ylx)を書き下してみると，

/唱、 N ( ... N 、
Pr(ylx) = (ーゥデヰ Iexp {一言τ)~ (yi - AXi - '"'(x.i戸> (160) 

¥ V21Tゲ) . I 2ð~ 乞r
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宰i 事j

思 36:デ、パイスでおをひとつずつ読み出していき，右方向にスライドしていく.高密度にデータが書き込

まれている状況下では，講のサイトのf膏報 Xjからの干渉前会影響を受ける場合がある.

となる.指数関数の宥の部分を展開してみると，今度は以下のように 1次元の強磁性Ising模型に

最近接相互作用，及びランダム磁場がかかったものと対応する事が分かる，

/宅、 N (~f N ¥ ~ N "ァ l

pr(uizH(ztZ5) exp{ 会 t Aγ ~XiXj+ ~hiXi J一会Eン?一会(A2+ ')'2) ~ 
、・ _..~ / l ¥ (ij) i=l / i=l J 

(161) 

ここでん =AYi + ')'めである.査感的にはノイズが入っただけの場含よりも原情報を正しく読み
出しをする事ができない事が想録できるが，前述の場合 (158) と比較して.隣接スピン間の棺互

作用iこよってサイト 4のスピンの方向に影響が現れている事が見て取れる.ランダム磁場の中にも

在隣の構報からの干渉の影響が現れている.そのため， JEしく'靖報を読み出す， l1Pちスピンの向
きをランダム磁場のなかにある訴の方向に正しく画定するためには干渉の効果を低減する必要が

ある行~ 1)事が分かる.

6.2 2次元スピングラス模型との対応

それでは正しくf膏報を読み出すためζ-工夫を疑らしてみよう.つまり統計力学の観点から言

えば，秩序相を持つように次元を大きくした模型を構或しようというわけである.勿論普通は逆

の考え方をするべきで，ある情報の関題を表現した模型を統計力学的に扱ってどのような性震が

あるかを議論するのが真っ当である.しかしここで考えるように統計力学の模型からd惜報の構成

法を提案する事も物語としては悪くないし，意味のある、ことだ.単純には2次元のIsing模型であ

れば秩序桔を持つ事が知られているのだから，それを念頭において情報の読み出し問題を構成し

てみよう.

6.2.1 2次元の干渉っき読み出し問題

今度は三角格子上のサイトiこ靖報を表す要素となる物理的な状態的をおく事を考える.これま

で同様に向はスピン変数であるとしよう.同じように馬所的にデータを読み出す事を考えるが，

情報の読み出し方法を国37にあるように 1つのボンドの端点である格子点2つを利用して，それ

らの状態の積ぬXjを読み出す状況を考える.この積の清報を全て知る事ができれば，もちろん格

子点の』層報 Xiをそれぞれ復元する事は可能である.それはボンドの本数に対して，サイトの数が
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図 37:三角格子状におかれた原博報Xi・デバイスは上方向の各三角直で読み出しを (ij)ぅ(jk)，(ki)につい

てそれぞれ行う.その探にノイズ誌勿議のこと，周囲の状況からの干渉を受ける.

少ないためだ.サイト lつの靖報を表現するために，ボンドに情報の別表現を用意する.その数

が多いという事は無駄を用意している事に詰る a しかしこうすることによって，もしもノイズに

対する情報のロバストさが高まるのならば2 こうした無駄も意味がない訳ではない.そのように

して情報に無駄を作ることを冗長化と呼び多博報の表現方法によって J情報に対するノイズゃある

種の誤りを除去するための工夫のひとつを誤ザ訂正符号と呼ぶ.こうしてできたポンド土におか

れている情報を読み出し薄られる'請報Yijについて考えてみよう.添え字を (ij)としたのは読み出

す情報は三角格子のあるボンドに詮司して，その面に付随した図37のようなボ、ンド1つの状態を

読む事でデータの読み出しを行うためである.同じようにノイズが乗ること，そして読み出しを

行っている三角形にある能の2本のボンドの状況からの干渉の効果を受けるような状況を考える.

Yij = AXiXj + Vij +γ(XjXk十 XkXi). (162) 

このように得られる情報均と読み出しを行ったボンドに書き込まれている状況を表現するぬ勺

の関係を書くことができる.これまでと同様に， Boltzmann医子に対応する条件討確率Pr(YIめ
を書き下してみると，

/噌 " N I ~ I 

Pr(仲)=( ~) 時 1-古2._;{Yij -AXiXj -，， (XjXk十為的)}21 (163) 
¥ V L/ìra~ ノ L 中U 豆1 J 

となる.指数関数の肩の部分は三角形に付髄する 3本のボンドからの寄与全体を注意して勘定す

ると以下のように展開できる.

J 1 ["  n __ __ ¥ 1"  _ 2 lV (A  2 ， OL.2¥ l 
Pr(仰)れXP);2 (Lι.jXiXj J -2;2 :2ンtj-EP(A2+げ)( • (附

l ¥ (ij) / all J 

これは三角格子上のランダムボンド型のスピングラス模型と対応している事がわかる.相互作用

のランダムさ I4jは以下のように与えられる.

I4jニ AYij+"ぎ'jk+ "Yki - 2A" -，，2. (165) 

よく見てみるとあるボンド (ij)に関する相互作用は他のボ、ンドに割り当てられた吉井ヲYkiにも影響

されている.つまり相互作用品jは，この意味で相関のあるランダムな相互作用をしているとい
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う，新しいタイプのスゼングラス模型である事が分かる.これはデータ読み出しのところで他の

ボンドかちの干渉が影響するためであるーもしもデータの読み出しの際の干渉を無視できるくら

いに影響が小さい (i<<1) とすると， &j = AYijとなり，ぎ虫立なランダムさを持つ相互作用によ

るスピングラス模型に話を需着させることができる.

上記の開題はあくまでa情報の問題とスピングラス模型の関係性の例として，相互構報量がスピ

ングラス模型の自由エネルギーと関連している事を紹介するに留めた.本解説記事ではここまで

にするとして，これらの問題に対してのスピングラス模型の双対変換が果たす役割を述べておこ

う.上記の問題から更にもう一歩深入りすれ試，スピングラス模型の棺転移と情報の推定の確実

性の関連性に註匡して，原靖報を正しく誰定できるかどうかの境界として有隈次元スピングラス

模型の柁境界を調べるという問題に行き着く 8 有観次元スピングラスの開題となると，相転移が

具体的にどこで記こるのかを定量的に定める系統的右手法は脊在しなかったため，このような関

係が島ったとしても数値計算で評錨するしかなかっただろう9 しかしながら 2次元のランダムポ

ンド望のスピングラスであれば，これまでに紹分してきた双対変換による手法で10，棺境界を非

常に精度良く定める事が可能である [74]. こうなれば上記の問題を始め，実際の現場で必要とさ

れる情報の推定問題の性能評値に取号組むことができる.物理の問題を離れて応用的な側面から

も活躍をする事が垣間見える.物理の問題だと限ってみると， 2次元の限定的なスピングラスの問

題となってしまうが，このような応患にまで自を向けてみると様々な問題が存在する.ひとつ系

統的な手法ができた場合，大きな広がりを晃せる事こそ物理学における基礎研究の醍醐味ではな

かろうか.

7 有醍次元スピングラスと量子構報誤り訂正符号

もうひとつ応用的な制面から有限次元スどングラスの問題を晃てみよう.先ほどはf青報の読み

出しの問題において有罷次元スピングラスの桓転移の問題が，靖報の推JE技指の性能評価に繋がっ
ている事をみた.また解説記事全体としては，スピングラス模型の，特に多重臨界点の位置を求

める手法の話をこれまでしてきた.では話を戻して，多重臨界点の位置を求める事には，どのよ

うな意味があるのか.物理としてはスピングラス摸型の相転移に関するひとつの限定的な問題に

しか過ぎない.地の援点からも重要性があれ;主それは面白い.そしてその関連牲を見つめる事

で，元々の問題の意義を解釈する事iこも繋がるかもしれない.実はそれがある.先ほどの情報の

読み出しの問題のように，量子情報という新しい分野にお汁る靖報課存における誤り訂正符号と

呼ばれる技術の性能評価という問題に宣接結びついているのだ¥このような事実はたいへん興味

深いものとして，いかなる分野を研究している人間にも挟るのではないだろうか.その問題のひ

とつとして多重臨界点の問題を再び挙叩る.

最後の最後にもうワとつ大きな話が来ると疲れてしまうだろう.ここではあくまで文献[75ラ76]

に治った最小限の解説をしておく.しかしながら興味を多少なりとも持った読者はそれらの文献

を更に深く読んでみてほしい.

8解軒手法や対応関係等，ここで紹介したものとほとんど同乙であるが，正確には違う事記のでここで明記しておく.

棺互情報量の特異性の場所を調べるという問題はこのままでも対処できるが，その特異性の意味するところや棺につい

ての情報理論からの意味づけ等ははっきりとしない問題である.ただ推定の問題であれば撞芝可能かどうかの境界がま

さに棺境界と対車している.

9実欝2次元のランダム議場Ising模型と上記のような干捗つきの読み出し問題を対応させて数値計算iこよりその性
能評錨を行った研究がある [73].
10本解説記事では省いたが，三角格子の場合は星・三角変換 [26ラ 27]を導入する事で同様の解析 [34]を行う事が可詫

である.
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7.1 量子情報と誤り訂正容号

量子s情報とは，量子力学に現れるいくつかの柱賞を利用した靖報処理を行う.これまでの古典

的なデジタル清報(古典靖報)とは異なり，重ね島わせや干渉などを利用するため，その計算範屈

がより広いものであると考えられている.そのため量子状態を利用して信報を表現していく.古

典情報におげるどット (0と1の2進数)に対応して，量子靖報ではキューピットと呼ばれる情報

単位を持ち， 2つの状態をいわば同時に含む事が可能である.

|争)=α10)+ bll). (166) 

ここでαとbは複素数である.また基底として選んだ状態は 10)= t(lヲ0)と11)= t伺うめとしてい
る.しかしながら先ほど考えたようなデジタル皆報(古典清報と呼ぶ事も為る)では通信や計算

処理や読み出しを行う時に雑音的にエラー(誤引が生じる可能性がある一方，量子情報ではそ

れらだけではなく常に環境との相互作用の彰響による誤ちが発生する可能性がある.何もしなく

ても誤りが生じるという事だ.量子力学持有の現象，デコとーレンスと呼ばれる現象である.こ

のデコヒーレンスの第響を取り除くことが，量子清報において泣必要不可欠となる.常に誤りが

生じてしまうという事需を考えると，常に何らかの操作をして誤りを修復し続けなければならな

い事も想像できるだろう.

上で述べたように環境からの擾乱を受けて，その量子状態は需に変化をし続ける.その変化を

表現する方法をまずは考えよう，量子状態には大きく分けて 2種類の誤りが想定される.ひとつ

は反転誤り，もうひとつは泣相の誤りである.具体的には， Iめから 11)へと移るようなもの〈そ
の逆も含めて)を反転誤りと呼び，護素数の録数が変記してしまうものを位指誤ちと呼ぶ.これ

らの誤りはPauli行列によって表現する事が出来る.反転誤りはσzで容易にあらわすことが出来

る.例えば， 10)という状態にあったキューピットに対して作用させてみると，

向指)= ( ~ ) = 11) (167) 

となり反転誤りを表現している事がわかる.また同様にイ立相誤りもむによって表環する事が出

来る.

先ほどの古典情報における例と詞様i乙量子清報においても，転送したい，又は保存したい情

報に誤りを訂正するための手がかりを付加する.冗長記である，この元長記を利用して誤りを訂

正できるようにする方法をやはり量子情報にも求めるべきで，量子惇報誤り訂正符号と呼ばれる.

この際に如何に工夫するかが重要なところである.

7.2 トーラス符号

量子惇報を安定的に保つための誤り訂正符号のひとつで、あるトーラス符号と呼ばれるものを紹

介しよう [75ラ76]. このトーラス符号は，これまで、扱ってきた土JIsing模型の相図の樺造と非常

に密接に関係している.先に言ってしまえば， トーラス符号の性能評値が土JIsing模型の相転移

の解析を通して行う事が出来るのだ.

7.2.1 トーラス持号わ構或

今回は簡単のため，位相誤りを訂正できるような符号化についてのみ考えていく.本質的には

反転誤ちに関しでも同じように出来る. トーラス持号は，まず始めに量子状態を沢山用意して王
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j争i

国 38:トーラス符号の構成法.正方格子上のボンド上iこキューピットを配列する.縦方向横方向共に周期

境界条件をとるため， トーラス符号と呼ぶ.

Z23 

図 39:詩号化及び検査演算子xji)とzf)の作用の仕方.

方格子上のボンドの部分においていく事を考える.これが了度先に紹介した冗長化に棺当してい

る. トーラス符号という名前の由来ともなっているが，この王方格子には縦方向，横方向共に周

期境界条件を課す.(国 38)正方格子全体ぬ量子状態でもって，いくつかの情報を保持するような

特号化になっている.

まず以韓で主役と令る 2つの演算子を紹介しよう.ひとつはxai)~ま王方格子上で i 番目のサイ
トの周りを囲む4つのボンドの量子状態を反転させる操作を表す演算子である.(菌 39)具体的に

はある格子点の周りにある 4つのポンドにおける量子状態に対して九を作用させる.またもうひ

とつの演算子としてZFを定義する.(図 39) これは正方格子上の正方形を指定して，それを囲む
4つのボンドにおける量子状態に対してむを作用させる.実はこの2つの演算子が誤りを検査す

る撰算子でもあ':J， x!は位相誤りを検出する役割まあり， zJOは反転誤りを検出する役割がある.
この再者の関係をここで考えると，十字架状に作用するXFは正方形状iこ作用する ZF)との罰で，
作用するボンドは重詰ったとしても 2本である.よってその重なった部分でPauli行列の反交換龍

係を適罵すれ試， ixPJF]=0である事が分かる 重ならない場合に関してはこの交換関孫は
自明に成立するので，任意の格子点，正方形への作用に対して， [xjopzy)]=0である.よって
ふたつの換査演算は同時富有状議を持つ事がわかる.この固有状態を|雪。〉と書き， トーラス符号

の方法で情報を表現する 1つの量子状態で、あるとする.さてそこからトーラスという性質を用い
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ち

E主宰

図 40::持号記誤算子Hiとvi(i = x， z) の作用のさせ方.

て，他にも論理演算子Hz，た，Hx，ちの{乍用によって以下のような異なる量子状態を設計する.

i雷(k，l，m，η))=H~可EFvfi君。). (168) 

ここで待，l，m，n)は作毘の有無を表す整数の組でそれぞれ§ぅ1を取る.よって合計で16状態の量
子状態を設計した事になる.また九と Hzはそれぞれ縦方向に対して任意の 1列，境方向に対し

て任意の 1行に対して全てにのを作用させる操作である.(医40)そしてちと Hxはそれぞれ縦

方向に対して任意の 1列，横方向に対して任意の1行に対して全てに円を作用させる操作である.

但し作用させる時には双対な搭子を想定して咋用させる事に注意したい.(図40)これはトーラス

上の幾何学の特徴を表しているところで島るが，ぐるっとトーラスを巻いたように作用している

ことが重要である11 これらの異なる量子状態沼状ぅl，m，叫〉もまた検査読算子の国有状態である
ことは即座に示す事が出来る.さて 16留の異なる量子状態|守(kぅ1，m，n))の譲形結合を考える事
で， 1つの量子状態として扱う事を考える.部ち 4キユ}ピットの情報とする.

i守)=乞!副長よ俄うね)) (169) 

正方搭子のボンドはNBと莫大な大きさを持つのに対して，構成できるのは4キューピットだけ

なので相当な冗長量である. しかしながらこのデメリットを越えたメリットが，このトーラス符

号iこはある.このトーラス符号においては，各ボンドにおける量子状態がそれぞれ誤りを引き記

こす.この誤りの確率があまりに大きく主ると誤ち訂正が出来なくなる.ではその誤りの確率は

どれくらいであれば，よいのだろうか?その確率が有限の笹を持ち， しかも実装した場含に想定

できるレベルの誤り確率であることが望ましい. トーラス符号はその顕いをまさにかなえてくれ

る委量子情報の誤り訂正技術の中でも橿めて稀な朝!なのだ¥しかもスピングラス護型と対志させ

る事が由来るという意味でも，解析や理解をしやすい符号であるといえる.

7.2.2 誤りと検査譲算

次の段階はその誤りを検出する方法である.その接出操作の結果， トーラス符号で表現される

靖報を壊してはいけない.実は先iまど定義した2つの損算子xfLzF)が積査請算子である.

11トーラスの形状を変えれば，その分論理潰算子の撞類が増す.そのため含ませられる楕報量が増大する事は指摘し

ておく.そのため最大限4キューピットという訳ではない.いくらかの工夫の余地がある.
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X!，i) -1説付ite

A 

図 41:反転誤りとその検出.検査摸算の結果-1が帰ってきた場合，黒丸を付しておく.

国 42: (左額貯検査演算を全サイトiこ関して行った持;こ得られる模様.検査演算の結果-1が婦ってきた

場合に黒丸を付しておく.(真ん中)推定して接続のように -1が生じているサイト同士を結ぶ.推定なので

いくつかの可能性が当然あるべ右側)推定して結んだ、経路に沿ってιを非用させる{藤正演算トその結

果，諺王演算と元から生じている誤りによる洋用が，検査譲葬子ZF)の組み合わせで記述される作用に切

り替わる.

7.2.3 誤り検出とその修正

肝心の誤りの検出はどのように行われるかを見てみよう.簡単のため， {立相誤号のが生じた場

合を考える.函 41のように位棺誤りのが生じた場合を考える.反転誤りを検出するのは換査譲

算xFの役目である.この検査演算は常に正方格子全体に行われている.菌 41のように反転誤
りが生じている場合，検査演算の結果として反転誤ちが生じているボンドの隣接する正方形では

以下のような計算により， -1という植を出す.

x!i)O-zl雷(kラl，m，n))=-σzXJ03{kJラ仇ぅ九))=-1雷(k，l，m川)). (170) 

これは純粋に Pauli行列の反交換関捺から示す事が出来る.一方で，上記の検査撰算子によって

我々が手にすることの出来る情報はこれだけである.つまり験査演算の結果，密42にあるような

模様が見つかるだけである.これを量子:決議にお汀るシンドロームと呼ぶ.それを元にして量子

誤り訂王を考えなけれiまならない.素朴には検査演算の結果芳図42にあるようなシンドロームが

与えられた正方形の関;こ誤りがある事が考えられる.検査演算の結果，シンドロームが生じたサ
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図 43:周期境界iこ護って繋がった誤習が生じた場合の検査演算結果ぺ真ん中)最短距離で結ぶ推定法によ

る修正演葬ベ右側}その修正演算によってもたらされる量子状態への作用.

イト同士を適当に推定して結ぶ事を考えてみよう.ひとつ系統的な手法として，例えばシンドロー

ムが生じたところ同士を最短臣離で結ぶなどがあるだろう.そのようにして結んだ、径路に沿って，

誤りと同じ種類の演算を作用させる.椀えば位相誤りの場合は，むを径路に沿って存用させる.

これが実は修正演算になっている.(園42)すると量子状態に島然に生じた誤号と，修正演算で生

じた効果両者によりZFという演算と同じ鶏果が生まれている事に気づく.抱の結び方にしても
実は同様に検査諜算zy初演算の組み合bせで表現できる事に気づく.(図42)検査演算ZFはい
くつ作用させてもトーラス符号上の量子状態を変化させ設いので，誤りを諦麗に取り除く事が出

来たことになる.これは図形の表現で言えば，元々の誤りと諺王演葬によって閉ループが出来る

事が分かるだろう.誰定した径路が異なっても高々閉ループの形状をトーラスの上で変化させた

に過ぎないという事になる.その場合ノレープがどんなに大きくても変形を繰り返せば小さく出来

る事を意味している.つまりどんな推定であってもよいから，関/レーフ。を講成しなさいというの

が修正の基礎となる事がわかる.そしてトーラス特号の巧妙なところi丈検査漬算の作用がこの

閉ループ。の変形に対応しているところである.検査漢算子をあらゆるところに常に作用させる事

で状態を安定的に保とうとする.その際にシンドロームから諺正演算を絶えず行う.その後検査

積算子の作用によって関ループは絶えず変形を繰り返している.この間/レーフ。の形状に特異な事

がおきる時，修正が失敗してしまう事が予想されるだろう.

1.2.4 修正課界の登場

トーラス上の正方格子におけるボンド上iこ誤ちが生じる確率が大きくなると，その諺王演算が不

可能な場合がやがて現れる.誤りが生じる薙率をPqとすれば，当黙ながらその誼が大きい時にそ

のような問題に直面するだろう. トーラスを巻く程に長い位棺誤りが連続した状態に対して，検査

演算を擁した状況を考える.(殴43)この場合に安直にシンドロームが生じた点同士を結ぶように

修正損算を施すと， トーラスを巻くようにのが作用する状態となる.諺正演算前は量子状態陣)

に誤ちが乗っただけの状態であったに対して，修正演算後にはHzl曹)と変化してしまった.つま

り量子状態を構成している憎(kラムmス))が沖(kラl，m+1ラ吟)へとシフトしてしまった事を，図
の状況は表している.異なる量子状態へと変北してしまったため，誤り訂正が失敗してしまった

事になる.これは修正演算によって関ループを作つてはいるものの， トーラスを巻いてしまって

いるからどんなに変形しでも小さい形へと押し込めない事がわかる.どんなに小さくしてもトー

ラスを巻くような直線，ちょうど論理摸算子のような咋舟の形にしかなれないのであるーこのこ

とを図形的には開ループのホモロジ-(J)ヲラスが変化したという.この様な限界が誤り確率Pqが

いくつのときに語れるかを評倍すること，これが誤り訂王拝号の性龍評舗という問題である.実
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用を考える場合の尺度を与える意味で重要な問題である.

ここまで辻主に金相誤りについて考えてきた.それに対する検査摸算はXFで、あった盆その場
合誤号が非常に大きくなると，修正装算後に符号イヒの時に利用したHzや同様に九がトーラス符

号の量子状態に作用してしまうことで誤り訂正が失敗する事になる.

元長化が過ぎると解説記事として皆報として何も伝えなくなってしまうので，これ以上の詳締

な説明は省くが，反転誤りに関しても同様である.その場合iこ手明する検査演算はZF)を用いる.

符号北も諺正賓算もそれにttじて問乙ように行う事が出来る.

7.3 トーラス蒋号での修正限界

ではその性能評舗の問題を実際iこ行うための定式化を行っていこう. トーラス符号上の誤りの

集合を E として表記する.そして検査漬算結果から修正演算を施すために誰定した窪路を E'と

して表そう.我々がトーラス上の量子構報から誤りを締麗に取り去るために，行わなければなら

ない諺正演算はEに対して ιを適用する事である.その修王演算の結果できるループの形状を

D=E+E'と書く.その集合D=E+E'がトーラスをぐるりと回るようなものであっては留

る.我々が行う事の出来る修正演算はZF)であるから，高々正方形を組み合わせてできるような

開ループ形状(これをCと書く)のものだけなのだ.

7.3.1 穆互隈界評錨

{彦王誤算を行う際に検査演算によって -1が生じた点(シンドローム)同士を結ぶ推定方法には

選択の余地がある.無理のない推定の範屈には限られるものの，様々な推定窪路E'によって疹王

をしたとしても諺王が可龍であるような状況を考える.誤り Eが与えられた時，その発生確率は，

P(E) = p~EI (1 _ pq)NB-IEI (171) 

で与えられる.するとこの誤りに対して，閉ループ形状を作るよう記誰定を行う.検査演算によっ

てこの需/レー7'ま形状を常に変化させ続吋る.その時あらゆる変化を考慮した上で発現するよう
なE'=E十Dの全発生確率は

P(E') = L P(E + D) (172) 
Dεc 

で与えられる.この様々な推定の結果，いくつかあるホモロジークラスのうち，元々のホモロジー

のクラスに戻れる確率辻以下のように与える事が出来る.

P(E') 

I:D. P(E' + Di) . 
(173) 

ここでDi辻トーラスをぐるちと回るループを表しており，ホモロジーのクラスを分類している.

例えば今回の場合は，Doは空集合としてノレーア。がない場合を表し，Dl' D2はそれぞれ縦方向横

方向にぐるっとトーラスを回るようなんーフ。を表して，D3 = Dl +D2である，よって同じホモロ

ジーのクラスに入れば修正は失敗しないのだから， トーラスの大きさを非常に多くすることで元

長化を大きく取る事で，以下の関孫式が成立すればよい.

P(E') 
uc.(pq) = 

'lJ LD. P(E'十Di)
(174) 
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図 44:誤り〈栂互作用の分布)と修正演葬(スピンの向き反転)の対応.破隷がιの作用している部分

を表す.

あとはこれを解析的iこ評f面する事が出来ればよい.上記のような模型を具体的に評倍するために，

統計力学の処方護を利用しようというのが作戦である. トーラスを大きくするというのは，統計力

学における熱力学的極限に相当している‘技衛的iこはキューピットを多く必要とするこのトーラ

ス符号の大規模化はまだまだ実現には近いとは言いがたいーしかし会がら理論的に非常に興味深

い対象があるのだから，先んじてこの問題に対して解答を用意しておく事は決して無駄ではない.

7.3.2 スピングラス表現

具体的な性能評価を与えるために， トーラス符号における誤り訂玉をスピングラス模型の言葉

に翻訳していく. トーラス蒋号全体に及ぶ誤り確率P(E)~土土J Ising護型の強磁性，反強磁性

相互作用の分布の表現と以下のように閉じにする.

_Kr.T.，ミ

P(E)=pF|(1-pq)NB-iEi=H2C。ムkm
(ij) 1" 

とかける.'Tijがどこに誤りがあるかを表す.誤りがある場合 'Tij = -1，ない場合に対しては

'Tij = +1を対応させる，ここで、pq/(l-pq) = exp (-2Kp)としている.誤り確率pqと強磁性相互
作用の発生確率pと対応が反転している事 (pq= 1ーがに注意して欲しい.

さてこのように誤りを棺互作用の分布に置き換えると次令る対~はスピン自由度である.これ

は検査演算 Z~i) ~こよる閉ルーフ。の変形に対忠している.検査演算は王方形部分だけに σz を作用さ
せる.そのため誤りの部分は元に戻されて，イ可もなかったところに辻誤りが付加される格好とな

る.これは正方形にスピンをおき，そのスゼンを反転させたときの状況と対応させる事が出来る.

(国44)換査損葬の作舟がスピンの向きに対応するのだ.つまり換査演算をあらゆる正方形に対し

て適用するということは，全ての正方形にスピンを乗せておき，そのスヒ。ンの配栓についての和

を考えればよい.よって以下の対~関係を持ることが出来る.

(175) 

pr)=ZP(Ed)=T(2coよKYBZHekmj崎司 Z(Kp;制 作76)
1"/ {Si}(ij)ij 

この対応を使うと，典型的なパターンに対する疹正成功確率は，

P(E') (， ， ~ Zi(K;ヲ{匂}九= 11+ちム }:-') rL -TJ':: I 
2.=Di P(E'十Di) ¥ 台 Z(Kp，{ηj}) ) 

(177) 
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と書ける.ここで定義した新しい種類の分配関数は，P(E'十Di)~こ対応して Zi(Kpラ {Tij})は高じ
{Tij}の分布に対して， トーラスをぐるっと由るようなTijニ -1を追加した場合の分記関数であ

る.さてここに現れた分配関数の比は物理量の援点からは自由エネルギーの差と対応している.

(Zi(Kp1 {η3・})¥
ムi= -sFi(Kp， {Tij})十sF(Kpぅ{匂j})=losi i ¥Z(Kpぅ{Tij})) 

(178) 

あとはこの自由エネルギーを評缶する事が出来ればよい a この自由エネルギーの差と誤り訂正が

成功する確率のとの関採についてもう少し考えてみよう.exp(ム)→ 0となることで九UC.→1に

なる一方， exp(ムA→ 1となることで九UC.→ 1/4となる12 あるしきい植を境目に自由エネル
ギーの性質がまるで異なるというわけである.これは安置には特異性が生じた事を三示唆している.

もう少し噛み砕いて言えi主反強議性相互作用が多くある場合，スピンが反転している領域が系

全体に及ぶようiこなったことを示す.つまち熱力学的極限において スピンの向きを上向きにそ

ろえようとするには，境界の長さに及ぶエネルギーが必要で、あるため無視できない事を表す，自

由エネルギーの自己平均性を用いて，その配位平均で自由エネルギーを評植する事にすればこれ

までに説明してきた士JIsing模型の統計力学へ再び話が戻る.上記の考察の結果として， トーラ
ス符号の誤り訂正接界は土JIsing模型の酉森麓上 (K= Kp) の相転移点，即ち多重臨界点で表
される事が分かる.

これまでに紹介してきた多重臨界点の結果がそのままトーラス蒋号の誤り訂正限界の評植へと

直接繋がる‘これまでの結果を利用すれば，例えば正方棒子の場合はPq= 1-Pcお 0.1092程度

である.今回の例では王方格子の場合について最り上げたが，もちろん他の格子上に量子状態を

乗せて構成するトーラス特号も考えられる.三角格子の場合はPq= 1 -PCお 0.1640翠度であり，

王方格子の場合よりも誤り確率が大きい場合でも誤ち訂王が可能である，つまり比較的強国な誤

り言TIE符号である事が結論付けられる.

最近ではトーラス特号を発展させたカラー符号というものも登場している [77，78].詳細はここ
では述べないが，やはワスピングラス模型の多重臨界点とカラー符号の訂正限界が対応する事が

知られている.カラー符号の方が，扱える量子計算の種類が豊富であるため， トーラス符号より

も発展的な興味の意味で注自を集めている.カラー符号における誤りの修正限界も再びスピング

ラス模型の自出エネルギーの脊異性と再び一致する.但しこの場合の対応するスピングラス模型

は， 3体相互作吊をする特殊な模型である.特号を講或する量子状態は三角格子上，もしくはユニ

オンジャック詩子上の三角形の上に乗せる.その量子状態に生じる役棺誤り，反転誤りを確率Pq

とすると再び士JIsing模型に対応させる事が出来る.しかし相互作用は3f本相互作用をするもの

で，ハミノレトニアンは以下のように表される，

'
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ψ
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d
 一一H

 
(179) 

ここで和は諮子上の全ての三角形で取る.この模型も離散フーリエ変換を施す事で，再び三角格

子，ユニオンジャック格子の模型へとそれぞれ変換することが出来る.これまでに解説してきた双

対変換によるスピングラス摸型の解析手法で，多重臨界点の位置を極めて正確に計算する事がで

きる [79J.その多重離界点のf立置が，カラー符号においても誤り訂正限界を表す.三角格子の場

合Pq= 1-PC回 0.1096-8であり，ユニオンジャック格子の場合はPq= 1-PC巴 0.1092-3と
見穣もられる.

12成功確率辻Gとはならない.それはあくまで疹正に失敗した量子状態の波動関数の保数は変わっておらず，基底と

なる同(k，l， m， n)} (持に m，nの変化〉がシフトしただけに過ぎないからである.成功確率が 1/4なのは，そのシフ
トのありえる可能性が 4通りであることからくる.
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7.4 最後に

最後に突拍子もないかのような，量子構報における誤り訂正符号開題とスピングラス模型との

関連について付け加えた.解説記事としては，スぜングラス模型の多重臨界点が解析できますよ，

それだけでもよかったのかもしれない.しかしながら，以下に述べる解説記事の経緯にその理由

がある.筆者が卒業研究の題材として取り組んだのが，実はトーラス特号の誤り訂正符号の問題

であった.当時は解析的な手法については不勉強で，専ら数笹言十葬によって創造的というよりも

どちらかというと直接的な作業に追われていた事を党えている.そ的中で、ある独特なアルゴリズ

ムを習得する機会があり，それの日本語による解説記事を物性研究に書いてみないか?と打診され

たことがある.結罵流れてしまって，国りまわって今こうして物性研究において，本解説記事を

書いているのだが.その卒業評究に関しては，正宣何も出来会かったに等しい.しかし本解説記

事の半分を占めている修士論文研究， i専土論文に関連する研究内容に関しては自信を持って，世
に知らしめたいと頼っていた.これまでの蓄績をこの物性研究の解説記事として執筆できる機会

を再び得られたのは，本当iこ喜びと驚きで感動しきりである.

上記のようなこうした流れがあり，自分のこれまでの歴史そのものを援ち返るきっかけにもな

るし，詰め込んだ方が解説記事以上の意味を持っかもしれ会い.そう考えて，駆け足の解説では

あるものの，最後に誤り訂正符号の開題を是非とも付け加えたかった.読みにくい構成になって

しまって読者の皆操には串し訳ない支持ちで一郭であるが，わがままを許していただきたい.し

かし実際上，今Eにおいても量子構報理論はその進屡が昌覚しい分野である.再びこの問題から

宥隈次元スピングラスの需題を眺めなおす時期が来ているのかもしれない，

0
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スピングラス模型の臨界点と双対変換

8 まとめと今後の展望

本解説記事では，有担次元スゼングラス模型に対する新しい解析手法として，繰り込み{部分

和)を利用した双対変換を紹介してきた，前半部分では，双対変換をそのままスピングラス模型

に適用した場合の問題点を指揮して，妥当性を検証してきた.後半部分では，いくつかの問題点

を考量して改善方法を摸索する中で，どのように操り込みを利用した解析に着想できたかを感じ

てもらえるように記述した.双対変換の重要な部分は，温度の変換を見出す事である.しかしな

がら，双対変換をそのままスピングラス模型に適用すると，湿度の対応関係が複雑となりそこで

新しい考え方が必要となるというのが亘観的な説明であろう.その温度の関係を，これまで扱わ

れた場合と間接なものへと正常化させるのが繰ち込み群による解析の効果である.即ち転移点泣

繰り込み群の観点からも，双対変換の観点からも，国定点でなければならないのだ.この事実が

スピングラス模型において，単純金双対変換による解析を難しくしている.

これまで解説してきた新しい解析手法により，以下にあげるいくつかの素朴な結果を得ること

ができることを示した.酉森毅上での多重臨界点の位置，スどングラス棺の存在の可龍性につい

て，そして相境界の額きの議密解である.素朴な，というのは結果の素朴さではなく，素朴なj志

用による結果という意味で林している.結果の非自明さについては読者と共有できるところでは

ないだろうか.本E転移の議論を行う上で欠かせない基本的な問題として，棺転移点の位震に関連

した話題は双対変換の範囲では彫りつくしたように患われる.特に副題とした，厳密解を求めて，

という部分は棺境界の領きに関しては少なくとも到達しているといえる.それではスピングラス

模型の双対変換の次なる方向性はどこにあるのだろう.全てを詳細にここで披露するのはお論控

えるが，いくつかの方向性を提示しておこう.スピングラスに隈らず，双対変換それ自体の適用

範題は完全なものではない.もう少しまいクラスの模型iこ対して連用可能ではないか，と模索す

る方向性がひとつあるだろう.そして高次元の護型への拡張である.これに関しては現時点では，

双対変換により異なる模型の罰の関保性を克出せるところまでは確立している.この性質を利用

して2次元のスぜングラス模型を超えて， 3次元などのより現実の物質や実験に繋がる解析を行う

というのが野望として芽生えるだろう.忍もその挑戦者の一人である.

またこれまでスピングラス摸型の解析というと，特に有摂次元の場合，業界全体として鬼門の

ように感じられてきた.最近になっても平均場理論を駆使したスピングラスの更なる理解や考察，

及び関連する分野への平埼場理論の応用などが盛んに行われている.特に熱平均と配位平均のよ

うに 2重の平均が必要な開題に対する強力主手法として，スピングラスの理論は佐の分野，特に

情報理論の分野などへの~用が進んできた.またその発展方向が一分野を築くまでに至っている

のも事実である.提来型の平均場理論に基づく話題はそれ註それで面白いのだろうが，あくまで

平均場の範韓なのだ.まず物理学の観点からは，多少現実的で、あったり想像のしやすい有隈次元

という舞台で，何も出来ないままでは圏る.2次元のスピングラス模型という最も素朴な舞台で

はあるものの，双対変換というひとつの解析的な手法が少なくとも確立したのだ.驚くべき事に，

それは古くより知られる統計力学の手法である，双対変換を基礎とするもので、あった.今後こう

いった既存の手法を拡張することによって，有娘次元のスピングラス模型の難しい問題に立ち向

かう事ができるという場面が出てくるかもしれない.そしてここで紹介したスピングラス模型の

双対変換は，やはり 2重の平均の問題を難しい計算なしで解析する手法ともいえる.本解説記事

で簡単に紹介した構報の読み出しの問題や量子情報における誤り訂正符号の問題など，脊隈次元

スピングラスと対応する他の分野の問題がまだまだ官民っているはずだ。

誰も手出しが出来ない難題を，少しずつでiまあるが解決へ向かつて進展していく.この積み重

ねがいつかは大きな発農へと近づく一歩である事を願って，筆をおく.
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付録A ゲージ変換による物理量の評価

西森隷上でゲージ変換を用いた解析手法をもう少しここでは紹分しておこう.ゲージ不変な物

理量をQとする.ouえばハミルトニアン (2)記どがそれにあたる.異体的な視として，これまで
手星野れた土JIsing模型を例として考える.そのようなゲージ不変な量の懇平均，及び配位平均を
まず考えてみよう，

~K"，T，;，; 

[(Q)]前 =LII 2:。ふKpZ(ぷ{T})ZQHekq3S4
{ァ}(ij) -~~~~~ ~-p ~ \~-， L' J J {Si} (ij) 

(180) 

ここでゲージ変換を考えてみよう.ゲージ変換を行うと，eKp乃jj2coshKpが eKpTijσ内 j2coshKp
のように変化する，つまるところ，ゲージ変換は艶位平均による和を車る煩番を入れ替えるに過ぎ

ない.そのためいJをどのような組み合わせで選んだとしても，[( Q)]釘の笹に変化は生じない.
そこで両辺開時に{σi}のあらゆる組み合わせについて和を取ってみよう.左辺は上記の理由から

2Ns [(Q)Lvとなる.一方の右辺については分布関数が変化した事に注意すると，以下のように計
算する事が出来る.

[{Q)]av = 
2Ns (2 cosh Kp)NB 

× z忍}喜z}greJK持山P
一主 1 2E2::::;妄YENS3 (181) 

ここで西森藤の条件K=Kpを課す.すると右辺にある分配関数の比の部分，Z(K)jZ(Kp)が1

となる.そのためゲージ不変な量に寵して，分重己関数の部分が消える事を手当用した解析を行うこ

とができる.

具体的な例としてハミルトニアンを考えてみる.

[(H)]av -152(-zqjs什…
1j会LL II eKTijSiSj 

{Si} {勾j}(ij) 

一 -NBtanhK. (182) 

ここでK は逆逼度と同様にして援っている.HPちJ=lであるとする.この計算は，物理量の
ゲージ対称性と，分布関数のゲージ変換による変化を利用したものである.格子や次元の特徴を

使った部分は全くない事に詮意してもらいたい.即ち非常に広く強い結果である.

同様な解析手法により，比熱の上限についても評価する事が出来る，比熱は以下のように与え

る事が出来る.

T2C 一£間前
一 [(H2) -(H)2]肝・ (183) 
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第一項については，ゲージ変換による分配関数のキャンセノレを利居する.

[(H
2
) ]前 = つ丸内二1-.r<¥N-; 'L L ( -'L 7ijSiSj) II eKTij同

{Tij} {Si} ¥ (扮 J (り)

川 Cよムh凶K叩)戸NB££言乞乞IIeρKTijη匂j
{S.品i}{Jiりj}(i，ぢ紛j計) 

( _ _<) _ _ _ _ _ 1 ¥ 
= (培tanhK+NB一一?;;) . (184) 

¥ .LJ ~ cosh~ K J 

恒し式 (183)の第二項に慢しては ゲージ変換を李Ij吊したとしても分配関数の項が完全に濡える

訳ではない.そのため厳密な計算は行えない.しかしながら Schwarzの不等式を離床して以下の

ように下根を求める事が出来るー

[ (H)2]前三日H)];v= .N:主主anh2K. 

式 (184) と式 (185)をあわせれば，比熱の上限を得る事が出来る.

T2C<lh-i「
~ cosh~ K 

(185) 

(186) 

付録B 双対変換によるエネルギーの厳密な解析

双対変換は，異tJ:，る誼度に対する分配関数同士を結ひ、つけることができる.例えば式 (36)の

ようにその関孫辻与えられる.両辺で対数を取れば自由エネノレギーの関様式を得る事が出来る.

そこで式 (36)の需辺を対数及び逆誼度額分を取り，エネルギーの関係式を考えてみる.

I 1 dA ， d l_ .r7f  r.r¥ I dD(K) _1:7IogZ(K)1 =一一十一logZ(則 一一一 (187)dK --0  - '--'1 T/" A dK ' dK --0  - '--/1 V. r./T/¥ dK 
IK '<1. u，.L>. u..Ll. IK=D(K) 

ここで双対変換の盟定点という条件Kc二 D(Kc)を課してみよう.内部ヱネノレギーが双対変換の

固定点上で連続であれば，以下のように国定点上の内部エネルギーの関係式を得る事が出来る.

I I .. dD(K) I ¥ dA I 
E(Kc) =一一logZ (K) I = -I 1一一一一II ~~~ 1. (188) dK --0-'--/IKc ¥- dK 1Kc} dKI 

ここで双対変換の寵定点上では， A=  1であるという性質を利用した.もしも内部エネルギーが

固定点上で連続ではない，一次転移のような場合は高温側と抵温倶jでの内部エネルギーの平均値

を求める事が出来る.例えば， q;:::: 4のPotts模型などがその場合にあてはまる.いずれiこせよ，
双対変換による分記関数の関部式は何も椙転移点を導くだけではないのだ.

さらに逆温度撤分を重ねて行えば，比熱の関援を再び導く事が出来る.具体的には式 (187)か

ら，匡定点上での比熱の振る舞いが連続となるかそうではないかを推定する事が出来る.内部エ

ネルギーの関保式 (187)に対して逆温度微分を考える.

一等=走(詮)2-tZ会仰))寄手 (189) 

つ山口-d
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ここで双対変換の画定点付近での比熱の振る舞いを課べるために，K=Kc十6及びD(K)= Kc-8 

として 8(<<1)~こ関する展開を考える.

一走{Cル 8)-C弘一8)}
/ '¥ 2 _ / '¥ -1 
{ dA I ¥ - d2 A I (. dD(K) I ¥ ~ dA I d2D(K) I 
=|-i 卜:T;~ I -11一一一一I) :~~! 一一τ:.!..I . (190) ¥dKIιjur  lkc l dk ikc/dk ikcur jkc 

右辺の量を評価して0となる場合委比熱は発散もしくは連続であるという結論を導く事が出来る.

一方，右辺の値がGとならない場合，比熱は不連続となる事がわかる.このように双対変換で得

られた分配関数の関揺は非常に重要な結果を，比較的簡単に計算する事が出来る.その意味で非

常に重要である.特に多くの統計力学の模型は，厳密な計算を行うのが非常に難しい.その難し

さを回避して，解析を行う事が出来る.
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Phys. Rev. E 77 (2008) 061116. 

・正方格子などへの応用例は以下の議文が詳しい.

“Locations of mul討criticalpoints for spin gl部 seson regular lattices'事
Mas句rukiOhzeki， Phys. Rev. E 79 (2009) 021129. 

・スピングラス本自の存在可否について双対変換で言及したのは以下の論文である.
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tices" 
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