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概要

本稿では，一列型 BCn型 Koornwinder多項式 Pw)(xla,b, c, dlq, t)と一列型 BCn型単

項対称多項式 mw)(x)の間の遷移行列 Cを具体的に求め，一列型 BCn型 Koornwinder

多項式の一列型 BCn-1型 Koornwinder多項式による分規則を記述する．証明のために

一列型 Koornwinder多項式の退化隣接関係 (degenerationscheme)を導入する．一列型

Koornwinder多項式の退化隣接関係とは，一列型 Koornwinder多項式のパラメタ a,b,c,d

を次のように 1つずつ特殊化した多項式を考えることである： (a,b,c,d)→ (a, -a, c, d)→ 
(a, -a, c, -c)→ (v'tc, -v'tc, c, -c)→ (v't -v't 1 1). ~ れらの退化多項式間の遷移行列
はBressoudや Krattenthalerのmatrixinversionを用いて記述される．応用として，一列型

Bn型Schur多項式の一列型Bn型Hall-Littlewood多項式による展開係数 (Kostka多項式）

を具体的に記述する．

1 準備

本稿で用いる主な記号を次に記載する．

00 
(z; q)oo 

(z; q)00 = IJ (1 -qk z), (z; q)k = (k E Z), 
k=O 

(q伍；q)oo 

(a1,a2, ... ,ar;q)k = (a1;q)k(a2;q)k・・・(ar;q)k (k E Z), 

＊本研究は JSPS科研費 19K03530の助成を受けています．
↑ 本研究は JSPS科研費 19K03530,19K03512の助成を受けています．



157

r+1¢r [釘,a2,---,ar+¥q,z] =文 (a1,a2, ... , ar+1; q)n砂
b1, ... , br n=O (q, b1, b2,. ・ ・, br; q)n 

， 

［叫＝
l -qn 

l-q' 
［叫!= [l]q[2]q ・．• ［叫，り] = IT [m -k + l]q = [m]砂

q k=l 
[k]q [j]q![m -j]q! ・ 

2 Koornwinder多項式の定義

この節では，Koornwinder多項式の定義を復習する.nを正の整数とし，X= (x1心2,・ ・ ・,xn) 

を変数とする.BCn型のワイル群を Wn('::::'.Z~><1 6n)とし， C[xf,xt, ... , x;]WnをWn

不変な xの Laurent多項式環とする． 長さ nの分割入＝（ふ，入2,...'入砂（入iE Z:;:: 〇，

ふ 2:... 2: 入n)に対し，単項対称多項式m入=m入(x)を

1 
m>. = IStab(入）I LIT叶

μEWn・A i 

で定める．ただし， Stab(入） ={sEWnls入＝入},μ= (μ1, μ2, ・ ・.)とする．

複素パラメタ a,b, c, d, q, t に対し， Koornwinder の BCn 型 q—差分作用素 'Dx

叩 a,b, c, dlq, t)は次で与えられる [K].

n ( 

V =ど
l-axi)(l-b叫(1-C叩）(1 -dxi) (1 -t己）(l -tx凸）

IT i=l 
atn-1(1-x;)(l -qx;) (l -Xi巧）(1 -三） (T;J: よー 1)

#i 

＋文 (1-a/叫(1-b/xi)(l -c/xi)(l -d/xi) IT (~-tx凸）(1-t/三） (T―1 -1 

i=l 
atn-1(1-1/x;}(l -q/x;) #i (-x凸）(1-1/己） q,x;) , 

ただし， a=(abcdq―1)112, Tq~;f(x1, ... ,xi, ... ,xn) = f(x1, • • • ,q土1叩，．．．，％）とする．

Definition 2.1 ([Kl). Koornwinder多項式P入(x)= JJ入(xla,b, c, dlq, t) E C[xf, xt, ... , x戸]Wn

は，次の 2つの条件により，一意に特徴づけられる．

(a) JJ心）＝区c入，μ叫(x) (cぃ=1), 
Iだp入

(b)'Dx凡(x)=ぬP入(x),

ここに，分割入，μの支配的順序は

入2'.μ ⇔ ふ＋・・・十心とい＋・・・＋限 (k = 1,2, ・ ・ ・,n) 

で定め，固有値d入は

n 

ぬ=L(atnゴ（砂ー 1)+a―lt―n+j(q―入j - 1)) 
j=l 

とする．
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Koornwinder多項式は，パラメタを特殊化することによって， (Bn,Bn), (Cn, Cn), (Dn, D砂

型の Macdonald多項式に退化することが知られている [K,Mac]. 

本稿では，一列型分割 (1り(O:Sr:Sn)に対する Koornwinder多項式p(じ）(xla, b, c, dlq, t) 

（以下，一列型Koornwinder多項式と呼ぶ）や，その退化多項式を扱う．

3 主結果

この節では本稿の主結果を紹介する．簡単のため p(~分=Pi止）(xla, b, c, dlq, t), mw) = 
mぃ(x)と略記する．

Definition 3.1. 

f(sla,b,c,d) = 
(1-abcds/t)(l -ts)(l -abs)(l -acs)(l -ads)(l -bcs)(l -bds)(l -eds) 

(1-abcds2/t)(l -abcds2)2(1-abcdts2)'  

g(sla,b,c,d) = g1(sla,b,c,d) -g1(stla,b,c,d), 

ここに

a+ b + c + d -(abc + abd + acd + bcd)s/t 1 -s 
91 (sla, b, c, d) = 

1 -abcds町炉 1-t. 

次のように p(n)とm<n)を定める：

p(n) = t(P(~ 灼，P犀応...,~ 戸，0,...), 
ffi(n) = t(m(ln), m(1n-l), ... l mrp, 0, • • .). 

Theorem 3.2 (主結果 1).p(n) = Cm(n)となる遷移行列 C= (Ci,j)i,jEZ20で，次を満たす

ものが唯一存在する：

Cは上三角行列， (3.2a) 

Cぃ=1 (i~0), (3.2b) 

ci,j = ci-1,j-1 + g(tila, b, c, d)Ci,j-1 + f(tila, b, c, d)Ci+l,j-1・(3.2c) 

特に， Cは陛数nに依らない．

遷移行列 Cの初めのいくつかの成分を書き下すと次のようになる：

(I -g;ct) g, り11訪(!) : 一塁忙嘉り］責嘉り［闘 ＼

）

 

．

．

 

．

．

 

．

．

 

Theorem 3.2の証明は §7で与える．また，次の分規則が成り立つ．
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Theorem 3.3 (主結果2).簡単のためPBCn-1 BCn-1 
(in) (xla, b, c, dlq, t) = P(l-1) (xla, b, c, dlq, t) = 0 

と定める．このとき次を得る：

P麿 (x1,X2, ... , Xnla, b, c, dlq, t) 

=Pg臼 (x1,X2, ... , Xn-1 la, b, c, dlq, t) 
+ (Xn + l/xn + g(tn-rla, b, c, d))~ 誓勾(x1,X2, ... , Xn-1 la, b, c, dlq, t) 
+ J(tn-rla, b, c, d)~ 信言(x1,X2, ... , Xn-1 la, b, c, dlq, t). 

Theorem 3.3の証明は §8で与える．

4 一列型 Koornwinder多項式の四重級数表示

この節では一列型Koornwinder多項式の明示公式を紹介する．

Definition 4.1. 対称な Laurent多項式且(x)を次で定める：

n 

IT (1 -yxi)(l -y/xi) =区（ー1r尻(x)yr.
i=l r;::,.o 

分割入の共役を入＇とする. [Mi]で与えられた BC型の核関数関係式を用いれば， m個

の変数 Y= (Y1, ・ ・ ・,Ym)に関する Koornwinderの q差分作用素の固有関数を用いること

で，長さが m 以下の分割入の共役 Xに対する n変数 (n2: m)の Koornwinder多項式

p入,(xla, b, c, dlq, t)を構成することができる [HSl]. これを m=lの場合に適用する.Askey-

Wilson多項式 (BC1型Koornwinder多項式）の四重級数表示 [HNS]を用いることで次の定理

を得る．

Theorem 4.2 ([HSl]). 

Pw) (xla, b, c, dlq, t) = L (ーl)i+jEr-2k-2l-i-j(x)ce(k, l; tn-r+l+i+i)c0(i, j; tn-r+l), 
k,l,i,j;2:0 

ここに

叫k,l;s)= 

c0(i,j; s) = 

(tc2 /a2; t2)k(sc2t; t2)k(s2c4 /t叫t2)k(1/c叫t)1(s/t;thk+1l -st2k+2l-l 2k 21 
a C 

(t生t2)k(sc2/t; t2)k(s2a2c2 /t; t2)k (t; t)i(sc生thk+l 1 -st-1 

(-a/b; t)i(scd/t; t)i (s; t)i+j (-sac/t; t)i+j (s2a2c2 /t的t)i+J
(t; t)i(-sac/t; t)i (s2abcd/t生t)i+j(sac/t312; t)i+j (-sac/t312; t)i+j 

(-c/d; t)j(sab/t; t)j 
X b"d1 
(t; t)j(-sac/t; t)j 

Theorem 4.2を次のように修正する．
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Theorem 4.3. 

Pw) (xla, b, c, dlq, t) = L (ーl)i+jEr-2k-2l-i-j(x)忍(k,l; tn-r+l+i+j)Cc。new(i,j;tn-r+l), 
k,l,i,j?:O 

ここに

C。new(i,j;s) = (-a/b; t)i(s; t)i(sac/t; t)i(sad/t; t)i(scd/t; t)i(-s2a2cd/t叫t)'b' 
(t; t)i(s2abcd/t生t)i(-s2疋cd/t叫炉）i(-s2砧cd/t生炉）2

(-c/d; t)J(tis; t)j(ーがsa町t;t)j(t亨 a空 /t生t)
X 
(t;t)j(-t2i妙a2cd/t生t)j (t2i茫a叩 /t糾炉）J

J dJ. 

証明には qー超幾何級数の変換公式を用いる．

5 退化隣接関係における matrixinversion 

この節では退化隣接関係における退化多項式間の遷移行列を Bressoudや Krattenthalerの

matrix inversionを用いて具体的に構成する．はじめに Bressoudのmatrixinversionを紹介

する．

Theorem 5.1 ([Bl, p.1, Theorem, [L], p.5, Corollary). 下三角行列 M(u,v;x,y;q)の各成

分を次で定める：

Mr,r-2i(u,v;x,y;q) = y v 
ii (x/y;q)i (uqr-2門qhz
(q; q)i (uxqr-i; q)i(uyqr-2叶 1;q), 

(r, i E陀 O,iさLr/2」)．

このとき M(u,v; x, y; q)M(u, v; y, z; q) = M(u, v; x, z; q)であり，特に M(u,v;x,y;q)と

M(u,v;y,x;q)は互いに逆行列となる．

.-.• 

Definition 5.2. 行列M(u,v;x,y;柱）の共役行列M(u,v;x,y;t)の各成分を次で定める：

dM(u,v)r = 
(t2計l2;t)r

(ul/2;t)r 
(Ul/4 /v3/4r, 

豆，r-2i(u,v;x,y;t)= Mr,r-2i(u,v;x,y;t2) X dM(u,v)r/dM(u,v)r-2i 
(x/y; t仇(vlf2tr-2i+2;t加 (ut年 4月柱）2i 
(t2; 炉）i I_. 1 /').,_,. ー');. .L¥ I -・-.L?← ?; • .L?¥ I ____ .,_応M□. .L? ヽ

特に .M(u,v;x,y;t)とぶl(u,v;y,x;t)は互いに逆行列となる．

次に Krattenthalerのmatrixinversionを紹介する．

(yul/2 /vl/2)'. 

Theorem 5.3 ([Kl, p.3, Corollary). 行列 K(x,y; q)の各成分を次で定める：

厄，J(x,y;q)= y 
i-J (x/y; q)i-j 1 

(q; q)i-j (xqi+J; q)i-j (yq勾+1;q)i-J 

このとき K(x,y;q)とK(y,x;q)は互いに逆行列となる．
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Definition 5.4. 行列 K,(xv,yv;t)の共役行列N(u,v;x,y;t)(u = (u1墨2墨3墨4))の各成

分を次で定める：

dN(u,v)r = v―r(u1; t)r(u叫）r(四；t)r(四；t)ぃ

ぷ，r-i(u,v,x,y;t)= Kr,r-i(xv,yv;t) X dN(u,v)r/dN(u,v)r-z 

＝が
(x/y; t)i (u1tr-i; t)i伍tr-¥t)i伍tr-¥t)i(四 tr-¥t), 
(t; t)i (xvt2r-i; t)i(yvt公ー2i+l;t)i

(r,i E Z~o). 

このときN(u,v; x, y; t)とN(u,v; y, x; t)は圧いに逆行列となる．

Proposition 5.5. 一列型Koornwinder多項式の四重級数表示と matrixinversionの関係は

次のようになる．

邸new(i,O;tn-r+l)= (-l)iぷ，r-i(t―n,t―n+l /ac, t―n+l /ad, t―n+l /cd, -c2n /acd, -t/b, t/a; t), 

C。new(O,j;tn-r+l)= (-1)1ぷ，r-j(t―叫—t―n+lja汽 t―n+l/ac, -t―n+l/ac, t―2n /a2c, -t/d, t/c; t), 

みk,O; tn-r+l) =立，r-2k(t-2n+2/c4, t-2n-4, 役/ta汽1/t叫t),
ぷO,l;tn-r+l)= Mr,r-21(t―n,t,1/c叫1;t). 

ここで，一列型Koornwinder多項式のパラメタ a,b,c,dを

(a,b,c,d)→ (a, -a, c, d)→ (a, -a, c, -c)→ (vtc, —ふ， c,-c)→ (vt, ー vt,1,-1) (5.1) 

と特殊化した退化多項式たちを考える（退化隣接関係）．特に Ppr)(xlvt,-vt, 1, -liq, t) = 

Er(x)である．

Theorem 5.6. 退化隣接関係におけるそれぞれの退化多項式たちと matrixinversionとの関

係は次のようになる．

叫 (xla,b, c, dlq, t) =~(-1)で。new(i,0; tn-r+l)Ppr-i) (xla, -a, c, dlq, t), (5.2a) 

Pw)(xla,-a,c,dlq,t) =~(-1)鸞new(O,j;tn-r+l)Pw-j) (xla, -a, c, -clq, t), (5.2b) 

Pw)(xla, -a, c, -clq, t) = L入k,0; tn-r+l)Ppr-2k)(xlt112c, -t112c, c, -clq, t), (5.2c) 
k;:>O 

Pぃ(xlv'tc,—凶c,c, -clq, t) =どぷ0,l; tn-r+l)Er-2z(x). 
z;:,o 

以上より，次が成り立つ．

Pぃ(xla,b, c, dlq, t) 
= L (一l)i+JCc。new(i, O; tn-r+l)Conew(O, j; tn-r+i+l露(k,O; tn-r+i+j+l) 
i,J,k,l;:>O 

X~(O,l;tn-r+i十J+2k+l)Er-i-j-2k-2l(x). 

(5.2d) 

(5.3) 
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特に (5.3)より，一列型Koornwinder多項式の四重級数表示は，パラメタを一つ特殊化するご

とに和の数が一つ減ることが分かる．

6 行列Nに関する五項間関係式

先行研究 [HSl]の結果より，行列M に付随する qー超幾何級数4如は，ある四項間関係式を

満たすことが分かっている．この節では，行列M に関する結果を復習しつつ，行列Nに付随

する qー超幾何級数 4如が満たす五項間関係式を紹介する．

Definition 6.1. 下三角行列 M,Nの各成分を次で定める：

l(i-j)/2」

匹=L 孔i-2!(t―2n+2 /c4, t―2n-4, c2 /ta汽1/t叫t)Mi-2l,j(t―n,t,1/c汽1;t) 
l=O 
l(i-j)/2」

= L え(l,O; tn-i+l況(o,l(i -J)/2」-l;tn-i+2l+1) (i2j), 
l=O 
i-1 

Ni,j = Lぷ，i-z(t―n,t―n+l /ac, t―n+l /ad, t―n+l /cd, -t―2n / acd, -t/b, t/ a; t) 
l=O 

x ぷい(t―叫—t―n+l/a汽 t―n+l/ac, -t―n+l /ac, t―2n /a2c, -t/d, t/c; t) 

=位-1)i-jCc。new(l, O; tn-i+l)Cc。new(O,i-j-l;tn-i+l+l) (i2j). 
行列 Mは論文 [HSl]ではBと書かれていることに注意する．

Definition 6.2. qー超幾何級数 M(s, l)を次のように定める：

M(s,l) := (-1)1s―l (茫/t生柱）l 1 -s2t4l-2心[―sa汽―SC生茫t2l-2,c2l; t2柱
（炉；判 1-s2t-2 -s, -st, s→ /t']  . 

Proposition 6.3. s = tn-r+lとすると，次を得る．

Mr,r-2l = M(s, l). 

ここで， Mは次の四項間関係式を満たす．

Theorem 6.4 ([HSl], Theorem 6.1 (6.la)). 一般の sについて，次が成り立つ．

M(st, l) + M(st, l -1) = M(s, l) + f(sla, -a, c, -c)M(st汽l-1). 

Definition 6.5. qー超幾何級数 N(s,j)を次で定める：

N(s,j) := 
(-c/ d, s, s2aい/t汽sab/t;t)1 
(t, sac/t312, -sac/t312, s2abcd/t生t)j

(-d)l 

x心
[已-a/b,scd/t, -cH2 / sac _ 
-t-J+ld/ c, -sac/t, t-H2 / sab't, t]・ 
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Proposition 6.6. s = tn-r+lとすると，次を得る：

Nr,r-j = N(s,j). 

このとき， N(s,j)は次の五項間関係式を満たす．

Theorem 6.7. 一般の sについて，次が成り立つ．

N(s,j) + g(sla, b, c, d)N(st,j -1) + f(sla, b, c, d)N(st叫j-2) 
= N(st,j) + f(sti-2la, -a, c, -c)N(st,j -2). 

7 Theorem 3.2の証明

この節では Theorem3.2を証明する．はじめに，遷移行列 Cの各成分を前節までで得られ

たmatrixinversionを用いて表す．

Definition 7.1. p E Zc':0に対し，級数B(n,r,p)を次で定める：

p 

B(n,r,2p) =区Mr-2k,r-2p凡，r-2k
k=O 
p p-k 2k 
=LLLえ(i,O; tn-r+2k+l厄(0,p_ k _ i; tn-r+2k+2i+l) 
k=Oi=Oj=O 

X (-1)2kCc。new(j, O; tn-r+l)Cc。new(O,2k _ j; tn-r+j+l), 
p+l 

B(n, r, 2p + 1) = L Mr-2k+l,r-2p-1 Nr,r-2k+l 
k=l 
p+l p-k+l 2k-1 
＝区と区 ~(i,O; tn-r+2k)凡(0,p-k + l -i; tn-r+2k+2i) 
k=l i=O j=O 

X (-1)2k-1Cc。new(j, O; tn-r+l)Cc。new(O,2k -1-j; tn-r+J+i). 

まとめると，次のように表される．

B(n, r,p) 

区ぷ，r+2l+2k+i-p(t―n,t―n+Ijac,t―n+l /ad, t―n+l /cd, -t―2n /acd, -t/b, t/a; t) 
i+2k+2l'Sp 

X Nr+2l+2k+i-p,r+2l+2k-p(t―n,-t―n+Ija汽t―n+Ijac,-t―n+i/ac, c2n /a2c, -t/d, t/c; t) 

x豆r+2l+2k-p,r+2l-p(t―2n+2/c4, t―2n-4, c2 /ta汽1/t叫t)

X Mr+2l-p,r-p(t―n,t,1/c汽1;t) 

L (-1)鷺 new(p _ 2Z _ 2k _ i, O; tn-r+l)Conew(O, i; tn-r-2l-2k-i+p+l) 
i+2k+2l<:::p 
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X~(k, O; tn-r-2l-2k+p+l厄(0,l; tn-r-2l+p+l). 

ここで，次のlemmaに注意する．

Lemma 7.2 ([HSl], Lemma 3.3). 

L li」
叫x)= L (n -rk + 2k)四1r-2k)(X),

k=O 

ここにじ）は二項係数．
J 

Definition 7.1とLemma7.2より，一列型BCn型Koornwinder多項式Ppr)(xla, b, c, dlq, t) 

と一列型B仇型単項対称多項式mwi(x)との間の遷移行列C= (Ci,j)i,jEZの成分は次のよ

うに表される．

Proposition 7.3. 

h 

Cn-r,n-r+2h =~B(n,r,2p)(n~~ —:2h) (0~h~lr/2」)， (7.1) 

h 
n-r+2h+ 1 

Cn-r,n-r+2h+l =~B(n, r, 2p + 1) (h  _ p)  (0 :<S; hさl(r-1)/2」)． (7.2) 

ここで， B(n,r,p)に関する関係式を紹介する．

Theorem 7 .4. 

B(n, r,p) + B(n, r,p -2) 

= B(n, r + l,p) + J(tn-rla, b, c, d)B(n, r -l,p -2) + g(tn-rla, b, c, d)B(n, r,p -1). 

証明は数学的帰納法による（途中， Theorem6.4とTheorem6.7を用いる）．

Thoerem 3.2 (3.2c)の証明：

遷移行列C= (Ci,1)について， i= n -r, j = n -r + 2h (h~0) として証明する．簡単

のため J(s)= J(sla,b,c,d), g(s) = g(sla,b,c,d)と略記する.Proposition 7.3を用いると，

Theorem 3.2 (3.2c)の右辺は次のように書ける：

Cn-r-l,n-r+2h-l + g(tn-r)Cn-r,n-r+2h-l + f(tn-r)Cn-r+l,n-r+2h-l 

＝戸B(n,r+ 1, 2p) (n -rh--=-~+ 2h) + g(tn-r)旦B(n,r,2p+l)(n~~~~p-l) 

h-l 

+ J(tn-r心 B(n,r-l,2p)(.n -r + 2h-l 
p=O h-l -p) (7.3) 
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ここで， (7.3)の最初の項は次のように変形できる：

t; B(n, r + 1, 2p) (n -rh~ ~+ 2h) 

= (n -r~1 + 2h) +言B(n,r+ 1,2p) (n-rh~~+ 2h) 

= (n -r~1 + 2h)国B(n,r+1,2p+2)(n~~ —/—~2h) (7.4) 

また， Theorem7.4より (7.3)の右辺の第二，三項は次のように変形できる：

h-1 

~(n~ ~~2}:_; 1) (g(tn-r)B(n,r,2p + 1) + f(tn-r)B(n,r -l,2p)) 
h-1 

=~(n~~ —~2}:_ P-l) (B(n,r, 2p + 2) + B(n,r, 2p) -B(n,r + 1, 2p+ 2)) 

ぷ(n-r + 2h-1 
h-1-p 

p=O 

) (B(n, r, 2p + 2) -B(n, r + 1, 2p + 2)) 

心((n~~—:2h)-(n-rh~~-1)) B(n,r,2p) 

＝団 (n~□竺p-1) (B(n, r, 2p + 2) -B(n, r + 1, 2p + 2)) 
p=O 

心((n~~—:2h)-(n-~~2:-1)) B(n,r,2p) (7.5) 

よって (7.4),(7.5)より， (7.3)の右辺は次のようになる：

(n-r~1 +2h) 心 (n~~—: 2h) B(n, r, 2p) 
＋旦 (n~r__~2:; 1)B(n, r, 2p + 2) 一言 (n-rh~~-l)B(n,r,2p). (7.6) 

ここに， (7.6)の最後の項は次のように変形できる：

(n-r :2h-1) 国 (n-rh~~- l)B(n,r,2p) 

= (n -r : 2h -1) +ド (n~r—:~; 1)B(n,r, 2p+ 2) (7.7) 



166

これより (7.3)の右辺は次のようになる：

文 (n~~—: 2h) B(n, r, 2p) = Cn-r,n-r+2h・ 
p=O 

以上より， i= n -r, j = n -r + 2hのとき Thoerem3.2 (3.2c)は証明された.i = n -r, 

j = n-r+2h+ lの場合についても同様に証明される．

8 Theorem 3.3の証明

この節ではTheorem3.3を証明する.Theorem 3.2より次を得る：

r 

P詞=L Cn-r,n-r+血w—叫1,X2, ・ ・ ・,Xn)-
k=O 

ここで

m(lr-k) (x1, X2, ... , Xn) 

=mい）(x1, Xぁ...,Xn-1)+ (xn+l/xn)四1r-k-l)(x1, X2, ... , Xn-1) 

に注意すると，次を得る：

Cn-r,n-r+k四1r-k)(xぃ四，．．．，％）

= Cn-r,n-r+k四1r-k)(X1,四，・ • ・, Xn-1) 

(8.1) 

+ Cn-r,n-r+k(Xn + 1/xn)mw-k-l)(xぃ四，・ ・ ・, Xn-1). 
(8.2) 

ここで Theorem3.2 (3.2c)より， (8.2)の最初の項は次のように書ける：

Cn-r,n-r+血 (1r-k)(X1,X2,... ,Xn-1) 

= (Cn-r-1,n-r+k-1 + g(tn-r)Cn-r,n-r+k-1 

+ f(tn-r)Cn-r+l,n-r+k-1)四1r叫 1,X2, ・ ・ ・, Xn-1)-

よって

亨＝応n-r-1,n-r-1+血w—叫1,X2, ・ ・ ・,Xn-1) 
k=O 
r-1 

+~ 厨+l/xn) + g(tnーり）Cn-r,n-r+血 (lr-k→)(x1, X2, ...'Xn-1) 
r-2 

＋区f(tn-r)cn-r+l,n-r+l+血 (1r-k-2)(X1,X2,... ,Xn-1)-
k=O 

以上より， Theorem3.3が証明された．
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9 応用

An型 Schur多項式の An型Hall-Littlewood多項式による展開係数は非負係数多項式とな

ることが知られており， Kostka多項式と呼ばれる．この節では Koornwinder多項式のパラメ

タを特殊化して得られる (Bn,B砂型 Macdonald多項式P/麿,En)(xla; q, t)を扱い，一列型
凡型Kostka多項式の具体形を与える．

Koornwinder多項式のパラメタを (a,b,c,d)→(ql/2, -ql/2, -1, a)とすると (Bn,B砂型
Macdonald多項式Pl瓦，En)(xla; q, t)が得られる：

Pl糾，Bn¥xla;q, t) =ハ(xlq1/2'-q1/2'-1,alq, t). 
Theorem 9.1. P 

(Bn,Bn) 
入 (xla; q, t)のパラメタを a=tとする．

p (Bn,Bn) W) (xlt; q, t) 

心
(1/t, tn-r+l, -tn-r q, t2n-2r q/t; t)J 

(t, t2n-2r+lq; t)j(t2n-2rq/t; 炉）］
(-t)J 

j=O 

戸xt」(t/q,tn-r+2+j, t2n-2r+2臼）k (tn-r+j;t)2k l -tn-r+2k+j 
(t2, tn-r+j, t2n-2r+I+2jq; 炉）k (tn-r+l+j; t)2k 1 -tn-r+j 

k=O 

Er(x) 

L~ 」 (tn-r+l.
＝区

, thk (q/t; 柱）k (t2n-2臼叫(t2n-2r-lq;住）k tk 

k=O 
(tn-r;t)2k (t2,t2n-2r+2;t2)k (t2n-2r-lq; 炉）2k 

r-2k 

喜 r-2k-j(x),

xど（一l)J
(tn-r+2k+l, -tn-r+2kq, -tn-r+2kql/2, tn-r+2kql/2; t) j p(Bn,Bn) 

(t2n-2r+4kq; t)2j w-2k-1)(t; q, t). 
j=O 

Corollary 9.2. ~ 腐,Bn¥xlt;q, t)において t=qとすると，凡型Schur多項式 s0';.)(x)= 
P靡,Bn)(xlq; q, q)が得られる：

s似(x)= Er(x) +Er-1(x), 
r 

凡(x)= L(一1)稔打':.-;/x).
j=D 

Corollary 9.3. P (Bれ，Bn)W) (xlt; q, t)において q=Oとすると， (Bn,B砂型 Hall-Littlewood

多項式P仇’和）(xlt; o, t)が得られる：

l~ 」

P麿瓦）(xlt; 0, t) = L(ー l)k快2 [n -r + 2k]t n -r + k -1 
k=O 

[n -r]t [ k L Er-2k(x) 
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団」
+ (1 -tn-r+l) L (一l)ktk2 [n -r + 2k + l]t n -r + k [n -r + l]t [ k ] t2 Er-l-2k(x), 

k=O 
l~ 」 r-2k(tn-r+1; t)2k (t2n-2乃柱）2k 

Er(x) = L (tn-r; t)2k (t2 t2n-2r+2. t2 
k=O '')k  

tk L (-l)j(tn-r+2k+1;t)j~ 靡~~":.;)(t; 0, t) 
j=O 

r l合」

＝区区
(t2n-2万t2hk

(t生炉）k(tn-r; t)2k (t2n-2r+2; 炉）k
t勺ーl)l(tn-r+1;t)z~ 悶叫n¥t;0, t). 

l=O k=O 

Definition 9.4. Ki;iw-1/t)を次のように定める：

r 

点 (x)= LK~';.)pc-ii(t).f'. 麿州(t;O,t).
l=O 

このとき， Corollary9.2, Corollary 9.3より次を得る．

Corollary 9.5. K Bn W)W-') (t)は次で表される：

碍）(1バ）(t) =塁 (t2n-2r;t事 (tn-r+1;t)z 

k=O 
(t生炉）k(tn-r; t)叫t2n-2r+2;炉）K

沙(-l)l

＋茫 (t2n-2r+2;t国 (tn-r+2;t)z-1 
(t生t2)k(tn-r+1;t恥(t2n-2r+4;炉）k

tk(-li-1. 

k=O 

Corollary 9.5を変形すると，次が得られる．

Theorem 9.6 (一列型凡型Kostka多項式）．

tL [ n -r + 2L 

K(Bn) 
L ]『

WlW ,,(l)~{,,+n-•+'[ n-, ~:L+ 1し
特に， Ki;'.iw-,/t)はtの非負係数多項式である．

10 最後に

(l = 2L), 

(l = 2L + 1). 

講演の機会を与えたくださった石川雅雄先生に，この場を借りて御礼申し上げます．
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