
講義ノート

ボーズ･アインシュタイン凝縮の物理

岡山大学大学院自然科学研究科 町田一成

1 序論

1995年に23Na､87Rbからなるアルカリ原子気体をレーザーと磁場を用いて超低温に冷却し､ポー

ズ･アインシュタイン凝縮(BBC)にMITとJILAのグループが成功した.その成果に対して2001
年度のノーベル賞が与えられたことはまだ記憶に新しい.それ以来この分野の理論的､実験的研究の

進展は著しいものがある.BECになった原子種は7Li,H,4He,41K,85Rbが新たに加わり､又BEC
を実現した実験グループは世界で30個所以上､国内においても東大､京大､学習院大､電通大と4
グループを数えるまでになった (最新の情報についてはhttp://am o･phy.gasou.edu/bec.html/を

参照のこと).一方でフェルミ粒子系についてもクーパー対形成による超流動実現に向けて40Ⅰく,6Li

等を用いて着々と到達温度は低下し､現在フユルミ温度の4分の1程度にまで到達している.

このBECを用いて様々な実験が実行された.例えば､系の低励起構造､超流動性に係わる実
験､二つのBECの干渉現象､量子渦の生成崩壊等々が挙げられる.また､磁場を用いずに光学
トラップだけで気体を冷却することにも成功しており､個々の原子のもっている角運動量 (スピ

ンと以下呼ぶ)を生かしたままBECを実現できる.87Rb､23Naではスピンの大きさタが1､即
ち､mF-1,0,-1の三つの縮退した状態が同時にBECになる.磁気 トラップでのBECは-成
分の秩序変数で記述されるのに対して､今度は三成分で書かれる.前者はAHeの､後者は3Heの

超流動に対応した秩序構造になっている｡

中性アルカリ原子気体のBECの特徴を挙げる
(1)系は弱く相互作用する希薄ポーズ系であり､ポーズ粒子は剛体球と見なせ､相互作用は散乱

長で特徴づけられる.

(2)原子物理学の知識により個々の原子の散乱長はかなりよくわかっている.従って､系は調節

パラメーターを含まない実に微視的なハミルトニアンで記述される.

(3)外部磁場を印可することにより散乱長を変えることが出来､強い斥力系からはじまって弱い

斥力系､更には引力系-と同一原子集団を変化させることが可能である.

(4)原子ガスは磁気 トラップ或いは光トラ■ップによって空間的に閉じ込められている.そのポテ

ンシャルは調和型でよく近似できる.

以上のような特徴を備えたBECという新たな巨視的量子状態を手にいれたことになる.これ
を舞台にしてどのような物理を展開するか.ここからは各自の想像力､構想力の世界である.そ

のための基礎的な理論の枠組みを以下に解説する.この講義録では紙面の都合で要点のみを記す.

式の導出等は講義に譲る.

2 調和型 トラップ中の自由 ボーズガス

フエルミ系の超流動は本質的に相互作用によってひき起されるのに対して､ボーズ系の凝縮は

相互作用なしで起き統計性に起因する現象である.無限に大きな系の自由 ポーズガスのBECは
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学部の授業でも取り上げられる話題である.その復習かたがた調和ポテンシャルに閉じ込められ

た自由 ポーズガスがどのように振舞うか調べるところから話を始めよう.外部ポテンシャル

V(r)-?U2r2 (1)

の下での 自由 ボーズガスは固有値EnZny"I-(nI+n甘+7-･=+書)Tw を持ちポーズ分布関数に従っ
て分布する･N個のポーズ粒子の基底状態の波動関数は最低一粒子状態(nx-7-甘- nl-0)に
N個つめればよい.即ち､4,(rl,r2,-･rN)-rliQo(ri).ここで

Qo(r)-(慧 )3′4exp(一芸U2r2)･ (2)

密度の分布はn(r)-NI4,0(r)l2であり､大きさはNによらず､調和振動子の長さaho-(蕊 )1/2
で定まっている.非凝縮相は古典ボルツマン統計に従って分布する､つまりe-PV(r)=e-β竿㌍

なのでその拡がりRiま､R-(慧 )1/2-aho(慧)1/2と見積ることができる･通常はkT≫ hLJな
ので､萩縮相より大きく外側に拡がっている.従って今の系は空間的に凝縮が起きていることに

なる.図1はMITの実験データを示したものである.実線はGP方程式に基づく理論値､破線は

自由ポーズガスの計算値である.

調和ポテンシャルに異方性を持たせ､葉巻型なりディスク型なりに閉じ込めると基底波動関数

も異方的になり､フーリエ変換して考えると分かるように運動量空間においても異方性が生じる.

一方､非凝縮相は高いエネルギー状態に熟的に励起されており､そうした異方性はない.従って､

凝縮相と非凝縮相はその異方性において画然と区別される.これが実験で見えたBECの重要な

特色である.

有限温度での系の性質は統計力学に従って次のように定められる.

〟- ∑
n王InylnLeβ(eれ-IL)-1

En

E=n忘 ,n,節
p- IIc-3hu/2として､nX-ny-n之-0の状態の粒子数をNoとすると

N-No- ∑nJIny)nZePhu(nX+ny+n;)- 1

〃→ ∝)の極限では

･-N0-m )(器)3

従って､

kTe-hu(蒜 )1′3-0･94huNl′3

但したT≪ fl.LJとした.凝縮相の割合は

等 -1-(芸)3
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エわレギーは

両 # (芸)4･

β

これらの表式は三次元の無限系のよく知られた結果 ･

晋 -1-(芸)書

kTc-慧 封 ,(n=N/V,

両 -% (芸)喜
E

(9)

と対比すべきものである.

実際の実験ではLJ ～H21,N-40000に対してTc～300nKとなり､上の計算をよく再現してい
る.しかしⅣ は有限であるため転移は理論程にはシャープではない.図2はJILAのデータであ

り､破線は(8)式である.また精密に〃o/〃 を見積ると有限サイズ効果によるずれが見える.

2.1 次元性

Hobenbergの定理により-､二次元では熱ゆらぎのため有限温度でBECは起きない.これ

は運動量分布n(p)∝ Jddp/(ePp2/2m -1)の赤外発散に由来する.一棟自由ガスでは状態密度
p(i)∝e(a-2)/2(dは次元性)なのに対して､調和ポテンシャル系ではp(i)'- ed-1となりd-2

以下でその発散はおきないので有限の相転移が定まる･即ち､kT2D-hLJl晶】1/2である･

2.2 コヒーレンス長

系の長さを特徴づける重要な量としてコヒーレンス長Eがある･これは運動エネルギ一項Tt2/2mE2
と相互作用 エネルギー-4qh2an/mとを等値すると､E-(87Tna)-1/2と求まる.凝縮相が空間
変化する際に､その特徴的長さとして現れる.量子渦のコアの大きさの目安を与える.

2.3 引力系

以下では専ら斥力系を議論するが､7Liのような引力系も存在する.この系はある臨界個数以

上になると運動エネルギーからの量子的な圧力では､もはや系を安定に保つことができなくなり､

ついには爆発崩壊してしまう.実験的にも宇宙のスーパノバに対応するような ボーズノバとよば

れる現象が観測されている.

3 ボゴリューポフ理論

〃個の相互作用をするボ-ズ系のハミルトニアンは

H- /(,･riJ.'r)[一芸∇ 2+vh･o]tiJ'r)I ;/drdr/i J.'r'町 )V cr- r/)～ )tiJ'r,' '13)
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で与えられる.V(r-r′)は二体相互作用であり､今の場合､よい近似で1/(r-r')=96(r-r/)で

与えられる.ここで散乱長aは9=地 で9と結びついている･23Na･ではo･-2･751-1--､87R-)i)i;rl
ではα=5.7711111で斥力系､TLiではではαニー1.45111mで引力系であることが知られている,

場の演算子をi(r)-∑｡aQ･Q･Q(r)と-粒子波動関数 tDQで展開する.ここでo･凸はo･状態の消

滅演算子であり､

lo･｡･,0.b]-80･p, laa･,aβ1-0, la局】-o (14)

を満足するポーズ演算子である.ボーズ･アインシュタイン凝縮を基底状態α-Oに巨視的な数No

が存在する状態と考えるのがボゴリュ-ポフ理論の基本的なアイデアである.熱力学極限〃ー∞
でN./Nは有限とする.その際､演算子をa.-0.と-JN｡となるC-数と見なす.-横糸では運動

量ゼロ状態が基底状態なので@(r)-1厚 .頼 )と書き準えられ*(r)は小さな摂動として扱う･
非一様で時間変化がある系-の拡掛 まiJ(r,i)- @(r,i)+4,(r,i)とする.ここで @(r,i)≡
(i(r,i))は位相の定まった複素関数である.従って､ゲージ対称性が破れていることがこの系の
特徴となる.no(r,i)-悼(r,i)12である.
なぜ単一の基底状態のみが巨視約数noで 占有されるのか.いくつかの状態で分けあってもよ

いではないかという疑問が湧くかもしjlない (fragmentationの問題).Nozieresの議論にしたが
うと､分割すると交換相互作用エネルギー分だけ全体のエネルギーが上昇しそれは得ではないこ

とが証明できる.

魯(r,i,)の運動方程式は

ih孟i(r,i) - [Q'(r,i),H] (15)

卜慧 +vho'r)I/dr,i.'r,,t'V(r/-r)qrIit潮 r′,i) (16'
となり､V(r-r')-96(r-r′)とすると､凝縮相の波動関数◎(r,i)に対する運動方程式は次のよ
うになる.

癌 恒 )ニ ト慧 ･veXJr)+glO(r,i)l2]@(r,i)･ (17)

この方程式はGross-Pitaevskii(GP)方程式とよばれ､希薄ポーズ系の基底状態を記述する基本
式である.この方程式は次のエネルギー汎関数

珊 -/drl墓 碑 + verJr)lOL2･書冊 (18)

の変分

古顔 (r車 蒜 (19)

としても得られる.ガスパラメータ一回3元≪1が希薄ポーズガス或いは弱い相互作用系の条件
となる. 1-1は空間平均したガスの密度である.a-2.75nm(23Na)に対して通常の実験はユ013-
1015cm-3なのでガスパ ラメーターは1-7.a3≦10-3である.

相互作用のエ和げ -は～gNh･-9憎∝lo･l荒 また運動エネルギーはNTL-)･O-貴 とそ
れぞれ見積ることができる.したがって､それらの比は

≒ 一一 ･三 三 -≒
Ej,I1

nl/J.0
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軸 I3≪1の希薄ガスであっても(20)式の比は1より大きくなることがあり､相互作用は無視で

きないことがあり得る.実際JILAの1995年の実験ではIo･Vo,h0 -7×10-3,N-104なので
出血>1である.MITの実験では103 ～104である.0-h0-

3.1 基底状態

FLを化学ポテンシャルとして@(r,i)-4,(r)e-ipl･/hとおくとGP方程式は

卜慧 ･vho(r)･抽 潮 (り)-pMr,i) (21)

但 し､Jdr¢2(r)-No-N. これは非線形Schradinger方程式の形をしており､非線形性は相
互作用項∝9n(r)-942(,)によって生じろ.一督 +vh.o(r)の部分は調和振動子の一粒子演算
子であり､基底状態Gauss関数Q(r)-挿 Qo(r)である.(2)式をNa/0.Iw-1,10,100の場合に
対 して計算した結果を図3に示した.比較のため自由ポーズガスの結果を破線で示した.

3.2 トマス･フェルミ近似

斥力系で､しかもNa/aho≫1の場合､運動エネルギー項は無視できる.その時､密度分布は

n(r)-42(r)-三[p-vho(r)】 for p≧Vho(r) (22)

r7･(r)-0 outside (23)

と書ける･仝粒子数についてのIdr42(r)-Nの条件を用いるとp-垂㌢(豊 )書-諒･これ
から

芸-言〃∝Ⅳ書 (24)

この一ェネルギーのN についての幕別は実際の実験で観測されている･粒子の空間分布はn(,)=
書(p-Vh･o)で与えられるので調和型の場合は逆放物線の形になり､その拡がりはR-afw(響 )ま
で与えられる.Nが大きくなるにつれ､系の半径Rも大になる.

3.3 Bogoliubov変換と励起スペクトル

4(r)と4,(r)とでHamiltonia･n(16)式を書き直す･

H - /dr抑 )h- r)+芸glQ(r)lA]
･/dr帖 )′l(r)鮒 +9*+(r)4'(r)4(r)Q(r)]･h･C･
･/dr紳 )吋 )柵
･9(21,†(r)4,(r)Qd(r)刷 +吉和 )d(r)4(r)Q(7･)工芸V,I(r)4,(r)4･(r)Q･(r))]
十/drl招 ,1(r)o(r)1/,(,･)¢*(r)十.Pt(r)4,1(r)･V,(r)"r)･芸･4,1(rut(r)Mr)･… ](25)

-476-



｢第47回 物性若手夏の学校 (2002年度)｣

ここでh･(r)≡一砦 +V/,.o(r)-pは一体のHamiltonia･nである･机 r)o(r)1U(r)-2p(r)1,(r),
4,1(r)4,I(r)1,(r)1,(r)-4車(r)V,(r)p(r)(ここでp(r)-(4,I(r)*(l･))は非凝縮体の密度)と近似す
ると

H -/drlQ･(r)h･(r)"r)･;9"(r)l4】
･/d･rld(.r)(h(r)4(r).94'(r)鮒 4(r)･29P(r)Hr))+h･C･]
･/drld(r)h･(r)"r)Ig(24,I(r)Mr)(p(r)･QT(r)刷 ))
一主--I(r舶 )刷 鮒 +呈刷 仲 )押 )押 )))】

と書き直すことができる.このHamiltonianを対角化するためにBogoliubov変換

中(r)=∑qluq(r),7q-Vq(r棚

(26)

(27)

を施す･ここでqは励起粒子の量子数である･固有値EqをつかってHam iltonianは対角化され
た形

H-Eo+∑qEqnhq (28)

に書ける.そのための条件として

h(r)4,(r)+914(r)l24,(r)+29P(r)i(r)-0 (29)

が得られ､これは先のGP方程式(21)を非凝縮成分p(r)-仲1(r)4,(r))を考慮して拡張した形式
になっている.また対角化の条件として

lh(r)+2gp(r)+29中書(r)4･(r)】uq(r)-94(r)2vq(r)-Equq(r) (30)

lh(r)+29P(r)+294･'(r)¢(r)]vq(rト 94･'(.r)2uq(,)--Eqvq(r). (31)

が得られる･この固有値方程式を解けば固有関数uq(r),1,q(r)と固有値Eqが求まる.ただし､固
有関数は正規化条件

/iu;(r)uq(r)-V;(r)1,q(r))dr-3p,q

を満足していなければならない.非違縮成分の密度は

p(r)-(OT(r)4,(r)-∑qlu;(r)uq(r)十 vq'(r)vq(r)]f(Eq)

+ Eqv;(r)vq(r)

から決定できる.全粒子数の密度は

(免(r))-困r)I2+p(r)

(32)

(33)

(34)

である･I(Eq)はボーズ分布関数である.上の一式の方程式(29)､(30)､(31)は閉じた自己剰童
着な方程式群を構成する.

この一連の近似理論はHartree-Fock-Bogoliubov理論とよばれ､上のようにanomalous平均

△(r)=(4,(r)4,(r))を無視しているのでPopov近似とも言われている.更に上で両r)-0にする
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近似もあり得て､これをBogolillbov近似という.これらの近似理論の得失については試論のある

ところでいくつかの問題が存在する.

(1)A(r)を取り込んだHartree-Fock-Bogoliubov理論では一様無限系の励起スペクトルがギャッ

プを持ちHugcnl101tz･PilleSの定理に反する.

(2)その点 Popov近似はga･pless理論になっており､低励起の スペクトルは正しくBogoliubo､,

speCtrum として知られる励起構造を示す.即ち､

EB(k)-E(k)2+2E(k)no9･ (35)

自由粒子のエネルギーは亡(k)-砦 であり､kは波数である.このスペクトルは長波長極限で
pl10110nSpectrum

EB(k)～hck for 'た-0 (36)

ここで音速C=～厚 を与え､短波長極限でEB(k)～ 砦 (k- ∞)となり一粒子の個別助起ス
ベクトルになる.

(3) Bogoliubov近似は非凝縮成分を無視しており､T-0での近似理論となっている.
(4)いずれの近似も凝縮相が巨視的数であるという近似に立脚しており､転移点近傍では破綻す

る.したがっていずれの意味でも完全に満足にいく近似理論は今のところ存在しない.現在でも

それを乗 り越えようとする提案がなされている.

(5)しかし､全般的に見てHartree-Fock-Bogoliubovの理論的枠組みは今問題にしているアルカ

リ原子気体のBEC現象をよく記述できているといえる.

(6)先の固有値方程式 (30)､(31)は超伝導の理論においても出てくるBogoliubov-deGenne.S

方程式と同型になっている.ただし､超伝導のようなフェルミ粒子系においてはBogoliubov-de

Gennes方程式 はFermionicな励起を記述するのに対して､現在のボーズ系の場合は系の重心運

動を記述する.前者が個別励起を､後者は集団励起を記述している.したがって､フェルミ粒子

系では集団励超を調べるためには別の方程式が必要になる.

3.4 量子渦

BEC系を回転させるとある回転角速度以上になると渦が形成される.通常の流体では粘性の

ためにこの渦はすぐに崩壊してしまうが､超流体では渦は安定に存在しうる.渦の性質は個々の

超流体の様子を正確に反映するのでそれを調べることにより超流体そのものを深く理解するため

の手段となる. 超伝導体では渦の振舞いが臨界電流等を決定するので応用上からも重要である.

個々の超流体によらない渦一般の性質は ｢量子渦の物理｣として-つの学問分野を形成している.
数年前にBECにおいても渦が観測された.一番単純な渦の生成法は光学スプーンで葉巻型の

系をかき回し､回転を与えることである.実際､ENSではこうして渦を生成し､いろいろは実験

をおこなった.例えば渦一本が発生するための臨界角速度の問題､多数の渦がどう配列するか渦

格子の問題､高回転城でのBEC崩壊の問題等々興味ある問題がある.一部は解決し､一部は未解

決である.講義ではGP方程式を含むBogoliubov理論に基づいて量子渦の記述法について解説し

たい.
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4 スピノールBEC

磁場によらず､光学 トラップでBECをつくると個々の原子の持っている内部自由度を生かし

たままの凝縮相が実現する. 23Naや87R.bではhyperfine状態 F=1のBECが実現しており
mF-1,0,-1の縮退した三成分が同時に存在する.したがって､秩序変数は三成分が必要とな
る.このようなスti'ノールBECは超流動3Heや重い電子系の超伝導体UPt3等のtriplet対の超

伝導と似た数学的構造をもつ.その意味でそれらと共通の物理的側面と物理としての一般性を有

しており興味深い研究対象である.以下F=1の場合をとり上げでその定式化を示す.

三つのスピン成分に応じた場の演算子魯-(i;a･.,¢y,巌)をまず導入する.スピン空間での回転
対称性とゲージ対称性の要請からHamiltonianは次のように書ける.

H - /drl∑ 紬 r'-〃減 J･･誓言岬 jiiiJ'

'箸吉富瑚 (恥 (FQ)3･l摘
ここで 相互作用定数はgn-虫坦･幣 とgs-吐吐･当 血 である.これは相互作用項をm 7n

■ヽ ■ヽ
gn允･免+gsS･S

(37)

(38)

と書いてみるとわかるように密度とスピンのチャンネルの相互作用である.ただし､允-現車Q･
であり､畠i-魂Fi¢αである.(Fiは3×3のスピン行列である.)二つの散乱長aoとa2はそjt
ぞれに粒子が散乱する際に全スピンが0のときと2と場合と.に対応している.

gs>0(gs<0)を反強磁性 (強磁性)相互作用といい23Naは前者に87Rbは後者にあたって
いると考えられている.このHamiltonianに対して以前の-成分スカラー秩序変数の場合におこ

なったのと同様の手順で三成分に対するBogoliubov理論を展開できる.4･i-(ii)で秩序変数を

導入すると次の拡張されたGP方程式を導くことができる.

iiQ,･-(h(r)･9れ∑IQL翻 ,IIgs∑∑(Fo)i,･(FQ･)k舶 卓,･ (39)i- αたL
全粒子数はN-Jdr∑3･14･3･I2で与えられる･スピン相互作用項は-gsI2414,-1-4,ol2(但し､1,0,-
1はZ軸に量子化軸を選んだ表記)と書き直せるので9S>0では4,- (4,1,40;¢_1)において
◎-(0,1,0)とするとエネルギーが下がる.この状態をpolar状態といい､反強磁性相互作用の場
合の基底状態になっている.gs<0の強磁性相互作用の場合は4,-(1,0,0)であり､文字どうり
スピンが上向き成分に全ての粒子がなっている状態が安定になる.

これらの基底状態からの小さなゆらぎ､即ち集団モードを記述することは前と同様にできる.

音波励起以外にスピン波の励起も当然のことながら存在する.この内部自由度を持ったスピノー

ルBECの量子渦も調べられておりその自由度に応じた多種多様な渦が実現することが期待され

ている.
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