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手術写像の核について
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概要

Jacobi図からホモロジーシリンダー内のクラスパーを構成し，それに沿った手術

を施すことで， Abel群の間の準同型知： A；→ YnICg,1/Yn+lが定まる．筆者は

佐藤正寿氏（東京電機大学）と鈴木正明氏（明治大学）との共同研究 [23,24]にお

いて， YnICg,1/Yn+l上の準同型を構成し，それを手術写像恥の核の研究に応川し

た．本稿の目的は，［24]の結果を中心に，手術写像に関するこれまでの研究を紹介す

ることである．

1 背景と動機

種数 gで境界成分 1つの向き付けられたコンパクト曲面を Eg,lで表す．そして向き付

けられたコンパクト 3次元多様体M と向きを保つ同相写像 m:8（均，1x[-l,l]）→oM

の組 (M,m)をコボルディズムと呼ぶことにする．ただし (M,m)と(M',m'）に対して，

同相写像 f:M→ M'が存在して fom=m'を満たすとき，それらを同一視する．本稿

ではホモロジー的に良い条件を満たすコボルディズムを扱う．コボルディズム (M,m)が

均 1上のホモロジーシリンダーであるとは，各曲面均，1X｛士1｝への制限m士が同型写像

（叫）＊： H＊（均，1;Z)→凡(M;Z)を誘導し，かつそれらが一致することである． x,」上
のホモロジーシリンダーの集合IC=ICg,lには MoM'=(MUm+=m'._ M',m_LJmし）

により積が定まり，モノイドとなる．モノイド ICを研究する動機として，ここでは次の
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3つ挙げる．

(1)曲面均1の写像類群の部分群である Torelli群エ＝石，1の拡張になっている＊1.

実際， M=均 1X [-1,1]とし， m+= f E I, m_ = id~9,1 なる m を考え

ると，（M,m)はホモロジーシリンダーである．この構成によりモノイド準同型

c: I→ICが定義され，単射であることが知られている．
(2)クラスパー手術 (3.1節）の観点からも自然に定義できる．実際，自明なホモロジ一

シリンダー c(id叩，1)からクラスパー手術によって得られるコボルディズム全体は

ICに一致する．

(3)ホモロジーコボルディズム群I1i= I1i9,1 (3.3節）と密接に関係している．特に

g=Oの場合が「向き付けられた整ホモロジー 3球面のなすホモロジー同境群 0加

であり， 1Hはその一般化である．

(1)-(3)は順に 2,3, 4次元との関係を表しており， ICは低次元トポロジーにおいて重要

な研究対象と言える．さて IC。,1は可換モノイドだが， g>Oに対しては非可換であり，
直接的な研究は難しい．そこでクラスパーを用いてある同値関係～Ynを定義し，部分モ

ノイド

YnIC = {(M, m) E IC I (M, m) rvyn c(id~g,J} 

の列 IC= Y1ICっ Y2ICっ．．．に着目する．すると同値関係～Yn+l による商

Y江C/Yn+l(n ~ 1)は有限生成 Abel群であることが分かる．群 YnIC/Yn+1は隣

接項 YnICとYn+1ICの差を測っていると思えるから，これらを調べることは ICの全

体像を理解する第一歩となる．

さて YnIC/Yn+1を組合せ的に記述する道具として Jacobi図を導入する． Jacobi

図とは 1,3価グラフであって，各 1価頂点にラベル 1+,...,g九1-,...,g一のいずれか

が与えられており， 3価頂点には巡回順序が指定されているものである．本稿では巡回順

序は常に反時計回りとして省略し，グラフは破線で描く．また a1,...,an E {1主．．．，g門

に対して次の記号を用いる：

a2 a3 an-1 

T(a1, a2,..., an)= : :... :,  O(a1, a2,..., an) = 
a1 ---'--_J＿＿＿_＿＿＿_L  __. an 

a1 
an,  a2 
‘’/  
‘v-L‘く／
I1 、,--a3 
¥ ¥ I I 

ヽ／

*1本稿では Torelli群についてこれ以上述べない．河澄，久野 [12]の講演アプストラクトでは， Johnson
準同型の様々 な側面とともに詳しく解説されている．
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3価頂点を n個持つ連結な Jacobi図で生成される自由 Z加群を AS,IHX, self-loop 

関係式で割ったものを A~ と書く． A~ は 1 次 Betti 数により自然に直和分解 A~=

金2:0 丸，l する．たとえば生＝ A~,o 〶 A~,1 〶 A~,2 は 3 種類のグラフ T(a1,a2, aふ四），

O(b1，妬）， 0グラフで生成される．

口
囮1均，1X [-1,1]内のクラスパー．

Jacobi 図 JEA~ から c(id~9,1) 内の n 次のグラフクラスパーが構成でき，ホモロジ一

シリンダーの同値類知(J)E YnIC/Yn+lが定まる．たとえば図 1はJ= T(l-, 1+,2一）

の場合である．こうして手術写像Sn:A~ → YnIC/Yn+l が定まり， n2::2 で全射準同型

であることが知られている．したがって，群YnIC/Yn+lを理解するには，本稿の題名にあ

る「手術写像の核 Kersn」を調べることが鍵となる．実際， Massuyeau,Meilhan [17, 18] 

はn= 1,2の場合に Kersnを記述し， YnIC/Yn+l決定した．その後，筆者ら [23]は

n=3の場合に YnIC/Yn+l決定した．実はSnRidi(li: A~ RQ→(YnIC/Yn+1)@ Qが
同型であることが知られており， トーションを無視してよければ原理的には YnIC/Yn+1

を決定できる．つまり [23]の本質はトーション部分群 torA~ の決定とそこへの制限

糾 torA；；を調べることにある．

さて，関連の深い研究として Conant,Schneiderman, Teichnerの仕事 [5]がある．彼

らはホモロジー同境群1Hを研究し，全射準同型

A~,o 二 Yn1C/Yn+1 畠 Yn訊／Yn+l

の核を n争1mod4の場合に決定した．核 Ker(qo Sn,O)を用いて Kersn,Oの情報も得

られるが，これを完全決定するためには少なくとも 2つの未解決問題を解かなければなら

ない（問題 7,9)．それとは別に，次の段階として KerSn,lの研究は重要と言える．

問題 1 部分加群 KerSn,l C A~,l の構造を決定せよ．

共同研究 [24]ではこの問題に取り組み，大きな進展があった．その成果を第 2節で紹

介し，第3節ではクラスパーや関連する群 YnIC/Yn+lについて現状をまとめる．第4節

で手術写像の精密化を導入した後，それを用いて主定理の証明の概略を述べる．
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さて問題 1に取り組むに当たって，［23]で導入した不変量

ゑn+l:YnIC9,i/Yn+l→A;+1露 Q/Z

が重要な役割を果たす． これは Cheptea，葉廣， Massuyeau[2]によって構成された LMO

関手を用いて定義されており，その詳細 [23]または筆者の講演集 [22]を参照してほしい．

またこれらは量子トポロジーの文脈で大きく発展してきたものであり，大槻 [25,26]を参

照するとよい．

2 主結果

問題 1について，まず nが偶数の場合には， torA~,l = {O} ([23, Proposition 5.2]）か

らKerSn,1 = {O}が分かる．共同研究 [24]では， n= 2m-1(m22)の場合に KerSn,1 

の大きさに関して上からの評価を与えた．正確には，対称な 2ループ Jacobi図

a1 ・ ・ ・ ap 

‘’ 
---~ `~ 
>' 

ヽ／
／ヽ

ヽI 

/ b1 bq ¥ 
I 

’’ 
... 

l J , __  L ____.l＿-/ 
＼ 

ヽ I 

／＾、メ
` ---'‘ C1... C ... r 

(：：’[i9ac二尺・ロ・尻り］；，Q＝ Cr-t+1, 
p,q,r21,p+q+r+2 = 2m -1)  

で生成される部分加群を〈0盆’8__1〉C Azm-1と粛き，商写像 n:Y2m-1IC/Y2m→ 

(Y2m-1'IC /Y2m) / S(〈O盆＼〉）との合成の核を決定した．

定理 2([24]） 核 Ker(nos2m-1,1)は

O(aぃ．．．，am-l,am, am-l,..., a1) + O(a加...,a2, a1, a2,..., am) 

で生成され，自由 Z/2Z 加群としての階数は ½((2gr -(2g)「m/21)である．

注意 3 Ker.S2m-l,l C Ker(7r o.S2m-l,l)において， m=2,3のときは等号が成り立つ．

証明の鍵は [23]で導入した不変量ゑ2m,l:Y2m-1'IC/Y2m • A~m,l Q9 Q/Zであり，

Ker(7r o.S2m-1,1)の上からの評価を導く．その際に 2ループ部分 A加，2の構造を知る必

要があり，「1つの 3価頂点を円周に膨らませる」準同型 bu:A~,l → A~+2,l+l を用いて

次の結果を得た．

定理 4([24]) n 2 3のとき， buは同型 bu:A~_2,1 →俎，2/ 〈0酎〉を誘導する．
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ここで〈0計〉 cA如，2 は〈O孟竺りの定義において対称とは限らないものも含めて

得られる部分加群である．一方，下からの評価のために手術写像の精密化s:zグ； → 
YnIC/Yn+2を導入し，クラスパー手術の間の関係を導いた（第4節）．

これらの結果の系として， n=4の場合に群 YnIC/Yn+lの構造を決定できる．そし

て， Yn+l 同値と n 次有限型不変量に関する Goussarov—葉廣予想を n=4 の場合に解決

した ([24,Corollary 4.9]）．この予想は n= 1,2,3では正しいことが示されており ([18],

[23]), n 2: 5が今後の課題である．加えて，今までほとんど手のつけられていなかった

Abel群の構造を決定することもできた：

定理 5([24]) Abel群 y31C,,1/Y5とY31%，1/Y5はトーションを持たない．

したがって， 2つの完全列からなる可換図式

0-Y4ICg,1/Y5一誓g,1/Y5-Y3ICg,1/Y4 → 0 

↓ ↓ ↓ 
o~Y4四杓，1 ／Y5-Y31%，1/Y5-Y31%，1/Y4一 0

において，左と中央の 4つは自由 Abel群である．一方，右端の 2つにはトーションが存

在する ([23])から，特に 2つの完全列は分裂しない．

3 クラスパーとそれに関する群

第 1,2節に出てきた用語を解説し，特に群 YnIC/Yn+lに関する事実をまとめる．

3.1 グラフクラスパーと Yフィルトレーション

Goussarov [7]と葉廣 [8]により創始されたクラスパー手術は， ICの研究において欠

かせない道具である＊2. まずグラフクラスパーとは， 3次元多様体に埋め込まれた曲面

であって，いくつかの円板とバンドとアニュラスヘの分解が指定されているものである

（図 2左）．単にクラスパーと言ったときには，ある箱が付いたものも許しており， zip構

成に利用される．箱付きの場合を含む詳細は [8],[25]を参照してほしい．また一般向け

の記事として葉廣 [9]もある．さて，各円板を Borromean環に置き換えることで，枠付

き絡み目 LGが得られる（図 2右）．そして LGに沿った Dehn手術を施して得られる

多様体を MGと書く．

*2最近では渡遇 [31,32]によって， 4次元多様体へ拡張そして応用されている．
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〗/°□
図2 グラフクラスパーの例，その略記法，そこから得られる枠付き絡み目．

G を構成する円板の個数を次数と呼ぶ． M,M'EICが％同値 M~YnM'である

とは，次数 nのグラフクラスパー G1,...,Grが存在し， MGlLJ…UGr= M'を満たす

ことである＊3. そして YnIC={ME IC IM rvyn c(id)}と置くと，部分モノイドの列

工C= Y1ICっY2ICつ・・・が定まり，これを Y フィルトレーションと呼ぶ．第 1節に登
場したのは YnIC/Yn+lだが，より一般に Yn+k同値による商 YnIC/Yn+k(1::::; k::; n) 

も有限生成 Abel群であり，完全列

0→Yn+1IC/Yn+k→YnIC/Yn+k→YnIC/Yn+l→O 

によって互いに関連している．

3.2 小さい nに対するA;」と YnIC/Yn+lの構造

これらの群に関して分かっていることをまとめる．以下 H = H1（均，1;Z),H(2) = 

H@Z/2Zとする．まず n=lのときは Af竺 (/¥3H) EB H雷である．そして [17]よ

り完全列

0→〈T(a,b, a)+ T(b, a, b) I a-/-b>• A~ -=4 IC/Y2→Z/2Z→O 

が得られ， IC/Y2~ (/¥3 H)① (/¥2 H(2))①H(2)①Z/2Zとなる．
次に n=2のときは A2= A2,o⑤芍，1①A2,2であり，表 1のようになる． A2,oに関

して補足すると，［18,Section 3.1]において完全列

0→入いs2（人叫→俎，o→0

が与えられている．ここに

l(a I¥ b I¥ c I¥ d) = (a I¥ b) (c八d)-(a I¥ c)(b I¥ d) + (a I¥ d)(b I¥ c) 

であり，その像は A5,。に落とすと IHX関係式によって消える．特に A2にトーション

はなく，手術写像的： A5 →Y2IC/Y3は同型である．

*3同様に，木クラスパーを用いて絡み目の間の Cn+l同値が定義される．
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n¥l 

゜
1 2 3 

1 (/¥3 H)①H言

゜゜゚2 S刊/¥2H)/ /¥4 H 炉(H) z 

゜3 D' 3 AC 1,0 

゜゚4 D' 4 (HR4)叫 AC 2,1 z 
表1 Jacobi 図のなす加群 A~,l の構造

さて n=3 のときは A3=A3,o ① A3,1 である．表 1 の L~ は自由 quasi-Lie 代数であ

り， A3,o空n;= Ker(H□二且）となる＊4. ここで Levine[15, Corollary 2.3]よ
りtorA3,0 ~ (H ®ら） ®Z/2麟 H[2) 〶 /\2H(2)であり，自由部分についてはWittの公
式 [16,Theorem 5.11]から， rank,,;A3,0 = i (4g5 -5炉＋g)と求まる．そして Y3IC/Y4
は次のとおり決定される．

定理 6([23]) 0→(/¥3 H 〶 /\2H) @Z/2.Z-¼ A3-=+ Y3IC/Y4→0は完全列である．
ここに jは以下で定める準同型である：

j(a I¥ b I¥ c) = T(a, b, c, b, a)十T(b,c, a, c, b) + T(c, a, b, a, c)＝△1,o(T(a, b, c)), (1) 

j(a I¥ b) = O(a, b, a)+ O(b, a, b). (2) 

最後に n=4のときも表 1のとおりであり， A4,1は位数 8の2面体群の8の作用

による余不変として表される ([23,Proposition 5.1]）．特に A4はトーションを持たず，

知： A4→Y4IC/Y5は同型である．一方この先へ進むには次の問題を解決する必要が
ある．

問題 7 △n,o(T(a1, a公．．．，an+2))E KerS2n+1,oだろうか？

ここで△n,l:A加→ A2n+l,2!は各1価頂点に関する「2重化」の和である．定理 6の

(1)が n=lの場合であり， n=2でも確認はできている＊5.n2'.3では未解決だが，少

なくとも我々の不変量での値は自明になる：

定理 8([23]) l 2: 0に対して，

(1) Ker(z2n+2 os: torA~n+l,2/ → A~n+2 ⑧ Q/Z)つImふ，l・

*4 IQI 上では L~ と通常の自由 Lie 代数 Ln に差はなく， D~ ⑭ Q は森田，逆井，鈴木の講究録 [21] および

別冊 [20] における ~g,l(n)と同型である．
*5 n = 2の結果を使うと群Y3IC/Y5の構造を決定できる．
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(2) Ker(z2n+2 o s: tor A2n+1,o→A2n+2 R Q/Z) = Im△n,O・ 

証明では， Conant,Schneiderman, Teichner [3, 4, 5]による higher-orderSato-Levine 

不変量などの先行研究を援用しており，これらはホモロジー同境群の観点から研究されて

きたものである．

3.3 ホモロジー同境群

(M1，加），（M2，四） EICがホモロジー同境 Ml~H島であるとは，閉 3次元多

様体 M1Um1=m2 (-M分を境界に持つ滑らかな 4次元多様体 W が存在して，包含写

像の誘導する写像 H*(M1;Z)→H*(W;Z) (j = 1, 2)が同型となることを言う．そし
て IH= IC/~Hをホモロジー同境群と呼ぶ＊6. ここで自然な射影 q:IC→ IHか

ら準同型 Grq:YnIC/Yn+1→ Y江H/Yn+lが定まる．さて， YnIH/Yn+lについて

も Jaocbi図を用いて記述しようと考えるのは自然である． Levine[14, Theorem 2] 

の結果から Grqo知： A贔ェ→ Y江H/Yn+lは零写像であり， n2 2のとき Grqo 
列 o:A砂→ Yn訊／Yn+lは全射となる．さらに Q上ではこれが同型を与える ([14,

Theorem 3]）．よって問題は再びトーション部分ということになる．たとえば n=lで

は， Grq:IC/Y2→IH/Y2が同型であり ([11,Proposition 7.5], [5, p. 326]），したがっ

て Grqos1,oは全射でも単射でもない (3.2節）．一方 Grqo S2m,Oは同型であり ([3,

Corollary 1.2]），奇数の場合には非自明な核が知られている：

ふ，o(T(a1,a2,..., an+2)) E Ker(Gr q o S2n+1,o: A~n+l,O → Y2n+l訊／Y2n+2).

そして Ker(Grqos4m-1,o) = Im△2m-l,Oとなる ([5,Corollary 51]）．しかし 4m+l

の場合の等号成立は未解決であり ([5,Section 4.1]），たとえば m=lの場合には次の問

題が懸案となる．

問題 9([29]) a,f-bのとき， T(a,b, a, b, a, b, a)+ T(b, a, b, a, b, a, b) rf-Ker(q o s5)だ

ろうか？

これは“}△2,o(T(a,b, a, b))"に相当する元であり，その非自明性はきわめて微妙な問

題と言える．なお Schneiderman[29, Conjecture 2.25]の講義録では非自明だろうと予

想されている．ところで Y5IC/％における非自明性は祠1を用いて検出できる：

祁，10苑 (T(a,b, a, b, a, b, a)+T(b, a, b, a, b, a, b)) = O(a, b, a, a, b, a)+O(b, a, b, b, a, b)ヂ〇．

*6過去の講究録に逆井 [28]があり， Magnus展開を用いた研究が解説されている．
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注意 10 ここで本稿の記号と [5]の記号との違いをまとめておく．［5]では A恥＇。を冗，

ふ，oを△2n+lと書き，元n+l:＝冗n+1/Im△2n+l([5, Definition 40]）を調べている．

また 11iをIHIC,Yn'L1iをYn,Yば1i/Yn+lをYnと書いている．

注意 1111iの定義において， W を滑らかとは限らない 4次元多様体とした場合に

得られる群を I1itopと書く．すると自然な準同型 1社→ 1社topが存在し，その核は

z(X)を含むことが Cha,Friedl, Kim [1, Theorem 1.1]により示されている．たとえ

ば工知，1竺喝であるのに対し， 1H訂は自明群であり，両者の差は大きい．一方，

Y フィルトレーションに移ると Yn'L1i/ Yn+ 1→ Yn'L1itop /Yn+lは n芸1mod4の

とき同型である．実際， Yn'L1i/ Yn+ 1の構造は nが偶数のときは第 nJohnson準同型

Tnによって， n三 3mod4のときは Tれと K によって決定される ([5,Theorems 5, 

6]）．ここで K は冗に関する議論から定義される準同型であり， Tれは Stallingsの定

理 [30,Theorem 5.1]を用いて定義される．そして Stallingsの定理は位相多様体に対

しても成り立つから， Tnと代は Y』:1{top/ Yn+ 1を経由し，上記の全射は同型であるこ

とが従う．ただし n三 1mod4のときに同型か否か筆者は知らない．ところで，菓廣，

Massuyeau [11, Section 7.1]や逆井 [27,Section 2]では滑らかさを明記しているが，

Levine [14, Section 2.1], Garoufalidis, Levine [6, Remark 2.3], Conant, Schneiderman, 

Teichner [5, Section 3.1]では明言していない．しかし [6,Questions 6-9]や [5,p. 326] 

の記述から分かるとおり暗に仮定されている．また [1,Proposition 2.4]の証明の冒頭に

明示的なコメントもある．

4 手術写像の精密化とその応用

定理 2の証明には複雑なクラスパー計算が必要となる．それらを見通し良く行うため

に， YnIC/Yn+lではなく YnIC/Yn+2での計算を確立したい．そこで次の図式を可換に

する加群 Z五と準同型snを構成する：

幻；二YnIC/Yn+2

↓ ↓ 
A~二YnIC/Yn+l ・

正確な定義は論文 [24,Section 3]を見てもらうことにして，ここではその概略を述べる．
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4.1 手術写像や AS,STU関係式の精密化

まず Z五を i-deg= nの連結な Jacobi図で生成される Z加群とする＊7. ただし 1価

頂点のラベルが {1主．．．，炉｝ではなく 4[，村のように添字や上線が付いたものになっ

ている．これらの付加情報に基づいて和を定める．まず添字は同じハンドルに複数のア

ニュラスを引っ掛けるときの順番を表し，上線は対応するバンドを半ひねりすることを意

味している＊8. たとえば，
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すると準同型sn:z:f::,→YnIC/Yn+2がwell-definedであることが分かり，これを手術
写像の精密化と呼ぶ．そして YnIC/Yn+lにおいて知られている関係式を YnIC/Yn+2ヘ
持ち上げることができる．具体的にはAS,STU関係式の精密化を与えた．一般に Jacobi

図 Jの3価頂点の巡回順序を 1か所逆にしたものを J'とするとき， Sn(J)+sn(J') = 0 

が成り立ち，これを AS関係式と呼ぶその証明の本質は，グラフクラスパー Gの辺に

半ひねりを加えたものを G'としたときに， Mc+Mc, = 0 E YnIC/Yn+lが成り立つこ

とである．その精密化として， Jの1価頂点 vのラベルに上線を付けたものを J',V に

つながる辺を 2重化したものを入（J)とするとき，

戸 J)+sn(J')＋知（ふ(J))= 0 E YnIC/Yn+2 

が成り立つ．これを AS関係式の精密化と呼び， STU関係式についても同様の精密化を

得た．これらの応用として次の非自明な等式を示すことができる．

系 12(［冽） m ：：：：： 2に対して，

O(a1,..., am-l, am, am-l,..., ai) + O(a加．．．，a2,a1, a2,...'am) 

m-1 

+ L 0(ai-1,..., a1,..., ai-1; ai; ai+l,..., a加・•.， aiH) E Ker S2m-1 
i=2 

*7 AS, IHX, self-loop関係式の類で割ってしまうと後でsnが well-definedにならない．
*8 Yn+2同値の下では半ひねりの方向は影轡しない．
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が成り立つ．ただし，

0(a1,..., ap; b1,..., bq; c1,..., Cr)= 

a1 ・ ・ ・ ap 
ヽ／---̀  
>' 

ヽ／
、V‘

I 
ヽ

, bl b ¥ q ¥ 
I 
l 
... 
I I 

I 
I 

¥_＿ L----上_-/
＼ 

ヽ I 

／ ^ 、 メ----/•ヽ
C1... C ... r 

証明においては対称な Jacobi図が重要な役割を果たしており，それについて注意を述

べておく．

注意 13 [23]では O(a1,a2,..., an)が線対称＊9であるとき，対称な Jacobi図と呼び，

それらで生成される加群を A仇slと書いた．［24]では一般的な定義を導入する必要が生じ
た．そこで， Jacobi図Jが対称であるとは Jを記にうまく描いたときに線対称である

こととし，それらで生成される加群を改めて A;，s=〶l20A;99] と書いたすると A~,81

は [23]のものより真に大きくなっている．実際， O(a,b, c, a, b, c)は [23]の意味では対称

でないが，円の半分をひねることで対称軸を見つけることができ，［24]の意味では対称と

なる．また 20(a,b, c, c, a, b).f_ A訂に思えるが，実は対称な Jacobi図

b ¥ 
a -入ヽ／

/--～ ヽ
‘/ , C I ¥ 

I 
I 

I 
人

I 

a -7/‘^  
‘--/ 
/、 c

b I 

をAS,IHX関係式で O(a1,a2,..., a5)の線形和に展開したもの

O(a, b, c, c, b, a)+ O(b, a, c, c, a, b) -20(a, b, c, c, a, b) 

に現れ， 20(a,b, c, c, a, b) E A訂となる．ただし 0(a,b, c, c, a, b) E A訂であるか否か

筆者は知らない．

4.2 定理 2の証明の概略

まず系 12から，

O(a1,..., am-1, am, am-1,..., ai) + O(a加．．．，a2,a1, a2,..., am) E Ker(n o S2m-i) 

*9つまり巧＝ ak-J(j E Z/nZ)を満たす Kが存在する．
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が従う．次にそれ以外の元の 7ro -S2m-lによる像が非自明であることを示すために，準同

型ゑ2m」を用いる：

TOS2m-1,1 Z2m,1 

A2m-l,lー→1r(Y2m-1IC/Y2m) ， A加，1RQ/Z 

↓配，2
(A加，2!〈O孟〉）頸／Z青:._A2m-2,1 R Q/.Z. 

右側の 2つの加群はどちらも 1ループ部分であり，その構造はよく分かっている ([23,

Proposition 5.2]）ため，非自明性を確認できる．最後に階数を計算するために，組合せ論

における数珠順列と関係する議論を用いて，適切な数え上げを実行する．

4.3 YnIC /Yn+kおよび YnIH/Yn+kへの応用（定理 5)

1:::; k:::; nのとき Yn'LC/Yn+lだけでなく YnIC/Yn+kもAbel群となり，さらに

1さk'<kに対して完全列

0 →Yn+k'IC/Yn+k→Yn'LC/Yn+k→Yn'LC/Yn+k'→ O 

が存在する． k2: 2として最初に現れるのは Y2IC/Y4であり，これは 3.2節で述べた

ことから n= k = 2, k'= 1の場合に完全列が分裂し，群構造が分かる．次に現れるの

はY3IC/％だが，結論として完全列は分裂せず， Y4IC/％と Y3IC/Y4の関係は複雑

かつおもしろい状況にある．それを説明するために J= O(a,b,a) E torA3,1に着目す

る．その持ち上げとして，たとえば J=O(a1,b,a2)EZぷ，1を取る．そして完全性から

的 (x)→2,s紅） EY3IC/％なる xEA4が存在する．この元を具体的に求める手法はこ
れまで無かったが，精密化された関係式を対称な Jacobi図に対して適用することで，

x = -20(a, a, a, b) -O(a, a, b, b) -0(a;; b) 

と求まる．このような議論をより一般に行うことで， Y3IC/％が自由 Abel群であること

が示せる（定理 5)．なお階数については，表 1から rankA3= i(4g5 -5炉＋g)+（誓）
および

1 1 
rankA~ =元(32炉＋20吠ー2g2-5g) +う(4が＋4砂＋邸＋g)+（二+1)+ 1 
が分かり，それらの和として求まる：

1 
rankz(Y3IC/Y5) = -:in(g + 1)(2g + 1) (32g4 -24砂＋50g2-23g + 30). 

30 
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また完全列からなる可換図式

>>
o~Y5'IC/Y5一 Y4'IC/Y5~ Y4'IC/Y5一0

↓ ↓ 
0 ~ Y5'IC/Y5 ~ Y3'IC/Y5一誓／Y5一 0

↓ ↓ 
Y3'IC /Y4 = Y3'IC /Y4 

↓ ↓ 
0 0 

において， Y4'IC/Y5とY3'IC/Y5が自由 Abel群であることから， tor(Y5'IC/Y5)= 

tor(Y4'IC/Y5) = tor(Y3'IC/Y5)となる．したがって tor(Y3'IC/Y4)ヂ {O}の元は

tor(Y3'IC/Y5)=/-{O}には持ち上がらず，特に縦の 2列は分裂しない．

さてホモロジー同境群エ1iに対しても Abel群 Yn'I社／Yn+kが定義できる．しかし，

0→Yn+1'I1i/Yn+2→Yn訊／Yn+2→Yn'IH/ Yn+ l→O 

において中央の完全性が保証されない点で少し厄介である． n=2のときは，準同型

l: Y2訊／Y3竺俎，o'----+A2竺Y2'IC/Y3

が定まるから，可換図式

。一誓／Y4-------* Y2'IC /Y4 -------* Y2'IC /Y3一 0

↓ ↓ ↓〗し
0→ Y3'I1i/Y4 ~ Y2'I1i/Y4 ~ Y2'I1i/Y3一0

において，上段の完全性から下段の完全性が従う．そして完全列が分裂することから

Y2'I1i/Y4の構造が決定される．

n=3のときも，準同型

l: Y3エ1i/Y4竺俎，0/Imふ，o'----+A3/ Ker -63竺Y3'IC/Y4

が定まることから完全列であることが分かり， Y3エ1i/Y5が求まる（定理 5)．ただし分裂

はしないため， Y3'IC/Y5の計算結果を必要とする．一般には Ker(Grq o -Sn,O)つKersn,o 

において等号が成立するかが問題となる（問題 7,9). 
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5 今後の課題

現時点で定理 2は射影 T を含んでおり，問題 1への完全な解答にはなっていない．そ

の差を埋めることが当面の課題である．より一般的な課題としては， Abel群 YnIC/Yn+k

(1 ::; k ::; n)の構造決定がある．完全決定は大きすぎる目標であり，具体的には「いつ

トーションが存在し，どれくらい豊富にあるか」や「奇数位数のトーション元があるか

否か」などに興味がある．これらを通して有限型不変量への理解を深め， Goussarov—葉

廣予想の解決にもつなげたい．関連する群として Yn1HIYn+Kも重要であり， Conant,

Scheiderman, Teichnerの仕事と合わせることでさらなる広がりが期待できる．

また芝n+l,1を研究する中で， Reidemeisterトーションとの繋がりを見出しており，

これに関しては [23,24]に引き続く共同研究として論文を執筆中である． Massuyeau,

Meilhan [18]を参考に非可換な Reidemeister-Turaevトーションを定義し，それを LMO

関手の 1ループ部分や榎本ー佐藤トレースと結びつけた． 1ループやトレースに着目した

先行研究として， Kricker[13]や Massuyeau,逆井 [19]がある．

別の方向性として種数に関する振る舞いも興味深い．まず自然な埋め込み ICg,1'----+

ICg+l,lから単射準同型 YnICg,i/Yn+l'----+YnICg+1,i/Yn+lが誘導される．これは

Torelli群の降中心列石，1= Ig,1(1)つ石，1(2)つ・・・よりも素直な振る舞いをしている．

たとえば，可換図式

恥／互(2)-13,11恥 (2)

Grc↓ ↓竺
I C2, i/ Yi---~、 IC3,i/Y2

（右の同型は [17,Theorem 1.3]）において，五11五 1(2)が有限生成でないことから

上段の写像は単射でない．関連する話題として，安定化された Y フィルトレーシ

ョン ICg,1n四g'YnICg1,1が通常の YnICg,lに一致することが示されている ([10,
Proposition 6.1], [11, Section 5.3]). 

注意 14 ホモロジー同境群の場合，準同型 YnI1lg,l /Yn+ l→YnI1lg+1,i/Yn+lの単射
性は自明でない．加群 A仇。の種数 gに関する単射性から n羊1mod4の場合には単射

だが， 1社の定義から直接示す方法を筆者は知らない．
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