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A型のシフト量子アフィン代数の有限次元既約表現

のqー指標について

和田堅太郎（信州大学）

Kentaro Wada (Shinshu University) 

1 Introduction 

シフト量子アフィン代数は，量子Kー理論的クーロン枝に関連して，［FT19]において導

入されたある種の量子群であり，シフト準同型を通じて量子ループ代数の余イデアル部分

代数と見なすことができる。量子ループ代数の表現論と同様に，シフト量子アフィン代数

の有限次元表現を考える上で，そのq—指標を考えることが重要な問題の一つとなる。しか

し，シフト量子アフィン代数の有限次元既約表現のqー指標の具体的な表示はほとんど知ら

れていない（量子ループ代数の場合でも，計算方法は知られているが，非常に特別な場合し

か，具体的に記述できていない。）

そのような状況の中で，ある種の Schur-Weyl双対を通じて， cyclotomicq-Schur代数

の表現を， A型のあるシフトのシフト量子アフィン代数の表現とみなせることが知られて

いる ([Wad24])。さらに， cyclotomicq-Schur代数の表現論は， Mathasを中心に組み合

わせ論を用いて研究されているので，そこでの議論とそれらをシフトしたものを用いるこ

とによって，シフト量子アフィン代数のあるクラスの既約表現のq—指標を組み合わせ論を

用いて具体的に記述することができた。論文 ([KW])は準備中であるが，その結果につい

て解説したい。なお，これらの結果は，小寺諒介氏（千葉大学）との共同研究に碁づいてい

ます。

2 シフト量子アフィン代数

この節では，特殊線形リー代数 5品に付随したシフト量子アフィン代数，及びその有限

次元表現について，［FT19],[Her23]における定義や結果を簡単にまとめた後，シフト量子

アフィン代数の有限次元表現のqー指標を記述する一つの方法を述べる。なお，この節の議

論は全て，一般の有限次元半単純リー代数に付随したシフト量子アフィン代数に対しても

成り立つ。
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2.1 シフト量子アフィン代数の定義．

この報告集を通じて，代数は全て C上の結合代数であるとし，パラメータqE (CX は 1

の幕根ではないとする。

シフト量子アフィン代数は，量子ループ代数を“シフトしたもの”として定義されるの

で，まず量子ループ代数について思い出そう。（このことから，シフト鼠子ループ代数と

呼ぶ方が適切に思われるが，［FT19]でシフト量子アフィン代数と呼んでいるのでそれに

従う。）

特殊線形リー代数s[mに付随した量子ループ代数 Uq(,5lm)は，ループリー代数 Lsh= 

叫 RC[x門の自然な生成元 eiR xt, Ji R xt, hi R叶 (1::; i ::; m -1, t E Z)（ここで，
ei, Ji, hi (1 ::; i ::; m -1)は土の Chevalley生成元）に対応した生成元

ei,t, fi,t,ゅこ （1 ::; i ::; m -1, t E Z, s E Z::::o) 

(Drinfeld's new generatorと呼ばれているもので，以下，単に Drinfeld生成元と呼ぶ）と

定義関係式を用いて定義される。ここで，カルタン部分の生成元であるゅt士S の取り方は，

[et,S9馴＝仇(q-q―1)―l{ご：虹o
一ゆ：：s＋t

を満たすように取る。

ifs+ t > 0, 
ifs+ t = 0, 
ifs+t<O 

{ ei,t,心t土sI 1さi:'.Sm -1, t E Z, s E Z20}, 
{fi,t,心t土sI 1 :'.Si :'.Sm -1, t E Z, s E Z20}, 

で生成される広(Ls(m)の部分代数をそれぞれB+,Bーと表すと，広(L.s品）の (Drinfeld

生成元に付随した）三角分解より，

広(L.s(m)= B―・B+ 

となる。シフト量子アフィン代数は，この B士の貼り合わせ方をシフトしたものである。

具体的には，以下のように定義される。

シフトを表すパラメータとして， b= (b1, b2,..., bm-1) E zm-tを取る。シフト bに

対し，シフト量子アフィン代数 Uq,[b]= Uq,[b] (L.s品）を以下のように定める；

まず生成元を，

ei,t, fi,t,心t-b;十s'（心:-b;)―1，心t］-s，（ゆ-::o)―1 (1 :'.S i :'.S m -1, t E Z, s E Z20) 
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とする。景子ループ代数の生成元と比べて，心t,*の 2番目の添字の下限が biだけシフ

トしていることに注意しよう。このとき，叫]-b炉；。は中心元であり，さらに， b=O=

(0,..., 0)のとき，

鳥[O]I（心贔ゅi：。ー 111：：：：：： i ：：：：：： m — l）迅叫竺凶仏乱m) (2」u
となる。 Uq,[b]の関係式に関しては， B土に対応する部分については， Uq,[b]の生成元と

仇(Ls品）の生成元を，ゅょ＊の添字をシフトさせた下で自然に対応させることによって，

B土の中での関係式は全く同じとなり，その貼り合わせを表す関係式を
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if s+ t2:—bi ands+ t > 0, 

if -bi :S s + t :S 0, 
(2.1.2) 

if s + t < -bi and s + t :S 0, 

if O < s + t < -bi 

となるようにしたものである。

[Her23]によって， b(j_雲討の場合， Uq,[b]の非自明な有限次元表現は存在しないこと

が示されているので，以下では， bEZ悶計（各シフト biは非負整数）であるとする。この

とき，関係式 (2.1.2)の右辺の最後のケース (0< s + t < -biの場合）は現れないことに

注意しよう。

2.2 シフト量子アフィン代数の余積構造．

次に，シフト量子アフィン代数 Uq,[b](b E Z図討）の余積構造について考えよう。

まず，量子ループ代数仇(Lslm)の余積について復習する。アフィンリー代数紅m

(A塁1型の Kac-Moodyリー代数）に付随した量子群を仇（砒m)で表すことにする。つ
まり， Uq（砒m)はKac-Moody型の生成元と碁本閲係式で定義されるものとし，その生成

元を Chevalley生成元と呼ぶことにする。ただし，次数作用素を除いたものを考えてい

る。仇（砒m)には， Drinfeld-Jimbo余積と呼ばれている Chevalley生成元を用いて定義さ

れる余積△：島（砒m)→凶（砒m謬凶（訊m)を考えることができる。このとき，凶（社m)

の標準中心元 cを 1としたものと量子ループ代数仇(Lslm)とが同型であることが，

[Dri87], [Bec94]で示されている。この同型を通じて，仇(Lslm)上にも Drinfeld-Jimbo

余積が定まる。さらに，同型 (2.1.1)に注意すると， Drinfeld-Jimbo余積を Uq,[O]に自然

に拡張することができる。このようにして得られる Uq,[O]上の余積を，

△ :Uq,[O]→ Uq,[O] R Uq,[O] 
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と表すことにする。この準備のもとで，シフト星子アフィン代数の余積構造に関して，以

下のことが知られている。

Theorem 2.2.1 ([FT19]). b = (b1,..., bm-1), c = (c1,..., Cm-i), d = 

(d1,..., dm-1) E (Z:2'.o)m-l s.t. b = c + d と n＝ （り1,• • •, 77m-1) E (CX)m-l 

に対し，以下のことが成り立つ。

(i)代数としての単射準同型心，d]:Uq,[b]→Uq,[O]が存在する。（シフト準同型と呼ぶ）
(ii)代数としての準同型△d,c:Uq,[b]→Uq,[d] R Uq,[c]で以下の図式が可換となるもの
が存在する。

Uq,[b]主 Uq,[d]R Uq,[c] 

心，d]!↓り0,d]竺，0］
△ 

Uq,[o]―→Uq,[o] R Uq,[oJ 

特に，し~,b] (c = 0のとき） （resp．心，OJ(d = 0のとき））を考えると， Uq,[b]は
Uq,[O]の右（resp.左）余イデアル部分代数とみなせる。

2.3 シフト量子アフィン代数の有限次元既約表現．

シフト星子アフィン代数の有限次元表現も，量子ループ代数の有限次元表現と同様に，

Drinfeld生成元を用いた三角分解に付随したウェイト理論によって制御される。まず，そ

のことを簡単にまとめる。 Uq,[b]の部分代数

u:[b] :=〈ei,tI 1 ::; i ::; m -1, t E Z〉,

u;[b] :=〈At11さiさ m-1, t E Z〉,

ug,[b] :=〈心:-bi+s'（ゆt-bi)―1，ゅ::-s'（心t属）―1I 1 ::; i ::; m -1, s E Z2:o〉
を考えると，三角分解（線形空間としての同型写像）

u;[b] R u:ば，［b]R u:[b]→鳥，［b], X R y R z H xyz 

を得る ([FT19])。特に，ug,[b］は可換な部分代数であり，その作用に関する同時固有値が
Uq,[b]の有限次元表現を制御することになる。いくつか言葉遣いを定めておこう。
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M を Uq,[b] —加群とする。

• Cの元の組,=（叫―-b;十s',い）言晶ー1に対し，

虻-b;十s.V =,t-b;十sv, ゅい •V= Ii□-s v (l :S i :S m -1, s E Z2'.0) 
となるような vEMを £[b]―ウェイト 7 の£[bl―ウェイトベクトルという。

● vEMが特異ベクトル (resp.fー特異ベクトル）であるとは，

ei,t • v = 0 (resp. At • v = 0) for all 1 :S i :S m -1, t E Z 

を満たすことである。

•M が最高ウェイト (resp.最低ウェイト） 7の最高ウェイト表現 (resp.最低ウェ

イト表現）であるとは，ある vEMに対し，

M=  Uq,[b] ・V 

s.l. 
{
心t-b，十s.V = "ft-b，十sv, ゅ:::-s・V＝冗sv (l -<; i -<; m -1, s E互o)

ei,t • v = 0 (resp. At • v = 0) for all 1 -<; i -<; m -1, t E Z 

を満たすことである。つまり， M が £[bl―ウェイト 7 の £[bl―ウェイトベクトル，か

つ特異ベクトル (resp.f—特異ベクトル）である v によって生成されることである。

このとき， vを最高ウェイトベクトル (resp.最低ウェイトベクトル）という。

通常の三角分解に沿ったウェイト理論における議論によって，以下のことが分かる。

Proposition 2.3.1. Uq,[b]の任意の有限次元既約表現は最高ウェイト表現かつ最低ウェ

イト表現である。さらに，有限次元既約表現は，その最高ウェイト（または最低ウェイト）

によって，同型を除いて一意的に定まる。

この命題により， Uq,[b]の有限次元既約表現を分類するには，既約な最高ウェイト表現

のうちで，有限次元となるような最高ウェイトを分類すればよい。

2.4 量子ループ代数uq(Ls[m)の有限次元既約表現の分類．

まず，呈子ループ代数の場合に，［CP91],[CP94]によって得られている分類について復

習しよう。

量子ループ代数広(L,slm)に対し， ei,O,h,o，叫嘉（1:Si:Sm-1)によって生成される

部分代数は， 5（mに付随した量子群広(5品）と同型である。そこで，広(L,slm)の表現の
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typeを仇(5品）に制限した時のtypeとして定める。特に，有限次元既約表現について

は，必ずtypeが定まる。また，任意のtypeの表現は，あるtype1の表現と 1次元表現

とのテンソル積表現として得ることができるので，仇(L,s(m)の有限次元既約表現を分類

するには，type1のもののみを考えれば十分である。応(L,s品）の有限次元既約表現を分

類するために，多項式の組の集合

][J) :={P = (Pi(z))1SiSm-l I Pi(z) E <C[z] s.t. Pi(O) = 1} 

を考える0 ][J)ぅ Pのことを Drinfeld多項式と呼ぶ＊。このとき，次のことが成り立つ。

Theorem 2.4.1 ([CP91], [CP94]). Uq(L,s品）のtype1の有限次元既約表現の同型類

は9][J)と 1対 lに対応する。さらに， P= (Pi(z)) E][J)に対応する既約表現を L(P)で表

すとき， L(P)の最高ウェイト(,ts,元―-s)：言芦←1は，

ど］ご＝qdeg Pi(z)~ =どi~-sz― s
s20 s20 

によって与えられる。

2.5 シフト量子アフィン代数 Uq,[b]の有限次元既約表現の分類．

Uq,[b]の有限次元既約表現の分類は，［Her23]で得られている。 [Her23]で使っているシ

フトと我々のシフトとは（本質的には同じだが）異なったものtを使っているし，［Her23]

では Drinfeld-Jimbo余積ではなく， Drinfeld余積を使って議論しているが，有限次元既

約表現の分類に関しては，特に問題は起きないので，我々の文脈に従って，［Her23]の結果

をまとめる。

まず， Uq,[b]の 1次元表現を考えよう。

恥：＝｛f3 = (f3i,-b叶 s)腎筐点＿1I f3i,-bi'店，oE Cx，凡，ーbi+sE (C (0 < S < b』}

＊正確には， Drinfeld多項式の組というべきかもしれない。英語だと Drinfeldpolynomialsと書けば良

いが，日本語は単数・複数の区別がないので，こういうとき困る。

t我々が使っているシフトは cyclotomicq-Schur代数との関係 (Schur-Weylduality)から従うシフト
である。後述の £[bl―ウェイトの記述を考えるうえでも，我々のシフトの方が自然なような気もするが，実

際のところ，どのシフトが自然なのかはよく分からないし，考える問題に応じて適切なシフトを考えるべ

きなのかもしれない。現時点ではよく分からない。
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とおく。{3E lIB[b]に対し， 1次元の Uq,[b]―加群伍＝Cwが，

ei,t • w = li,t • w = 0 (l :S i :S m -1, t E Z), 

叫-b，十s.w=｛摩'-'•+•w ~ ~; :, <'. b,, (1 <'. i <'. m -1, s E Zoo), 

応 s.w={:t,-s W][: : :ts bt'(1さi<'. m -1,.s E Zoo) 
によって定まる (well-definedであることは，定義関係式を直接確認すれば簡単に分かる）。

また，任意の 1次元表現が，ある L13({3 E IBl[b])と同型であることも，定義関係式よりす

ぐに分かる。

上で与えた Uq,[b]の 1次元表現を用いて，広(L_s(m)のtype1の有限次元既約表現

L(P) (P E]D))から Uq,[b]の有限次元既約表現を以下のようにして構成することがで

きる。

まず，（2.1.1)より，仇(Ls[m)はUq,[O]の商代数であるので， L(P)を自然に広，［〇l-加群

とみなす。このとき， Uq,[b]の 1次元表現 L/3=CCw ({3 E IBl[b])とL(P)とのテンソル積

L13羹 L(P)

をTheorem2.2.1における準同型

ふ，0:Uq,[b]→Uq,[b] R Uq,[O] 

を通じて， Uq,[b]―加群と思う。すると， L(P)の (Uq(L_s品）ー加群としての）最高ウェイト

ベクトルを v。とするとき， wRv0 EL/3RL(P)は，特異かつ £[bl―ウェイトベクトルとな

り， wRvoで生成される L/3RL(P)の Uq,[b]ー部分加群Uq,[b]• (w R vo) CL/3RL(P)は

既約となることを示せる。そこで，

L({3, P) := Uq,[b] • (w R vo) CL/3RL(P) 

とおく。すると，次のことが成り立つ。

Theorem 2.5.1 ([Her23]). Uq,[b]の任意の有限次元既約表現は，ある L({3,P) ({3 E 

恥b],p E]D))と同型である。

さらに， wRv0への叫:-bげ S'虹-Sの作用を計算することにより， L({3,P)の最高ウェ
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イト 1=(,t-bi十S'元 s)言こぶ＿1は，

ど :-b，十sz―bi+s= qdeg Pi(z)~~ ＝こ元sz― s,
s>o s20 

(2.5.1) 

bi 

whereふ（z)=L(3i,-b，十sZs
s=O 

を満たすことが分かる。そこで，f3i,-bぃ瓜0# 0であることに注意して，

知：＝｛S = (Si(z))1臼 m-lI Si(z) E C[z] s.t. Si(O)ヂ0and deg Si(z) =bi} 
とおき，最高ウエイトが (2.5.1)で与えられる Uq,[b]の有限次元既約表現を L(S,P)と表

すことにすると，全射

s[b] x lD)→ {Uq ,[b] の有限次元既約表現｝／~, (S,P)→ L(S, P) (2.5.2) 

を得る。ここで， bc:/0のとき，写像 (2.5.2)は単射とはならない。実際に， Si(Z)と

Pi(qz)が共通因子 (l-az)を持つとすると， Pi(Z)は (l-q―1az)を因子に持つので，

ふ(z)= (1 -az)SI(z), Pi(z) = (1 -q―1az)Pf (z) 

と表せ，

qdeg Pi (z)~―1z) ふ (z) = qdegP,'(z)+1 (1 -q―2az)だ(q―1z)(1-az)図(z)
Pi(qz) zbi " (1 -az)巳(qz) zbi 

=q 
deg P;(z)だ（q―1z)q(1 -q―2az)S:(z) 

Pf (qz) zbi 

となるので，ふ（z)とPi(qz)が共通因子 (1-az)を持つとき，

A(z) := (1 -q―1az)―1 Pi(z), 図（z):= q(l -q―2az)(l -az)―1 Si(z) 

とおき， SをSのふ（z)を図(z)に，PをPのPi(z)をA(z)に置き換えたものとする
と， L(S,P)竺 L(S，和となる。

そこで， S［b]xlD)上の同値関係～を

(S1, P1)~(S2, P2)⇔ L(S1, P1)竺 L(S2,P2) 

と定め，

lD)[b] := (§[b] X lDl)/~ 

とおくと，以下を得る。
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Corollary 2.5.2.写像

]]J)[b]→{Uq,[b]の有限次元既約表現｝／竺， （S,P)→L(S,P) 

は全単射である。特に，

叫：＝ ｛（S,P) E §[b] X]]J) |Si(z)とPi(qz)は共通因子を持たない (1さi:Sm-1)}

は]]J)[b]の代表系を与える。

Uq,[b]の有限次元既約表現Lに対し， L竺 L(S,P)となる多項式の組 (S,P) E §[b] X]]J) 

をLのDrinfeld多項式と呼ぶ事にする。

2.6 量子ループ代数の有限次元表現のq—指標．

量子ループ代数の有限次元表現を特徴付ける不変量として，そのq—指標が [FR99] に

よって導入された。ここでは，後の議論で必要となることを，［FR99],[FMOl]に従ってま

とめる。

仇(L叫）のtype1の有限次元表現 M に対し，｛心t士sI 1 ::::; i ::::; m -1, s E Z:2'.o}の

作用に関する広義同時固有空間分解

M= 〶 M"f,
"f=bf±s) 

M'Y = {v EM  I （心［士s―ア］土8)Ni士S v □10ご二言t,S士ご。＞）゚ ｝
を考える。このとき， M'Y -/:0 となる 1 を M の£—ウェイトと呼び，

£-wt(M) = {, =（土〗三）言こ ~゚-1 E II II C2 I M'Y戸O}
l<:'.i<:'.m-1 sEZ=:o:o 

とおく。このとき，,=（元こ土8)E £-wt(M)に対し，ある多項式Q心），凡(z)E C[z] s.t. 

Qi(O)＝凡（0)= 1 (1 :S iさ m-1)が存在して，

どi：ご＝qdegQi -deg Ri ~―1z) 凡(qz） ＝どi~-sz― s (2.6.1) 
s>O Qi(qz) 凡(q-lz) ~ 

と表せることが，［FR99]で示されている。ここで，Qi(O)＝凡（0)= 1であることに注意

すると，

Qi(z) = (1 -(i,1z)(l -(i,2z)... (1 -(i,k;z) ((i,j E Cx), 

Ri(z) = (1 -~i ,1z)(l -~i ,2z)... (1 -~i ,l;Z) (~i,j E ex) 
(2.6.2) 
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と表すことができ，

degQ;-degR; Qi(q―lz) 凡(qz)
q賢）凡(q-1z)

=(q~—1z) (1-〈t,2q―1z) (1-〈t,K,q―1z)
~q~... q~) 

X (q―1 (1-Ct,1qz) -1 (1 -Ct,2界）ー1(1-(t,l,qz) 
~q-1~... q-l~) 

となるので， Yt,<:= q(1 -(q―1z)とおけば，
(1-〈qz)

k; l, 

qdegQ,-degR, Q‘̀ ；） R［以悶＝rr摩，Jrr賃，J'
j=l j'=l 

と表せる。そこで，,E £-wt(M)に対し，（2.6.1)に現れる多項式が (2.6.2)の形で表され

るとき，

m-1 ki l 

Y7 := rr (I1摩，3H宣 ，J1)E Z[Y喜li言~m-1
i=l j=l j1=l 

とおけば，写像

£-wt(M)→ Z[Y喜］喜言rn-1' 7 →y-r (2.6.3) 

が定まる。ここで，Qi(z)と凡（z)が共通因子 (1-(z)を持つとき，（2.6.1)の有理式に

おいて，対応する因子が約分できるが，そのとき，単項式y-rにおいて Yt，くと Y喜1とが

打ち消し合うので，写像 (2.6.3)はwell-definedであることに注意しよう。（次に議論する

が，シフトした場合はこの部分に若干の問題が生じる。）

以上の準備の下で，広(Ls(m)のtype1の有限次元表現 M に対し，q-指標 Xq(M)を

Xq(M)：＝ど dimM-yや EZ[Y喜li言：m-1
-yE£-wt(M) 

によって定める。すると，以下のことが成り立つ。

Theorem 2.6.1 ([FR99], [FMOl]).量子ループ代数仇(Ls(m)のtype1の有限次元

表現のなす圏を仇(Ls(m)-mod}と表し，その Grothendieck環を Ko(Uq(Ls(m)-mod})

と表すとき，写像

Xq: K叫 (Ls(m)-mod})→Z[Y喜l乾言m-1, M f-t Xq(M) 

は単射環準同型写像となる。
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2.7 シフト量子アフィン代数の有限次元表現のqオ旨標．

次に，シフト量子アフィン代数 Uq,[b] の有限次元表現に対し，そのq—指標をどのように

記述するべきかを考えよう。量子ループ代数の場合と同様に， Uq,[b]の有限次元表現 M―

に対し，｛叫]-b;十S’心;-s I 1 :S i :S m -1, s E Z2'.o}の作用に関する広義同時固有空間

分解

M=  ① M-r, 
-y=('Yt-bi+s'勺こ）

Mァ＝ ｛V E M | [:::i:Sァロ：］古：）N二。十sforvs:m言□□::0--bi1:SSEEZZ>20o)} 
を考える。このとき， M-y# 0となる 7をM のP,[b]―ウェイトと呼び，

P[b] -wt(M) = {'Y = ht-bi +s'rい）：言~-1 E IT IT c2 I M-y -1 o} 
l~ i ~m-1 sEZ忍0

とおく。このとき， M のf,[b]―ウェイトがどのように表せるかを知りたいのだが，そのた

めには， M の組成因子のf,[b]―ウェイトを調べればよい。さらに， Theorem2.5.1より，

仇［b]の有限次元既約表現は，ある L(3RL(P) ({3 E lBl[b], P E ID))の部分加群と同型な

ので， L(3RL(P)に現れるf,[b]―ウェイトについて調べれば十分である。そこで， L(P)の

同時固有ベクトル vを取り， W ⑧vに△b,O:Uq,[b]→Uq,[b] R Uq,[O]を通じて釘t玉＋S’
心::-s達を作用させたものを考えることにより，以下のことを得る；

Proposition 2.7.1., = ht-bi十 s' 'Yi~-s) E £[bl -wt(M)に対し，ある多項式Qi(z),

凡(z),Si(z) E C[z] s.t. Qi(O)＝凡（0)= 1, Si(O)-/: 0, degふ(z)= bi (1 ::::; i ::::; m -1) 

が存在し，

ど］＿いs三＋s= qdeg Qi-deg Ri ~嘉言竺：） ＝ど元sz―s (2.7.1) 
s>o s20 

と表せる:j:0

量子ループ代数の場合と同様に，Qi(O)=凡（0)= 1, Si(O) -/: 0, degふ(z)= biに注意

土,E £[bl -wt(L13 R L(P))のとき，（2.7.1)に現れるふ（z)は，ふ（z)＝どに。(3i,-b叶 sZsとなる。
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すれば，

Qi(z) = (1 -〈i,1z)(l-〈i,2z)...(1 -(i,kiz) ((i,j EC勺，

凡(z)= (1 -(i,1z)(l -(i,2z)... (1 -(i,ziz) ((i,j E Cx), 

ふ（z)=叫1-T/i,1z) (1 -T/i,2z)... (1 -T/i,biz) (ai, T/i,j E (Cx) 

と表すことができ，

degQi-degRi Qi(q―lz) 凡(qz) ふ(z)
q似qz) 凡(q-1z) Zbt 

=(q~—1z) (1-〈2,2q―1z) (1-〈2,Kiq―1z)
~q~... q~) 

X (q—l~q-1~... q-l~ ~q-l~... q-1~) 

x at ((1 -nt,1z) (1 -nt,2z)... (1 -:t,biz)) 
z z 

(2.7.2) 

となるので，恥：＝q(［口:;*'Zi,r,:= ~'Ti ,a := a ((, T/, a E (C門とおけば，

qdegQ;-degR;~""ii,覧竺]) S：い＝巧，a;D Y;,,i.j i1 ½~~-J'TI zi,rJi.p 
j=l j'=l p=l 

と表せる。そこで，,E C-wt(M)に対し，（2.7.1)に現れる多項式が (2.7.2)の形で表され

るとき，

m-1 ki li b, 

炉：＝II（巧，aiII摩，jII宣，j'II乙，rJi,p)E Z[~嘉， Zi ,17, Ti,a]筐芯□
i=l j=l j'=l p=l 

とおく。しかし，量子ループ代数の場合と違って，この定義は， 1E £[b]-wt(M)に対し， 1

を(2.7.2)の形で表す多項式の糾(Qi(z),Ri(z), Si(z))区区m-1の選び方に依存していて

well-definedではない。実際に，以下の場合が問題となる。

(i) Qi(Z)と凡（z)が共通因子 (1-(z)を持つ場合：

このときは，量子ループの場合と同様に，対応する Yt，くと Y贔1とが打ち消しあっ

て問趙にならない。

(ii) Si(z)とQi(qz)が共通因子 (1-TJZ)を持つ場合：
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ふ(z)= (1 -TJZ)図(z),Qi(z) = (1 -q― 1 ryz)Q~(z) と表せるので，

qdegQi~―1z) ふ (z) = qdegQ:+1 (1 -q―2nz)Q:(q―1z) (1 -nz)図(z)
Qi(qz) 丑 (1-ryz) Q~(qz) zbi 

=q 
degQ: Q:(q―1z) q(1 -q―2nz)況(z)

Q~(qz) zbi 

となる。

(iii)ふ(z)と凡(q―lz)が共通因子 (1-TJZ)を持つ場合：

ふ(z)=(l-ryz)図(z),Ri(z) = (1 -qryz)ば(z)と表せるので，

q―degRi凡(qz) ふ(z)= q―degR;-1p加）ば(qz)(1-nz)S:(z) 
凡(q-lz) 丑 (1-TJZ)民(q-lz) zbi 

=q 
-degR; ば（qz) q―1(1 -q加）図(z)

R~(q-1z) zbi 

となる。

以上の問題を解決するために，

~,q-1 1)乙，1) ＝ T名，q-21/ (1 :S i :S m -1, TJ E (C勺 ((ii)に対応），

Y心認，1)=乃—名，q2 1) (1さiさ m-1, TJ E (C門 ((iii)に対応），

冗，a冗，b= Ti,ab (a, b E C勺 (Si(z)の定数項に対応）

で生成される Z[Y喜，zi,1),冗，al!塁喜臼＿X1の両側イデアルを 3とし，写像

R[hJ-wt (M) • (Z[~1, Zi,1),ぃ襄謬ーX1)/3, T →x-r 

を考えれば，これは well-definedとなる。

以上の準備の下で， Uq,[b]の有限次元表現 M に対し，q-指標 X[b](M)を，

X[b](M)：＝ど dimM-r炉 E(Z[Y喜，zi,1),巧，al!塁□＿X1)/3,
吠Ji,[bJ-wt(M)

によって定める。すると，以下のことが成り立つ。

Proposition 2.7.2 ([KW]).シフト量子アフィン代数 Uq,[b]の有限次元表現のなす圏

を烏，［bJ-IllOdJと表し，その Grothendieck群を K。(Uq,[h]-mod)と表すとき，写像

X[b]: K,。(Uq,[b]-mod)→ (Z[Y喜，Zi,1)'Ti,a]饂ご二）／J, M →X[b](M) 

は単射群準同型写像となる。
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3 cyclotomic q-Schur代数とその表現

[Wad24]において，ある種の Schur-Weyl双対を通じて，あるシフトのシフト鼠子ア

フィン代数から cyclotomicq-Schur代数への代数の準同型写像が得られることが示され

ている（［和叫にその解説がある）。この代数射を通じて， cyclotomicq-Schur代数の cell

加群や既約加群上にシフト量子アフィン代数の作用を考えることにより，シフト量子ア

フィン代数のあるクラスの有限次元既約表現のqー指標やより詳しい加群の構造を組み合

わせ論を用いて具体的に記述できる。

この節では cyclotomicq-Schur代数について必要なことを簡単にまとめた後， cyclo-

tomic q-Schur代数に現れる既約加群の Drinfeld多項式や， cell加群のqー指標を組み合

わせ論を用いて具体的に記述する。

3.1 cyclotomic q-Schur代数の定義．

洸年を，パラメータq,Qo, Q1,..., Qr-1 E ccxを持った， G(r,1, n)型の複素鏡映群に
付随した C上の Ariki-Koike代数 (cyclotomicHecke 代数）とする。つまり，洸~,r

は， T。，Ti,...,Tn-1を生成元とし，

(T。—Qo)(T。—Q1) •••(Ti。—Qr-1) = 0, 

(Ti―q)(Ti -q―1) = 0 (1さi:Sn -l), 

T。TlT。T1= T1Ti。TlT。,TiTi+1Ti= Ti+1TiTi+1 (1 :Si :S n -2), 

TiTj = TjTi (Ii -JI > 1) 

を基本関係式として定まる C 上の結合代数である。 T1,...,Tn-1 で生成される洸~,r の

部分代数は， n次対称群 6nに付随した Iwahori-Hecke代数と同型であり， wE 6nに対

し， W = Si1 Si2.・・％（名＝ （i,i + 1))を簡約表示とすれば， Tw:= T.正几．．．TizE 洸~,r

がwの簡約表示によらずに定まる。また， 1:Si:Snに対し，

Li := Ti-1... T2石T。T1T2...Ti-1 

とおく。

cyclotomic q-Schur代数を考えるために，集合

L(m)={μ= (μ1, μ公．．．，四） E雰ol喜14~ n} 



143

を考える。 P＝④7:1Zciを一般線形リー代数g(mのウェイト格子とすると，写像

m 

心(m)→ P, (μ1,μ公．．．，四） →ど囮t
i=l 

によって， An(m)をPの部分集合とみなすことができる。さらに，

m=  (m1,m2,---,mr) E冥。 s.t.加＋四＋・・・＋叫＝m 

を一つ固定し，

m〈O〉=0, m 〈K〉=〗叫（1 三 k 三 r)

とし， μ=(μ1,μ2,...，四） E山(m),0 :S k :Srに対し，

m、〈K〉

at(m) =ど凸
i=l 

とおく。つまり， m は集合 {1,2,..., m}をr個に分割する仕方を指定しており， at(m)
は，添え字が K番目までの分割に含まれるμの成分の総和を表している。

以上の準備のもとで，μ E An(m)に対し，

r-1 at(m) 
叫：＝ （どqR(w)rw)(IT IT（ムーQり） E£n,r, 

wE釘 k=l i=l 

Mょ：＝叫羞rこ忽，r

とおく。 M出は積によって右洸，r-加群（右イデアル）となる。ここで， mμ や M品は集

合 {1,2,...,m}の分割の仕方 m に依存して定まることに注意しよう凡

尻，rに付随した cyclotomicq-Schur代数は，右洸':-i,r-加群④μEAn(m)M出の自

己準同型環

ダ;.,r(m):= End宛：：,~p(④ Mょ）
μE心 (m)

として定義される。

§ [DJM98]における，オリジナルの cyclotomicq-Schur代数の定義では， An(m)をr個に分割した集
合を用いて考えているが，実際には同じものである。この対応については，［Wad24],［和田］を参照。
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3.2 cyclotomic q-Schur代数の表現論．

cyclotomic q-Schur代数の表現論を記述するために，組み合わせ論の準備をしよう。

まず，分割 r個の組で，各分割のサイズの総和が nであるようなもの全体の集合

ば：＝｛入＝ （砂，入（2)，．．．，灼） I入（K)：分割， 芦I入(k)I~ n} 
を考える。さらに， m に沿って， A!,rの部分集合

心，r(m)：＝｛入 EA!,r I£（灼）＜叫｝，

心，r(m)：＝｛入 EA!,r I£（炉）＜叫forall 1 :S k :S r} 

を考える。入 EA応(m)のとき，各分割入(k)の長さは mk以下なので，足りない分は 0
として，入（1)，入(2)，．．．，入（r)と並べることにより， An(m)の元と思うことができ，この対

応で，位，r(m)をAn(m)の部分集合とみなすことができる。 cyclotomicq-Schur代数

ダn,r(m)のcell加群は心，r(m)の元に対し定まるが，後の議論で使われるのは， A比(m)
に対応する cell加群や既約加群である。

入＝ （入（1)'...，灼） E A],rに対し，入のヤング図を

［入］：＝ ｛（i,j,k)E羹。 |1さj:S入?),1:Sk:Sr} 

と定める。これは，各分割入(k)のヤング図を順に並べたものと同一視できる。また，

入EA],rに対し，入を枠とする盤 Tを，［入］の元に非負整数を対応させる写像

T:［入l→砂，

（対応する箱に非負幣数を書き込んだもの）とし，盤 Tのウェイト wtTを，

wt T = (μ1, μ2,...), where仏：＝ i｛x E [入]|T(x) = i} 

によって定める。さらに，盤 Tが，

• wtT E An(m)（⇔ T (x) E { 1, 2,..., m} for all x E［入]),

•T((i,j,k)) :S T((i,j + 1,k)) if (i,j + l,k) E［入l
（箱に書かれた数字が，各行で非減少）

• T((i,j, k)) < T((i + 1,j, k)) if (i + 1,j, k) E［入],
（箱に書かれた数字が，各列で（狭義）単調増加）
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• T((i,j, k)) > m〈k-1〉＝四＋四＋・・・＋叫—1,

を満たすとき， Tはm に関して半標準盤であるという。最後の条件を除けば，通常の意

味での半標準盤が r個並んだものであり，最後の条件のみが， m に依存して定まる。

SStd（入）：＝ ｛枠が入である m に関する半標準盤｝

とおく。すると，以下のことが知られている。

Theorem 3.2.1 ([DJM98]). 

(i)ダ~,r(m) は {W入 I 入€i応(m)}を cell加群とする cellular代数である。
(ii) cell加群 w入は SStd（入）で添え字付けられた甚底｛<f)T I T E SStd（入）｝を持つ。
(iii)ダ年(m)が半単純であるための必要十分条件は，

Il(l + q2 +・・・十q2(i-1)) II II （沢Qi-Qj)-::/0
i=l O:','.i<j:','.r-1 -n<k<n 

である。このとき， W入（入 EA!,r(m))は全て既約で，｛w入I入Eふt,r(m)}が
ダ;.,r(m)の既約表現の同型類の完全代表系を与える。

(iv) A;t,r(m) ~ At ~ A;t,r(m)を満たすある部分集合 At（この集合は，パラメータに
依存して決まる）に対し，｛L入：＝ WツradW入I入EAt}がダ;.,r(m)の既約表現
の同型類の完全代表系を与える。

(v) mk 2'. n (1 :S vk :S r)⇔ A比＝ A!,r(m)= A;t,r(m) = Aすであるとき，
ダ;.,r(m)は準遺伝代数であり，さらに，洸恥つの準遺伝被覆となる。

3.3 cyclotomic q-Schur代数に現れる既約表現の Drinfeld多項式

以下では，パラメータqは 1の幕根でないとする。 cyclotomicq-Schur代数ダ;.,r(m)

の定義に用いている m= (m1,... ，叫）€冥。 s.t. m1 + ・ ・ ・ +叫＝ m に対し，シフト
パラメータ bm= (b1,b2,...,bm_i) E Z雰討を，

b2 = {l ifi =…〈k〉forsome k, 
0 otherwise 

によって定める。このとき，［Wad24]で得られている Schur-Weyl双対より，結合代数の

準同型写像

YQ: Uq,[bm]→ダ;.,r(m)
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が得られる。この準同型は， cyclotornicq-Schur代数のパラメータ (Ariki-Koike代数の

パラメータ）Q= (Qo,Qぃ．．．，Qr-1)に依存して定まる。以下，この準同型 TQを通じ

て， cyclotornicq-Schur代数の表現を， Uq,[bm]の表現と思う。

A!,r(m)は An(m)の部分集合とみなせたことに注意すると，入 EA比(m)に対し，
wt(Tり＝入となる T入ESStd（入）が一意的に存在することが分かる。このとき，'PT入に

よって生成される W入の Uq,[b]部分加群を W入：＝ Uq,[bm]・白T入とおくと，斤入はやT入

を最高ウェイトベクトルとする最高ウェイト加群となる。さらに，i入＝和ツrad而入

(rad町は Uq，［加l-加群としての根基）とおけば，かは， Uq,[bm]の既約表現となる。こ

のとき，以下が成り立つ。

Theorem 3.3.1 ([KW]).かの Drinfeld多項式 (Si(z),Pi(z))i<i<rn-1は以下で与え
られる。

ふ（z)＝ ｛髯q―入iK+1)_t+ q入iK+1)z ifi= m〈K〉forsome k, 
1 otherwise, 

入(k)_入(K)

Pi(z) = 
j "j+l 

II (1-Qk-lqね}k)_2j+i+lq―2Pz)if i = m〈k-1〉+j(1 :S j :S叫）．
p=l 

Remark 3.3.2. 

(i) mk 2'. n for all kを満たすとき，恥は全射となり，和入＝ W入か＝いとなる

ことが分かる。一般には， YQが全射になるかどうかは分かっていない。仮に YQ

が全射でなかったとしても，和入＝w>-,か＝ L入は成り立つように思われるが，
証明はできてない。

(ii) r = 1のとき，か＝ W入であり，これは，広(glm)の分割入に対応する既約表現の

評価値（evaluationvalue) Q。における評価表現（evaluationrep.)と同型である。

3.4 cyclotomic q-Schur代数の cell加群のqオ旨標．

ダ~,r(m) の cell 加群町（入 E A:出 (m)) のq-指標を記述するために， 1 つ組み合わせ

論の記号を導入する。 x= (i,j,k) E［入］に対し，

res(x) := Qk-1q2(j-i) 

とおく。 このとき，以下が成り立つ。
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Theorem 3.4.1 ([KW]).入EA:土(m)に対し，

m-1 

X[bm](W入）＝ど xT, where xT  := IT (IT ~,qi-1 res(x) IT心＋1res(y)) 
TESStd（入）i=l _:,E［入］ yE［入l

T(x)=i T(y)=i+l 

r-1 

X IT Tm〈K〉,-q―m〈K〉Qklzm〈K〉,qm〈K〉`
k=l 

Remark 3.4.2. 

(i) r = 1のとき， W入は応(g(m)の分割入に対応する且騒約表現の評価値Q。におけ

る評価表現（evaluationrep.)と同型であった。このときは，［FM02]によって，同

じ結果が他の方法で既に得られている。

(ii) w入における U の組成重複度（分解定数）は，三角性を持っており，分解定数は，
レベル rFock空間の圏化（いわゆる LLT-Ariki型理論）を通じて，両側放物型

Kazhdan-L usztig多項式を用いて記述できることが，［RSVV16],[Los16]で示され

ている。よって，原理的には， L入のq—指標も W入のq—指標より計算できることに

なっている。分解定数に関しては扱っていないが， cyclotomicq-Schur代数の表現

圏を用いた Fock空間の圏化は [Wad14]にある。

4 シフト量子アフィン代数のあるクラスの有限次元既約表現

のqー指標

4.1 分離条件下での Uq,[bm]—加群 w入の構造．

以下でも，パラメータqは 1の幕根でないと仮定する。さらに，条件（分離条件という）"~ 
II （沢Qi―Qj)'F0 (4.1.1) 

O:Si<j'.Sr-1 -n<k<n 

を課すと，ダ~,r(m) は半単純となり，か＝ W入となる。このとき，［JMOO]で得られてい

る W入の seminormal基底｛哀T IT E SStd（入）｝を考えると， Uq,[bm]の作用に関して，

臼T (TE SStd（入））は £[bm]—ウェイトベクトルとなる。さらに， Uq,[bm] の作用が具体的

に，記述できる。その記述を与えるために，少し組み合わせ論の準備をする。
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入EA;t,r(m)とする。 TE SStd（入）と XE［入］に対し，入を枠とする盤 Tよを，

T立(y)= {]冒土1 if y = x, 
otherwise 

(y E［入］）

によって定める。つまり， Tまは Tの箱 xに書かれた数字に土1を加え，他の箱の数字

はそのままにした盤である。さらに l'.Si:Sm-1に対し，

[T]。i:= {x E［入]IT（叫＝i+ 1 and T;―E SStd（入）｝，

[T]-ai := {x E［入]I T(x) = i and T! E SStd（入）｝

とおく。このとき， W入上の Uq,[bm]の作用が，

ei,t ・'PT = L BT;（がres(x))t'PT;,
xE[T]。t

At・哀T= L 叫パずres(x))亨Tよ
xE[T]_°'i 

によって与えられる。ここで， B亡，CT立ECXはtE Zには依らずに定まる。また，

ゅt-bi+s'虹-Sの作用も具体的に書けるが，ここでは省略する。

4.2 分離条件下での Uq,[bm]—加群 w入のシフト．

引き続き，qは 1の幕根でないとし，分離条件 (4.1.1)を満たすとする。

b'= (b~,..., b伝ー1)E (Z::,,o)m-1に対し， b:= b'+bmとおくと， Theorem2.2.1にお

ける準同型写像△b’，匹： Uq,[b]→Uq,[b']R Uq,[bm]を考えることができる。この△b',bm
を通じて， Uq，［加l-加群 W入（入 EA比(m))と9EBじ］に対応する Uq,[b']の 1次元表
現り＝ Cwとのテンソル積表現L13RW入(Uq,[b]―加群）を考えることができる。このと

き，以下のことが成り立つ。

Theorem 4.2.1 ([KW]). 上の設定で， Uq,[b] —加群 L13 RW入に関して以下のことが成

り立つ。

(i) w R IPT (T E SStd（入））はf,[b]―ウェイトベクトルである。さらに， Lf3RW入の

f,[b]―ウェイトは multiplicity-freeである。

(ii) Lf3 R町の特異ベクトルは，（スカラー倍を除いて） wR IPT入のみである。よっ

て， Lf3RW入の Uq,[b]部分加群は必ず wRrpT入を含む。
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(iii) w @ 0T (T E SStd（入））がf—特異ベクトルであるための必要十分条件は，

II (1ー lres(x)z) I s:(z) (1 ~ i ~ m -1) (4.2.1) 

xE[T]-"', 

である。ここで，

b; 

吋（z)＝と(3i,-b;+sZ8
s=O 

である（叫:-b;+s.W =(3i,-b:+sWであった）。

{iv)条件 (4.2.1)を満たす TESStd（入） （よって， w® 哀T はf—特異ベクトル）に対し，

SStd（入）:ST:={SE SStd(入)|S(x) :S T(x) for all x E［入］｝

とおく。このとき，｛w⑧森sIs E SStd（入）勺T}で張られる L(3RW入の部分空間
(L(3RW叫 T は， Uq,[b]の作用で不変である。

(v)条件 (4.2.1)を満たす TE SStd（入）で，さらに， SStd（入）:ST¥{T}の中に条件

(4.2.1)を満たすものが存在しないとき， TをT「b’]で表すと， T「b']E SStd（入）は，
b'に対し一意的に定まる。このとき，（Lf3R W入):ST「;,,]は， Uq,[b]の既約表現で

ある。

{vi)既約な Uq,[b]ー加群 (L(3@ W叫 T「b'] の Drinfeld多項式（ふ(z),Pi(z))i芦m-1

は，

翫＝図(z)x{ (-Qk-1q―入｛k＋1)_t+ q入ik+1)z) ifi = m〈K〉forsome k, 

1 otherwise 

叩—入似
Pi(z) =. IJ (1 -Qk_1q2入:k)-2J+t+1q―2Pz)if i = m〈k-1〉+j(1 :S j S叫）

p=l 

で表され，q-指標は，

m-1 尻

X[b] ((L13 R Wり::;Tib'])= (II (Ti,ai IT Z団 ，p))(ど Xり
i=l p=l SESStd（入）吋＊

一 [bり

when図（z)=叫1-'f/i,1z)(l -'f/i,2z)... (1 -T/i,b¥z) 

によって与えられる。
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