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はじめに

1971年にBaxterは2次元の8-vertexモデルの自由エネルギーを転送行列の方法で求めた｡

このモデルは特殊な場合としてIsingモデル,dimerモデル,iceモデ/レ,KDPモデル,Fモ

デル等を含む一般的なモデルである｡またBaxterはこの転送行列の固有ベクトルがHeisenberg

モデルの一般化である1次元ⅩYZモデルのハミルトニアンの固有ベクトルになっていること

を示し,これからその基底エネルギーを求めた｡

Baxterの論文は "amasterpieceof19th-centurymathematicalaゎalysis〝とも言われ

ているが,むしろ "amasterpieceof20th-centurymathematicalphysics〝と言うべきで

あろう｡Phys.Rev.Lett.の論文3,4)は勿論,Ann.Phys.の論文1,2)も省略されている部分が多く,

孤峰として奪えたまま登山をする人は少なかった｡しかし最近量子逆散乱法が脚光をあびるに

至って,8-vertexモデルあるいは1次元ⅩYZモデルがその例題としてしばしば誌面を賑わ

すようになった｡Takhadzhan-Faddeevの解説5)を参照にしながら,10年前読もうと思って途

中でやめた論文をもう一度読もうと思いたった所以である｡今度東京工業大学において｢スピン系

の統計力学｣と題する集中講義を行なったが,8-vertexモデルの話も加えることとし,これ

を機会にそのノー トをまとめた｡

本稿を草するに当ってE.Barouch,和達三樹,および同研究室の方々,広池和夫,守田徹,鈴

木増雄,宮下精二,小口武彦の諸氏6･7)から多くの御教示を頂いたことを記して厚く謝意を表する｡

§1. 16-vertex･モデル,8-vertexモデル,6-vertexモデル

2次元の正方格子を考えて各格子点間を結ぶbondに上向,下向,または左向,右向,のい

づれかの矢をっける｡各格子点とこれに入る4本のbondを見るとこの格子点には16個の状

態がある｡この各状態に el,e2 -･616のエネルギーを割付けたモデルが16-vertexモデル

である｡この16個の配置のうち1つの格子点に奇数本のbondが入る状態が禁止されるとす

*KATSURA,Shigetosi
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軽 重殴

ると(e9,el°･-e16--)可能な状態として8個の状態が許される｡これが広義の8-vertex

モデルである｡一つの格子点に対して4つのbondを反転したものと,もとのもののenergy

が等しいとする｡(el-C2,E3-e4,e5-e6,e7-e8)(これはzerofieldの条件である.)

これが狭義の8-vertexモデル (Baxterモデル)である｡この内4本ともvertexに向ったも

の,4本ともvertexから出るものを除くと(e7-e8-∞ )可態な状態は6個となるOこれが

6-vertexモデルであるoそのうちKDPモデルといわれるものはTakahasi,Liebによる強

誘電体のモデルである*.本稿では狭義の8vertexモデルを単に8-V｡rt｡Ⅹモデルという0

8-vertexモデルの一つの配置が与えられたとき各格子点は el,- e8の何れかの状態をと

るo系全体で e･のエネルギーをもつvertexの数をNjとすれば系の状態和はノ
8

zIVm =∑expト PjS.Njej]

で与えられ, 1格子点当りの自由エネルギー了は

1

~Pf-遮 石打 王ogZMN
N-→oo

で与えられる｡ここにM,Nは結晶の縦および横の格子点の数である｡

各状態のBoltzmann因子を

V.-e-Pe}･∫

ZJl=ZJ2 V3=V4

-チ(V5+V7)a)1-

W3-‡(vl-V3)

とし

V5=U6 V7=V8

V2-チ (V5-V7)

V｡- i (yl+ V3)

(1.1)

(1.2)

(1.3)

(1.4)

とおく｡

この系の状態和Zはwl,W2,W3,W4の関数であるが(1,2,3,4)の任意の置換 (i,j,k,

i)に対してZ(u,･1･W2,W3,W4)-Z(±wi,±W･,±wk,±wl)が成立つ (FanandWu∫

1970)0

3節以下でこの系の状態和を転送行列を用いて求めることを考えるが,その前に先ずIsing

モデルとの関連を考えておこう｡

1)R.J.Baxter,Ann.Phys.70(1972)193-228.

2)R.J.Ba又ter,Am .Phys.70(1972)323-337･

*Slaterの求めたCurie点がexactであることをTakahasiが証明し,Liebがexactな状態和を与えた｡
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8-バ-テックスモデルとⅩYZモデル

3)R･J･Baxter,Phys.Rev.Lett.26(1971)832-833.

4)R･J･Baxter,Phys･Rev.Lett.26(1971)834.

5)LA･Takhadzhan andL･D･Fadeev,UspekhiMat.Nauk34(1979)13-63;Russian

Math･SuⅣeys34(1979)ll-68.

6)和達三樹,十河清,打波守,阿久津泰弘,privatecomm叫 cation.

7)広池和夫,守田徹,privatecom unication.

§2.8-vertexmodeJt.lsingmodeJ

Isingmodelにおいて一つのスピン配置が与えら

れたとき各 unitcellの中心を結ぶ裏格子を作る｡

この裏格子においてあるbondを考え,その両側の

表格子のスピンが異符号のとき実線,同符号である

とき点線で結ぶ｡各実線に上または右向きの矢,点

線に下または左向きの矢をっけるとこの裏格子は一

つの8-vertexモデルのconfigurationを与える｡

裏格子の各vertexにそのvertexをとりかこむ表格
Fig.1

子の4つのスピンの作るクラスターのnearestneighborbond4本によるエネルギーの半分

とsecondneighborbond2本によるエネルギーをわりつければこのIsingmodelとこの8

-vertexmodelは同等となる｡水平方向,垂直方向のenergyをJ,′′右斜方向,左斜方向の

energyを′〝,J〝 としたときのvertexweightはFig.2のようになる｡ (firstneighborの

エネルギーを半分にしたのはとなりのvertexによって2重に数えられるからである｡)逆に一つ

の8-vertexmodelのarrow configurationが与えられればIsingmodelのスピンconfig-

urationが定まる｡但しすべてのスピンを同時に反転 したものも同じ8-vertexmodelのcon-

figurationに対応するので2重の縮退がある｡

この8-vertexモデルはBaxterのといたモデルのカテゴリー (ul-u2,V3-V4,U､5-V6,

U7-V8)に入らないがnearestneighborの相互作用J-J′-0とするとこの条件をみたす｡

∫-′′-0とした表格子はnnがJ〝,′〝 である2つの独立なIsing模型の重ね合わせである｡

8-vertexモデルの転移温度は

wl-チ(V5十V7),W2-‡ (V5-V7),W3-Ⅰ (V1-が3),W｡-チ (vl+V3)
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桂 重陵
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Fig.2

とし, wiを大きさの順に並べかえて

W;-first(wl,uJ2,W3,u,4)
辛
W2-second(u,1,W2,W3,u,4)

uJ;-third(wl,W2,W3,u,4)

u,*4-fourth(wl,u,2,u,3,u'4)

としたときW2*-W3*で与えられる(証明後述 )｡上例で∫〝-I " とするとwl-ch2K,wJ2-

sh2K,W3-1,W｡-0となりT>Tc,T<Tcの何れの場合もTcはsh2k-1で与えられ

る｡これはKramers･Wannier-Onsagerの値である｡なおもとの格子に4体力がある場合

Boltzmann因子はexp(-βJ401020304)となるが1-8の配置に対してこの因子はFig.1

に示すようになり,このときもvl - U2, u3- U4, V5- V6, V7- V8はみたされているから

′ 〝 ,∫〝をもつ2層のIsingモデルが4体力の相互作用でつながれているモデルも厳密にとけ

る｡

§5.8-vertexmodelの転送行列

Ⅳ×〟の8-vertexモデルを考える｡各bondについて矢の向が上向のときα-1｡下向き
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8-バーテックスモデルとⅩYZモデル

のときα--1,右向きのときγ-1,左向

きのときγ--1とする0第j行と第j+1

行の間のbondの垂直な欠の任意の配置を

(αjl-(α1,α2,･･･C(N) (3.1)

とする｡

一つの格子点をめぐる配位はその点の下の

bondα,上のbondα′,左のbondγ,右

のbondr′で表わされる｡矢の向きは混同L

やすいので以下入る矢を実線,出る矢を点線

で示す｡(各のvertexについてのみ可能な

記法で結晶全体についての記法ではない｡)

i

vl-_I Tl,2. Y7=N-I71=N

Fig.3

享 有 予 定 ÷ -÷ キ
1 1

｢一一-十｣一一一丁 十

I Il Illl

l

11

1

/T6

Y

y

T

)

l

rり山i;
i

-

一山■
rHl"

■ーWi 1 -1

1 1 1

1 -1

1 -1

V1 1左 V3 Vl 巧

Fig.4

ム
十

あるvertexの状態のBoltzmann因子を<γαlc2elr′α′> と記す｡これは足が2組ある行

列であるが,その足の順序を(3.2)のよう笹とると
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このC27にvertexの横方向の位置nを添字としてつけて

4

`raf-Znlr′α′'=j萱.wjOr'T,On'aa′
すなわち

4

-in=,萱1WjO'㊨ on'

Ĵ23′し

(3.3)

(3.4)

(3.4′)

であ らわされる o ㊥は行列の直積,o](j-1, 2,3)はpauli行 列,04は 2×2の単位行列である*.
証

ど-wl[冒 :]@[冒 臣 W2[ ? I . i] @ [冒-.i]+ W3[三_01]㊨ [三_01]
]0
1

1

0

｢
ー㊥｢｣

0

1
1

0

卜

4
ひ+

- 1-[ 冒 三上 2- [㌦ i] 03- [三 _ 01] 04- [三 冒]

< raLA@BIT'a'>-<rlAIT'><alBla'>
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8-バーテックスモデルとⅩYZモデル

0 w1-W2

W4-W3 Wl+W2 0
wl+W2 W4- W3 0

0 u,3+W4

-1

S

ニ

W

l班

= W3+uJ4 0

0W4-W3 WI
Owl+W2 W4

wl-uJ2 ー0

-(3.3) 証終

(3.5)を2行 2列づっまとめると

Ⅹ 1

n 昔 oonf

｡ど =
+W30三 wl元一iw20三

十iw20n2 W｡on4- W302

1日■.llH1
53(

(3.6)

り

o
oI

oaLL3
3eq

o

o

S
'

aLL'

o

E

o
o叫

とかける.onの中に入っている足がαa'である(<alonla'>)

ある行 (第j行 )を考えてその行の各vertex(n-1,2,-N)の配位に対するC2Tを<γαl

l-2elfr′a'1>,<r'α2lc272Jr"a'2>-･くγ(N-1)aNfc27nlrak>とする｡

dl o(三 o!;

才 3'/ 1〝

d l ot l d3

Fig.5

′
e/〟-1 oG

dN-I du

横bondはつながれているのでC2TnのketのTとZn+1のbraのTは同じである｡

L7N≡-2flc2e2･･.EgN (3.7)

により3Nを定義するo以下Nは紛れる恐れのないときは省略することもある｡(3･10)の積は

横bondについては内積をとり縦bondについては直積をとっているので3Nは2N'lx2N'1

次元の行列である｡
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桂 重酸

くrα1α21･.aNIL7Nlr(N)tt'1α'2･･･ak>

-∑∑-∑ <γαlle271け ′α'1>くr′α2lc2C2lrdα'2>･･.
r'TJ T(N-1)

･くr("~1)aNle27NlrW)砿>

(3.8)紘(3.4)を代入すると例えばⅣ-3では

L73=-2elc2e2⊂ど3

=,崇 莞W, lW, 2W,3色 土 吐 ㊥ o'lld220'33
2行2列 言前 石

となる｡

L7N のγ部分のトレースをTNとするoこれは2Nx2Nの行列であるo

TN-tr3N

(3.8)

(3.9)

(3.10)

<(α)lTNHα′)>-<α1α2･･･αNITNlα'1α'2･･･穐>

-∑<rα1α2- aNEL7Nlrα'lC(2- %>r

-∑∑･-≡<rαllCど1Er′α'1>くγ′α2f-272Eγ′α'2>-<r(N-1)ctNIc27Nlr乾>
rr′ γ(∬｣1)

(3.ll)

第j-1行から出て第ノ●行-入る縦bondの組を(αji,第j行から出て第j+1行-入る縦bond

の組を(αj'1)とすると<(ajHTNHα)'1)>は第ノ●行の転送行列でこれをj -1,2,- Mにつ

いてかけてfaJについての和をとれば周期的条件の下における系の状態和ZMNとなる｡

zMN-∑∑.･･∑く(α1‡FTNHα2才>
(αlHa21 taMI

×<(α2ilTNItα3才>･･･くtαM-1)lTNLtaM)>

×<ta111LTNltα1)>

-sp7晋
spは∑を示し2Ⅳ × 2Ⅳ次元 空間のトレースである｡
(α1)

従って転送行列Tの最大固有値をAmax(N)とすれば,

-pf-NIL-mi loglAmJN)I
で与えられる｡

(3.14)

wl,u,2,u,3,W4をもつ3(<γ(α= L7 lγ′(α′)>)とu,;,W;,W;,W左をもつ3'(<γ(α)J3'(γ′
(α′)>)を考えてその縦b｡ndについて内積,横b｡ndにつレ1て直積をとったものを3㊨ L7′と
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8-バーテックスモデルとXYZモデル

記す｡すなわち

<r∂(α)l3㊥3'け′8′(♂)>

-∑<γ回 し7lr′ta')><∂ta')t3'l8′(β)>
(α′)

(3.15)

いま横bondの2組の足をもつ行列LR(<r8lLRIr′8′>)とL7㊨3′との内積LR(L7㊥3′)を

<r∂(α)ILR(L7㊤3′)Ir′8′(α′)>

-∑∑<γ∂困 γ〝8"><γ〝∂"(α)I3㊥L7,lr,∂′tP)>rna"
によって定義する.同様に (L7′㊥3)LEは

<γ∂(α†l(3′⑳3)LRlγ′∂′(β)>

-∑∑<γStallL7′㊤Flr"8〟(α')><γ〝8"LRIr′∂′>
Tn∂′′

である

(3.16)-(3.17)であれば

(3.16)

(3.17)

∑∑∑<r∂lL兄圧〝∂〝><γ〟(a)l31γ′(α')><8utα')lL7′l∂′(β)>
rqS'(a')

-∑∑∑<γ(α)lL7'iγ〝ta')><∂(α'HL71∂〝(♂)><γ〝∂〝lLRlr′6′> (3.18)
r"6"ta')

∑∑<γ′∂′LR-1tγ〝∂〝>を(3.18)の両辺の右からかけると
′ ∂′

右辺-∑∑∑ くrtα)l3′tγ〝(α')><Stα'HL7I∂〝(β)>
T"∂〝ta'1

×<γ〝Ir"><∂〝 l∂〝>

-∑<γ((引3′け〝ta′)><∂(α′)I31∂wtβ)>
ta')

左辺-∑∑∑∑∑<γ∂lLRlru8"><γ〝(α=L7lr′(α′)>
r"∂''ta'ir'∂′

×<∂〝(α′ュL3'16'(♂)>くγ′∂′ILR-1Ir"∂W>

再辺の(r部分について)traceをとると

tr右辺-∑∑<γ((引3'lγta')><8(α′)L7L6tPJ>
r∂

-∑ <(α)け′lta′)><(α')ITItβ)>
ta'J

tr左辺-∑∑∑∑∑∑∑<γ8lLRLγ〝∂〝><γ〝(α)t31γ'･tα′)>
r8rJ'81a'Ia'r'

×<∂〝ta'113'I∂′(β)><r′8'lLR~~1lr∂>
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桂 重俊

-∑∑∑∑∑<r′lr"><8′18"><ru(a)l3lr′tα′I>
r'8.fa'JT′8'

×く8"ta伸 アf∂′(β)>

-∑∑∑くr′(αiJ3Ir′(α′)><8′(α')l3'IS′(P)>
r'8'fa'J

- ∑<(αHTlta')><taつけ′1‡PI>
fa'J

すなわち

LR(3㊨L7')-(L7'㊥3)LR

であるような4行 4列の行列LRが存在すれば

TT'-T/T

(3.22)

(3.22)

(3.23)

である｡(3.16),(3.17)の直積,内積の関係をschematicに図示するとFig.6のようにな

る｡縦bondが2重線になっているのは横方向の和がとってあることを示す｡(3.22)が成立っ

ためには

LR(C2fn㊥C2fn')-(C2完㊨cZ7n)LR

が成立てばよい｡何故なら

〟 .〟 〟

Hi,dn㊨ HL亀- rIL鶴㊨LBnn-1 n-1 n-1

(3.24)

(3.25)

であるから｡(3.24)をYang-Baxterの関係式といい量子逆散乱法の種々の問題にあらわれる重

要な関係式であるO与えられた系においてwjの組が与えられており,これによりTN(wj)が定

まるが,仮想的なW: の 組をもが N'(W:)を 考 えて TN(wj)とTN'(W;)が可換になるよう補助量
LRを定める. し刺ま後に定めるwuの組の関数となりW.,W(,u'̂:は共通のパラメーターでパラメノ ノ ノ ノ

タライズされる｡

(i.1;)



8-バーテックスモデルとⅩYZモデル

すなわちwl,W2,W3,W4はZ,甲,)の関数として W'1,W'2,W'3,W;はJ,7,FEの関数として,

wiyw;yw;r御 まZ〝 ,i-FEの関数として定まる((5･42),(5･45)参照). TN(wl,W2,W3,

W4)-TN(A)を2行2列の行列

･N(7,-[;"N:ll;芸 ('ll,']

で表わしたとき((6･11)参照)TN(i)とTNb)の可換なことよりAN(A),BN(i),･･･とANb),BN伍)
･･･の交換関係が導かれる｡F-HB(}l)か (Bは真空)とおいてWがTN(i)の固有ベクトルと～

なるようにIl(の組)を定めるとTNJ(A)の固有値が求まるというのが次節以下のプログラムで

ある｡

･ h '･ : .; '･ ･･ d

(4.は)

Fig.7

§4.Baxterのparametrization

(3.24)をみたすLRを求めよう｡

C2fn,-どこおよびその直積の行列要素を書くと

<r′αlc2fnIγ〝α′>-∑wj0,),∂dOnJaa,

･∂'a'7-2eニ18"β>-∑wk'鼻onka,i
<r′8′alc2Tn⑳ C2eこIrd8"β>

-∑<T′αLc27nlr"a′><6′α′lc2完l8"P>
r

誓 書wjWk′qr',,･adkt(qnjqnk)ap

<SaI競 lS′a'>-∑W;68kdqnkad
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くSrαlc2fニ⑳C2E｡ 18′r′P>

-∑<∂alcどこ[8′α′><ra'bfnLr′P>
γ

-苧写wjWk'orjr,08kg(舵 )ap
いまLR′を(4.7)で定義すると

くrSLR′lr′8′>-∑trlq,i,,oal∂.
<r∂alLR′(C2en㊥ez7こ)圧〝∂〝P>

-∑∑<r∂ lLR′lr′∂′>くγ′∂′alc2en㊥efニlγ〝∂〝β>
1′jL'

-亨等写W,wk'x∠(oloj),,(oZok)∂∂.(onjonk)aP
～ ～

く8′r'lLR'18"γ〟>-∑xzo8,∂′0,,,-
<∂γ′可 (-2f£QE2en)R′f6〝γ〝β>

-∑∑<6ralin㊤C2enl∂′γ′β><8′r′lLR′l8"γ〝>
ZLL'

-デ寄与wjWk'xl(0'ol)rf(okol)∂F (onkon')qG
次式で定義されるLRHを考える｡

LR"=÷ ∑0)㊨ 0'=
0

0

0

1

0

1

0

0

0

0

1

0

1

0

0

0

<rSILR"Ir′∂′>-与∑0,',,08'F
これを

<rSlA㊥Blr′∂′>-A,,,B∂∂.

の左または右から作用させると列または行の添字の順序を反対にする効果をもつ｡

1

1

′

′

㍗

AU

1

2

2

1

2

1

2

7
β

,β

'β

丁β

l

1

l

1

1

1

2

2

α

α

α

α

1 2

2 1

allb12 a12bll

allb22 alZ･bZl

a21b12 a22bll

a21b22 a22b212

2

2

2

2

1

2

1

2

7β

7β

,.β

'∧)

12

12

22

22

α

α

α

α

394

0

1

0
0

0
0
1

0

1

0
0
0

0
0
1

(4.6)

(4.7)

(4.10)

(4.ll)

(4.12)
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1ヽ 1

-12

2 1

2 2

r′1 1 2

∂′1 2 1

allbll a12bll allb12

allb21 a12b21 allb22

a21bll a22bll a21b12

a21b21 a22b21 a21b22

2

2

12

訟

12

22

I.β

･人)

,カ

7β

2

2

2

2

1

1

2

2

α

α

α

α

∑∑<γ∂lA㊥Blr′∂′><r′8′LR"lγ〝∂〝>
r′81

-<r6lA㊨BI∂〝γ〟>

100 0

0 0 10

0100

0 0 0 1

1ヽ 1

2 1

12

2 2

allbll allb12

allb21 al】b22

a21bll a21b12

a21b21 a21b22

γ′1 1

∂′1

allb

,β7β7βll1212ααα

2

2

12

㌶

12

22

7か

7β

ム

ーβ

12

12

空

2

α

α

¢

α

11

21

11

21

人
U

hq

..β

,.〟

2

2

2

2

1

1

2

2

α

α

α

α

12

l1l111227β･q-β,〟22221112αααα22221122､人U,′β丁か-〟l1l11212ααααl1l11122

a12
b
12

a22
b
12

α12
∂
22

a22
b
22

∑∑<γ∂lLRulr′∂′><γ′8'lA㊥BIr〝∂〝>
了 ∂′

-<∂γlA㊥BLγ〝∂〝>

∑∑<r6lLR"Ir'∂′><γ′∂′αlLR'(C2fn㊨cgこ)Ir"6"P>
了∂′

-<γ∂αlLR"LR'(C2fn㊥C2完)圧〝∂〝β>

=∑∑∑W,wk'x,(Olo')γ,･(olqk)∂8･(Onjonk)cQ

∑∑<8rαt(c空£㊥♂n)LR′l∂′r′β><∂′γ′LR"l∂〝r">
/i/i/

-<6γαl(eどこ㊥-jen)LR挽〝圧〝∂〝P>

-∑∑∑ wjWk'x z(ojoZ)γγ･(okoZ)∂∂x(onkonj)qC
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ゆえに

LR-LR′LR"-LR̂,LR′-÷∑xjOj㊥o'∑of㊥Ol

-‡∑∑3,0,i.0,i,I08'8′qaf〆

∬4+∬3 0 0

0 34-X331+

O xl+3234-

x1-32 0 0

x4十巧 0 0

0 ∬1+∬2∬4-

0 34-3331+

31-x2 0 0

∬1+∬2

∬4~∬3

∬4~∬3

∬1+∬2

2α一

O

0

lα

3α
+4∫

∬1~∬2

0

0

∬4十∬3

0

0

1

0

1

0

0

0

0

0

0

1

0

1

0

0

円"■.l肌u
024(

(4.21)

を求めるLRの形とし, (4･18)-(4･19)となるよう雪･を定めようo (4･18)と(4･19)をsche-

maticに図示するとFig.7のようになる｡

§5･xjのパラメータ表示

(4.18)-(4.19)-0となる条件を求める｡∑∑∑の中の各項をしらべる｡

j- kのとき

(onkonj)aP-(qnjonk)ap

写 wjW/(qn'qn')ap-i

xl(olq'),,.(oloj')88--(5'oZ),,-(o'lol)∂∂-] (5.1)

i,j∈(1,2,3)でZ≒jならば olojニーojolで消える｡ i-4,j∈(1,､2,3,4)およびノ●-

4,Z∈(1,2,3,4)のときoloj-ojo.Jで消える｡ゆえにj-kの項はすべて消える｡

ノ●キk,I,k∈(1,2,3)のとき

∑wjWk'(Onjqnk)apxz

x[(CEO')r,I(qzqk)8g･+(qjql),,-(qkql)8g,]

i-j≒k (qlqj),7--(a)-ql)∂8-
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(qlqk),,---(qkql)86"

で消える｡ i-kキ)'の場合も同様である｡Zキk≒′◆キZの場合は消えない｡このとき[]

内は第 1項の2倍となる｡

j≒k,j-4のとき

∑W4W'k(中 三)apxz

x[0,i-(olqk)88,-6,i-(6kqZ)∂8- (5.3)

i-4またはZ-kのとき消える｡kキZ,k,Z∈(1,2,3)のときは消えない｡このとき[ ]

内は第1項の2倍となる｡jキk,k-4のときも同様｡

残った項を書くと

-2twIW;(iq:)ap[x30,2,-6818-+346,I,-q82g,]

+WIW;(-io三)ap[32U,3,-q818-+340,I,-083g,]

+wIWianlap[x2(-iq,3,-)q828-+∬36,2,-6638-]

+W2W;(-io喜)aplG30か028g･+&46か aelFy]
+W2W3'(iqL)ap[xlqかa828-+340,2,-a63g,]
+W2W4'(qn2)aplxli(かa818"+33(-iq,1,-)0838･]

+W3Wl'(iqn2)aplx菰 -a63g,+x40,3,-a616-]

十W3W2'(一戒 )aP[xlq,2,-a638"十m40,3,-%28-]

+W3W.I(q三)ap[xl(-iq,2,-)q818-+x2iq,1,-吃-]

+W.wl'(OL)ap[∬20,2,-(-iq3)88-+x30,3,-i%2g,]

+W4W2'(C2)ap[∬lq,I,-ia63g･+330か (-iql)88-]

+W4W3'(q三)ap[∬10,1,-(-iq2)86･+820,2,-iaele"]I

=2fq3apiq,2,-aela･[wIW2'33-W2Wl'34-W3W.'C1+W4W3'x2]

+03apq,lr ia828"ト wIW2'84-W2中 ｡+W｡W4'32-W4W,'∬コ

十iqn2apq,3,･aela･･ト 抄.W3'32+W2ZU.'G.+W3Wl'34-W4秒2'.T3]
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+iOn2apo,I,-a638-ト wIW3'x4-W2W4'x3+W3Wl'x2+W4W2'xl]

十 onlap虎 -iO82dyト uM 4'x2+W2W3'x1-W3W2'x｡+W4Wl'x3]

+onlapiO,2,-嘘-[wIW4'33+W2W3'x4-ぴ3W2'xl-W4Wl'x2])

(5.4′)が-Oである為には[ ]-0.すなわち

′ ′ ′

W･nwiう･~WIW;xk+wkW,Xl- jWkXn=0

(5.4つ

(5.5)

が(Z･k,j,a)が(1,2,3,4)のすべての置換について成立てばよいo以下xjをu/;と記すo

wnwZw;-wIW£Ŵk'+ wkW;wiy-a,jWIwiy= 0 (5･6)

wnwlu,kPを(nZj)と略記する｡jkZnを 1234, 1243, 1342, 1324,I_1423, 1

43●2の6通 りにとったとき上式は次の(5.7)-(5.12)のようになる｡

wi,WJ,Wl等をij′k"等と略記するo

1243 34/lu-43/2"-12/3U+21/4p-0

1234 43/1〝-34/2〝+21/3〝-12/4〝-0

1432 23/1〝-14/2〝+41/3〝-32/4〝-0

1423 32/1〝+41/2〝-14/3〝-23/4〝-0

1342 24/1〝-13/2〝-42/3〝+31/4〝-0

1324 42/1〝+31/2〝-24/3〝-13/4〝-0

(5.7)

(5.8)

(5.9)

(5.10)

(5.ll)

(5.12)

(5.7)と(5.8),(5.9)と(5.10),(5.ll)と(5.12)が組になっている｡∽ノとび〝にっいて対

称である~(例えば(5.7)でW/とu,〝を交換すると(5.ll)になる)がWとW′については対称で

ないことに注意しておく｡(5.7)から(5.10)までを㌦についての方程式とみて…0でない解

をもつ条件として,その行列式-Oを計算すると(4つのえらび方を勝手にとると(5.18)の

結果が得られないことがある)

D=

34/ -43/ -12/ 21/

43/ -34/ 21/ -12/

23′ -14/ 41/ -32/

32/ 41/ -14/ -23/
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-34/

- 12/

-34/ 21/ -12/

-14/ 41/ -32/

41/ -14/ -23′

43/ -34/ -12/

23/ -14/ -32/

32/ 41/ -23/

=-324'2

十3′242

-12/3/4

-1/23/4

41/-32/

-14/-23/

41/-32/

-14/-23/

-14/-32/

41/-23/

-14/ 41/

41/-14/

+43/

-21/

-1/234/

-1/23/4

-12/34′

-1/234/

43/ 21/ -12/

23/ 41/ -32/

32/ -14/ -23/

43/ -34/ 21/

23/ -14/ 41/

32/ 41/ -14/

-14/-32/

41/-23/

23/-32/

32/-23/

23/-32/

32′-23/

23/ 41/

32/-14/

112/34/

-12/3/4

+122′2

ー1/222

-14/ 41/

41/-14/

23/ 41/

32/-14/

23/-14/

32/ 41/

23/-14/

32/ 41/

第2,11項の和,第6,7項の和む封肖える｡第9,12項,第1,4項,第3,8項,第5,10項の

和をまとめて,

D-(122'2-1'222)(1'23'4+12'34')

-(324'2-3'242)(11'23'4-12'34')

-12′34′(124′2-1′242-223′2+2′232)

-1′23′4(-223′2十2′232十124′2-1′242)

-(1′23′4+12′34′)(122′2-1′222+324′2-3′242

-124′2十 1′242+223′2-2′232)

-(1′23′4+12′34′)[(12-32)(2′2-4′2)-(1′2-3′2)(22-42)] (5.13)

(5.13)-0より

u,i-W 32 wi2- wJ32

W…-W 42 W;2- W左2

(jun)の置換をとって
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W,?-wk2_wJ2-W;2
wl2-wn2 wz,2- wn/2

が成立っ｡(5.18)が成立っためには

W3-p(a-a,A)

uf･2-p'(払′-uj)

が成立てばよい｡(5.6)より

望 二 だ =ユ ニ 竺

2 2

wl"2-wnn2･W2-wn2
も成立っから

wI2-p"(uq-uj)

も成立っ｡

(5.7)+(5.8)に(5.19)と(5.20)をいれたものをFとおく*.

F-[(u一 弘4)%(也,一 弘3yi+(弘一払3yi(払′一 弘｡)%]

×D(払〝一弘lyi-(a"-u2)14]

+[(W一 弘2)%(u,一 弘1)%十 (弘一 ult6(a,-u2fl]

×[(zLr一 弘3)% - (払n一 弘4)%]

これを

F-(43′-34′)(10-20)+(21′-12′)(3p-4〝)

と略記する((5.7)-(5.ll)と記号は同じだが内容は異なる｡)

2去 (弘一u4)%(払′一弘3)%-(也-u4)一%(a,-u3)%

の右辺を‡ と略記する｡(5･21′)をWで働 分すると

2意-(i･i)(10-20･(喜一‡)(3"-40)

(5.18)

(5.19)

(5.20)

(5.21)

(5.21′)

事以下(5.23)まで守田赦氏の方法による｡

-400-



8-バーテックスモデルとⅩYZモデル

(3〝-4〝)

同様に

従って

33/+44/ 12/-21/ 11/-22/

34 43/十34/■ 21

2器 -(封 書)(1"12〝)+(子 一吉)(3p-40)

(3"-4"

芸-1芸

×

33/+44/12/-21/ 22/-ll/
十

3/4/ 43/+34/■ 1/2/

1/2/3/4/

1234

(33′+44′)(12′-1′2)12+(11′-22′)34(43′十34′)

(33′+44′)(12′-1′2)1′2′+(11′-22′)3′4′(43′十34′)

1/2/3/4/
1234

(33'+44')(1222'111'22)+(ll'-22')(33'42+3244')

(33′+44′)(11′2′2-1′222′)十(22′-11′)(3′244′十33′4′2)

1/2/3/4/

1 2 34

22′33′(12-42)-33′11′(22-42)十44′22′(12-32)十44′11′(32-22)

22′33′(4′2-1′2)-33′11′(4′2-2′2)+44′22′(3′2-1′2)+44′11′(2′2-3′2)

12-42-(a-ul)-(u一弘4)-(u4-ul)

1′2-4′2-(u′-ulト (u'一弘｡)-(u4-ul)

等であるから

菩 ･喜 ニー
1/2/3/4/

1234

∂u〝 ∂F/au
∂u ∂F/∂u〝

∂uu ∂F /∂u'

∂払′ ∂F/∂uu

である から

義 晋 .お 諾 - o
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が成立つ｡ここに

9(a)-CmStl(a- uj)(a- uk)(u一弘Z)(u一 弘n)]一%

である｡

告 -9(a,･ 意 -9(a,)

であるような新しい変数V,V′を導入すると

i,-I
d弘

[(a-ul)(a- u2)(a- u3)(a- u4)]%

(5.23/)

(5.24)

(5.25)

u>u4>u3>u2>ulとするとこの積分は第1種楕円積分で表わされる｡(森口他,数学公式 Ⅰ,

p.147)

2
V=

こ こ に

[(u4-u2)(u3-ul)]%

.-1甲=sln
J=

u3-ul)(a-u4)
u4-ul)(u,-u3
JiiiiHU払3弘

(EiiZ12弘4
払

F(甲,i)

nJ.〓｣
sn(V,i)-sinP-sinam(V,i)

であるから

sn2(V,i)-sin29,
(Zb - ul)(a-u4)

(u4- ul)(a-u3)

これからuを求めると

-(払｡u,- a.u3-ulu+ulu3)sn2(V,i)

-(u3弘一 u3u4- ulu+ ul払4)

u=

ここで

u4(払3- ul)- u3(u4- ul)sn2(V,i)
(u3- ul)- (u｡- ul)sn2(V,i)

sn2((,i)-
払1~u3

ul一 弘4

となるようなパラメタCを導入すると
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u4Sn2((,i)-u3Sn2(V,i)
u=
sn2((,i)-sn2(V,i)

W誓:wZ:W…:W芸

-(a- ul):(a-u2):(a- u3):(a-u4)

-[(u｡-ul)sn2(I,Zト (u3-u･1)sn2(V,i)]

:[(u｡-u2)sn2(I,i)-(u3-u2)sn2(V,i)]

:[(W｡-u3)sn2((,i)]

:ト (u3-u4)sn2(V,i)]

u3- ulSn2(V,i

u4- u3Sn2((,i

u,3- u2 Sn2(V,i)

W｡Iu3 Sn2((,i)

sn2(V,i)
:1:

右辺第 1項

右辺第2項

sn2((,i)

(u｡Iul)sn2(I,i)-(u3-ul)snZ(V,i)

(tt4- u,3)sn2(I,i)

sn2((,i .) 一竺五二h sn2( V ,i)
u4-u,1

- u3+ u l+ u4-u,1

u4- u l

sn2(､E,i)[1-sn2(V,i)]

-S㌔((,i)+sn2((,i)

1-sn2(V,i) cn2(V,i)･- 1.lll.lll.lll･-一llll■-
1-sn2(I,i) cn2((,i)

(u4- 弘2)sn2((,i)-(u3- u2)sn2(V,i)

(u4- u3)sn2((,i)

(u｡-ZL2)sn2((,/)-(u3- u2)sn2(V,～)

sn2((,i)[(ur u2)- (u3- u2)]
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(u4- 払2)班 -(a_31m 2)sn2(V,i)
u4-ul

(払4一喝)岩 章 一(均一u2)sn2(I,i)

u3-u2u4-ul1-- sn2(V,i)
u4~ u2 u3~ ul

1上空 二塑塑二旦 sn2((,i)
弘4~ 弘2 u3~ ul

1- Z2sn 2(V,i) dn2(V,i)
1- Z 2sn2((,i) dn2((,i)

ニ4班●●3ひ●●2
ぴ●●日日

ひ
)′ん〃y

lu1LH-nC
p
nu
′レグ′らiⅦ川unC

)′レ
′′ゝ(nS

(5.34)

(5.35)

これを8-vertexmodelのBaxterのパラメタ表示という｡6-vertexmodelの場合には3

角関数であらわされる｡ ZとCはul,u2,u,,u4によ･り, Vはuにもよっている.ゆえに同じ

ZとCをもち,具るVをもつ任意の二つのtransfermatricesは可換であるoこの関係はW,

に制限をつけるものではないo wjが与えられたときパラメータZ,(,Vは次式により定まるo

J2=
(W卜W42)(W卜W…)
(W卜W…)(W…-W42)

sn2((,i)-
2 2
Wl- W3

2 2
Wl~ W4

sn(V,i)=-Eisn((,i)
ZL)3

(5.35)と同様に

W'1:W;:W'3 ･'W左-
cn(V;i)_dn(vH )‥ _sn(V',i)
cn((,i)Idn((,i)l一一sn((,i)

(5.36)

(5.37)

(5.38)

(5.39)

が得られるoi,(はwjをきめるパラメーターと共通でVが異る｡(5･35)と(5･39)を(5･6)に

入れるとwfの比が

zulU'･W2n:W3q:W4U

cn(Z'-V′+(,i)

cn((,i)

dn(V-V′十(,i)

dn((,i)

と求まる｡(証明はAppendixにある)
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(5.35),(5.40),に対して次のLanden変換

i( w iv/

k-古 い -手 首 に 手打 p-一房

を行うと

(W4.+W3):(W｡-W3):(wl十W2):(wl-W2)

-sn(ス十?,k).'sn(A-7,k):sn(2甲,k)

:ksn(27,k)sn(スー甲,k)sn(A+7,k)

(5.41)

(5.42)

W′の組に対して)の代 りに〝の入った(5.42)と同型の関係式が成立つ｡W〝の組については

(wg十wg):(wiy-W;y):(wiy+W;y):(wiy-W;Y)

-sn(i-p+27,k):sn(i-p,k):sn(27,k)

:ksn(27,k)sn(i-p,k)sn(i-p+27,k)

が得られる(証略 )このパラメータ表示を用いると(kは省略して記す )

LR=

a0 0 i

0 A c 0

0c A 0

a 0 0 a

a(右p)-sn(i-〟+27)

b(右p)-sn2q

c(i,FE)-sn(i-〟)

d(),p)-ksn27sn(A-FE)sn(スー FL十27)

となる｡

(5.25)以下でu>払4>払3>u2>ulと仮定したことは

0< W4<W3<W2<u,I

(5.43)

(5.44)

(5.45)

(5.46)

を仮定することと同じであるoこの領域をbasicdomainという｡状態和Z(wl,ub,W3,W4)

は(1,2,3,4)のすべての置換 (I,k,i,n)について

Z(wl,W2,W3,W4)-Z(±wj,±wk,±wJ,±wn) (5.47)

の対称性をもつので(5.46)の領域だけ求めればよいのである｡(5/47)の証明は省略するが

(3.15)より得 られる
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ole2fn(wl,W2,W3,u'4)01-C2fn(w l,- W2,-W3,W｡)

02｡2en(W.,W2,W3,W.)02-C2en(-wl,W2,-W3,W｡)

03亡gm(wl,W2,W3,W4)03-C2fn(-wl,-u'2,W3,W4) (5.48)

を用いて行うことが出来る｡

温度によってwjの大小関係は変りうるので与えられた町 W2,㌢3,W4が(5･46)をみたして

いないときにはwjの名前または符号をっけかえてから以下に進めばよいo温度をかえたとき

ある温度でW2-W3となり,その温度の上,下でもとのW2,W3の大きさの順序が反転する温度

が臨界温度Tcを与える｡

§6.6-vertexmodel

以下Baxterのparametrizationを6-vertexmodelの場合に適用し,T(A)の固有値および

固有ベクトルを求める｡このとき

γ7=γ8=O

Wl-W2

g2-1 ∠-1

k-0 ワニiE }-iv

sn(a,o)-sinu, sn(a,1)-thu.

cn(a,o)-cosh, dn(礼,0)-1

cn(a,1)-(1-th2uyi (6.1)

である.KDPモデル,Fモデル,Sutherlandモデル,%モデルはzerofield6-vertex
モデルの特別の場合である｡

(5.42)は

(W4+W3):(W4-W3):(wl+W2):(wl-W2)

-sin(A+ 7):sin(スー7).'sin27.'O

w′に対しては(6.2)の)の代 りにILの入った式が成立つ｡

(wir+wg)･'(wiy-W;r)･'(wiy+W;Y):(wiy-wg)

-sin(A-JL十2符):sin(i-IE):sin27:0

となる｡また,
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1 2 3

｢~ー~__LJ_-_

KDP 0 0

IF 乞 乞

S仙eyl-ト 与

WLL O α⊃

LR(i,〟)-

1000
0b c 0
0cA0
0001

A-A(),p)-

C-a(右p.)-

sin277

~‥｢
乞 E

と 乞

i i
ヱ ユ

a E,

Fig.8

sin(A-〟+27)

sin(i-p)

sin(スー〟+27)

A(A,P) b(p,A)二二================二二二二二.二......コ-｢̀†二 二::････二･･二･･････････････
C(A,p) C(FE,A)

であることに注意しておく｡

C2fn(A)-

[

W｡o三十W3g三

wl(q三+iqZ)

w4+w3

-[;nnSnn]- 0.0

0 0
W4-W3 Wl十W2

wl+W2W4-W3

0 0
【Zqn▲lS

L

ニ

｢
｣

3ぴ

〇

一4ひ

3秒+

0
4

卜

しこ
α
n

i+符)
0
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S と 7 8

E E の 00

0 0 の CO

一乞･ 一己 α:) QO

E, 乞 (p oo

(6.4)

(6.5)

(6.6)

(6.7)

(6.8)

(6.9)
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である｡

また

pn-lwlヱW 2 .0]-lsinO2 7 .0 ]

･n-[.o wl,:W 2]- [ .o sin.2 甲]

Sn-lw4;W3W｡ヱW3]-lsin(lrで'sin(10.A
〟

FN･(i)≡PIC2en(i)

TN(A)- tr3N(i)-AN(A)+DN(i)

(6.10)

(6.ll)

(6.11′)

(6.12)

である.AN(i)･･･Lk(桝ま2Nx2Nの行列である｡以下Nは省略する｡し鬼(i,p)は前節までよ

り

LR(),p)(3(i)㊥3伍))-(3伍)㊨プ(i))LR(i,p)

をみたすように定められている｡(6.13)を計算すると

3 (i,排 [;(':i.≡ ('}}] @[霊,'三bb,,]

A(i)A伍)A(i)B伍)B(i)A伍)B(i)B伍)

A(i)C伍)A())Db)B(A)C伍)B(i)D伍)

C(i)A伍)C(i)B伍)D(i)A伍)D(A)B伍)

C(i)cb)C(A)D伍)D(A)cb)D(A)D伍)

LR(),JL)(L7(A)㊨ 3伍))

､㍗

｣

∵

い

S

i

_J

l人

A(A)B伍)

)+cc(i)A伍) bA(i)D伍)十cc(i)B伍)

i)cb)+ bC(i)A仏) cA(i)D伍)+ bC(i)B伍)

C(i)D伍)
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B(i)A伍) B(A)B伍)
bB(A)C恒)+cD(A)Ab) bB(i)D伍)十cD(i)Bb)
cB(i)C伍)+bP(A)A伍) cB(i)B伍)+bD(i)B仏)
D(A)C伍) 胡1)Db)

.(L7b)㊨ L7(i))LR(i,p)

伍)A(A) bAb)B(i)+cB伍)A(A)

伍)C(i) bA伍)D(A)+cB伍)C(A)

b)A(i) bC伍)B(A)+cDb)A(i)

伍)C(i) bC伍)D(A)+cD伍)C(A)

cA伍)B(i)+bB伍)A(i) B伍)B(A)

cA伍)D(A)+bB伍)C(i) B伍)D(A)

cc伍)B(A)+bD伍)A(A) D伍)B(i)
cc伍)D(i)+bD伍)C(i) D伍)D(i)

(6.15)と(6.16)の各要素が等しいことより

[A(i),A伍)]-o

[B(A),B伍)]-o

[C(A),C伍)]-o

[D(i),D伍)]-o

B(i)A伍)-A(),p)B伍)A(i)+C(),p)Ab)B(i)

Bb)D(i)-A(),FE)B(A)A伍)+a(右p)D(i)B伍)

C(i,p)[C(i),Bb)]-j･(i,〟)(A伍)D(A)-A(i)D伍))

C(i,p)[D()),Ab)]-A(右FE)(B伍)C(A)-B(i)C払))

である*.

(6.9),(6.10)より

eI- [ :] e=- [:]

とすると

an(i)e:-a(i)e･:

Sn(i)e:-8(i)eニ
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㍍¢ニ-o

α(i)- sin(i+7) 6(A)-sin(スー甲)

となる｡e三をlocalvacuumという｡これほどn(i)の左下の項を消す｡

B… cT㊨ e言㊥ - ㊥ e去

とするとよ‖まA(i),D(i)の固有ベクトルである｡

A(i)B-αN(i)B

D(i)B-8N(i)B

C(i)B-0

(6.23)

(6.24)

前頁脚註

*次の形の方が使いやすい形である｡

1
A(i)B(LL)- A,日,､B(FE)A_(i)-

A (jL, i)

C(p,i)U､｢′仙r' C (FE, i)
B(i)A(p)

D(i)B(p)-下 ㌃才 B(p)D(i)一暮 沼 B(i)D(p)

1

(6.18′)

(6.19′)

pneニ-(wl+W2)eニ-sin2甲e二で鋸 まS訂こ類似の演算子であるoB(i)はN-3のときex-

plicitに33を作ると

33- [ : ll ;ll] [ ; ; ;22] [;33;,3]

-[ 器 ][憲 ,3:言…,r; ;…芸 ::22 6833]

a2a3+alP2γ3十Plr2｡3+Pl∂2γ3 alα263+α162∂3+Plr263+Pl∂2∂3
rla2a3+γ162r3+∂1γ2a3+∂1∂2γ3 rla263十 rlノダ2∂3十 ∂lr2ノダ3十 ∂1∂2∂3[;:

ゆえに γ｡が一つでもあるとβに作用したとき消えるから

朗 -α1α2α3拒 α3β

か拒 ∂1∂2∂3拒 ∂3月

Cβ-0

8月-(α1α2β3十α1β2∂3十β1∂2∂3)β

- sin2符[α2ele;e三十a∂e‡8-26言十 ∂2eie言e言]

βはldHeisenbergモデルでいえば1ケのスピンを反転 した状態の一次結合を作る演算子である｡
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T(A)の固有ベクトル¢を次の形におく.

Tn

¢(}1,12･･･i,a)-nB(ll)B m-0,1,2･･･NJ-1 (6.28)

}lは1dHeisenbergモデルの場合の運動量に相当し,Zはその量子数である. T(i)-A(ス汁

D(i)を作用させると

m

lA(A)十D(i)]IllB(Al)BJ-1

C(ス1,A)

十
C(i,ll)

C(ll,i)

B(Al)A(A)-
A(Al,i)
C(ll,A)

B(i)A(Al)

B(ll,D(lト 豊 普 B(～ (ll)〉真B(ll,B

C(12,A)

a (ス2,}l)

B(12)A(lト 篭 諏 (i,A(̂2)

B(ス2)A(Al)-

a(A,ス2)

C(}1,12)

m

xnB(Al)BJ-3

1 1

C(ll,i)C(12,i)

C(}1,A)

+

+

A(12,ll)

C(12,Al)
B(Al)A(12)

B(12,D(町 瑠 B(i,D (12,)

B(}2)D(̂1,-聖 霊 B(ll)D (12,)

B(ll)B(12)A(A)B(13)

雛 B(Al,B(A,A(12,B(13)

A(ll,A) 1

C(Al,A)C(ス2,ll)

A(ll,i)

C(}1,i)

B(i)B(ス2)A(Al)B(ス3)

鮒 B(i,B(ll)A(lZ,B(13)

1 1

C(i,ll)C(),12)B(}l)B(ス2)D(A)B(13)
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C(i,ll)

+

+

+

崇 霊 B(}1,B(i,D(12,B(}3)

A(A,}l) 1

C(i,}l) C(}1,}2)

A(),ll)

C (),}l)

B(i)B(}2)D(}l)B(13)

詮 者 B(,,B (ll,D (1 2)B(13)J194B (,i)B

1 1

C(ll,A) C(12,A)

1 b (} 2,i)

C(ll,A)a (ス2,i)

A(ll,i) 1

C(Al,i)C(}2,}l)

A(ll,i)A(12,}l)

C(}1,i)C(}2,Al)

1 1

C(i,ll)C(右}2)

1 b(),}2)
C(),}l)C(i,}2)

A(i,}l) 1
C(i,}l)C(}1,}2)

A(),Al)A(ll,
C(右}l)C(ll,

B(}l)B(}2)

B(i)B(}2)

B(A)B(}l)

B(ll)B(}2)

B(ス1)B(A)

B(A)B(}2)

#B(i,B(,1)

(6.31)

B(13,A(i,-奈留B(i,A(13,]
B (13)A (12,-聖 霊 B(1 2,A (13,]

(}3,}l)

(}3,}2)

7n

x Il:B(スl)BJ=4

これを繰返すと27n個の項が出るoその第 1項は

αN(i)B
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B(}3)A(ll)-

B(}3)A(12)-

B(}3)D(i)-

A(13,ll)

a(}3,}l)

A(}3,A

c(13,i

A(i,}3)
C(i,13)

､か
1.TN

B(}l)A(}3)

B(12)A,(}3)

B(i)D(}3)

B(13,D(ス2ト 豊 餅 (12,D(13,]

B(}3)D(}l)-

B(13)D(}2)

I.;.州'
.･

.:.:I.

b･(}2,i

C(}2,A

^
S
J､〆

B(}l)D(}3

B(}2)D(13)

(6.32)
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-aN(i)i--41C(AZ,i)

-,I/::.I-L ;:7!=

第 (27nー1+1).項は

8N(i,[91C(),i)]

7n

IIB(}l)B
～-1

0(ll,} 2 ･･･ A,a)

¢(}1,}2･･･人,a)

となる｡故に残 りの項が消えるようにスlが定められれば固有値Aは

A(}1,12,-･}m)-aN(i)a

となり¢(ll,-人m)は固有ベクトルである｡

残 りの項の内ス1が)の代 りに入った項 Alは

Al(i;}1,}2,-･}m)

C(}1,ス)

A(),.ll)

i--AIC(),スl)

1 b(i,}l)

t-12C(}l,}l) C(右Jl)

7花

(α･N(ス1)∩
a(右Xl)＼一一＼‥1′Z--A2e(Al,ll) 〉 ＼'11't-12C(}1,Jl)

であるoB(i)とBb)は可換であるからIjが)の代 りに入った項は

Aj(A;Jl,}2,-･}m)

=杢 生_邑

C(i.,I)

m

(α"(lj)1gl
Jキノ

-8"(lj)lgl
lも●

となる｡故に

A,();ll,}2,･-}n)-0 i-1,2,- 7n

すなわち

｣竺 巳
8N(A,)

.,.LT:'1:

.:･.::;I:
:.

(6.33)

(6.34)

(6.35)

(6.36)

(6.37)

(6.38)

(6.39)

であるようにス,が求められたとき,A(吊 1,}2,･- }m)は固有値,HB(}l)Bは固有ベクトル

である｡

(6.35)および(6.37)はあらわに書くと
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および

すなわち

A(A;}1,12,- }m)

7n

-sinN(i+符)∩
匂iiil

+sinN(i-7)II
g革il

sin(}了 ス+27)
sin(lj-i)

等 sin(i- スZ+27)

sin(A-}l)

7n

sinN(}j+符)n sin(i)I-1了27)β-1
J≒ノ■

7n
-sinN(}j-q)∩sin(Jj- スl+27)qiiil

J≒ノ

sinN(i)I+7)±rl
n
sin(}j- スZ十 2 符)

sinN(}j-り) i---1 Sin(),-}J-2で)
J≒ノ

(j-1,2,･･･Tn)

(6.40)

(6.41)

(6.42)

となる｡(6･40)は1dHeisenbergモデルの解法に用いられたBetheAnsatzの拡張になっ

て居 り,ここではYang-Baxter関係式から自然に導かれた｡

§7.積分方程式の導出とその解法

8-vertexモデルのとき(6.35)および(6.37)に相当する式は

A(i;ll,}2,･･･),a)

_,N,,.̂ ､苫 h(Al-A+27)
-hN(i+7)∩

i---I A(ll-i)

hN(も･+7)

7n
+ hN (}一甲)H

物-～il

蔦 h(lj-ll十27)
h"(ljl7)-t;A,1･A(A,-1了27

となる｡こ こ に

h(A)≡0(0)H(i)0(i)

である｡ (証略 )

A(i-ll+27)
h(A-1∠)

(7.1)

(7.2)

(7.3)辛

* e(}十2K)-a(i),H(i+2K)ニーH(i),よりh(i+2K)ニーh(i),9(1十2K)-?(i),¢(i+

2K)-め(A)である｡従って積分方程式がFourier級数でとける｡
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最大固有値に相当する固有関数に対しては --昔 であることが分る(証略)(1dAFH｡is｡n-

bergモデルのとき基底状態は半数のスピンが反転していることに対応)(7.2)の1喝をとると

p(i,)-第 十吉ゑo(lj- スl)
J≒ノ■

i,は整数で

p(i)-ヰ 1｡g
Z,

め(i)-i log
乙

A(i+符)

A(A+27)

A(A-2q)

(7.4)

(7.5)

Amaxに対しては

Ij.1-1j-ll (j-1,2,-･Tn-1,7n-N/2)

が対応する(証略)o N-∞としたときIjが-K′からKの間の分布関数をp(i)とすると(K=

Kkは母数招こ対する第一種完全楕円積分 )

忘,Z=1f(lj)-I_KKf(- ,dA
すなわちp(耕ま次の積分方程式をみたす.

卯 )--2叫 )十 I -KK U(A- )pb)dp

この積分方程式をFourier級数でとく｡

pm-去 Iip(- 打ndKdス

Pm-去 IIK卯 )e-i符n"Kdl

･-iH KKU(i)e-i打-"Kdl

(7.9),(7.10),(7.ll)を(7.8)に入れて

甲,n=-27rP,A+2Kp,n¢m

すなわち

P7n= 97n

2K¢,A-27r
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楕円関数のFourier係数は分っているので

7cm(2i甲+K′)

Ksh(% )

-7E/K

7E7n(4i7+K′)

4Kch(管 )

- e打ini/K
p(A)- ∑

ゆえに

これから

7n-0

7n-0

77L≠0

1 ～
-I dn(),k)

m三二- 4Kch(7Cimq/K) 27CI-､′'V′

4naxに対して(7.1)の第2項は0(e~cN)のオーダーであることがいえるから,

-pf-吉logAmax- logh(l十7)

･†I_KKP(i-α 一甲)p(a)dα
- log(wl+W2)

7cm(K′+2iq)

+2∑ユー
7n-17nsh

讐 1
7r7nK/ 7cm,乙甲

~音~~ch~~盲~
(ch塑-ch竺宗)K

(7.14)

(7.15)

(7.16)

(7.17)

(7.18)

(7.19)

これが8-vertexmodelの自由エネルギーである｡

すなわちvertexweight(2･3)が与えられたとき,(2･4)でwjを求め大きさと符号に応じて

番号のつけかえを行ってから,(5.36)-(5.38)によってZ,(,Vを求め(5.41)によってk,7,

1を求めるoヮ,)は純虚数になるokに対する完全楕円積分でK-Kk_とK′-Kk'を求め,こ

のK,K′,),甲を(7.19)にいれたものが求める自由エネルギーである｡温度をかえて W2とW3
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の大小が反転するとwjの番号のつけかえを要するためもとのパラメーターで見ると自由エネ′レ

ギーの表式がかわる.この点が臨界温度 Tcである.W2- W3で(i-0,Kl→7r/2,Kl→∞,

k-1)自由エネルギーの特異性部分はmを整数として7C/P≠2m ならば

(pf)Sing=ET-Tclw/p

7E/〟-2mならば

(Pf)SingI(T-Tc)2mloglT-TcI

であることが示されている｡ (証略 )ここで

･･:-_i:

である｡これは臨界指数がパラメーターの値に連続的に依存する例が存在することを示したも

のである｡

§8.8-vertexモデルと1次元 XYZモデル

(3.4)により

4

<γnanIe2fn(V)lrn･lαニ>-具 wj(V)0,'nγn.10ila乙

㌔+1 1 1 - 1 - 1

rn αn αこ 1 - 1 1 - 1

-ピn=

1 1

1 -1

-1′1

-1-1

W4+ u,3 0 0

0 W4- W3Wl+u,2

0 wl+W2W41W3

wl- W2 0
である｡いま

pl-i (wl-ひ2-W3+W｡)

p2-チ(-wl+W2-W3･W｡)

p3-i(-wl-W2十W3十 W｡)

p4-i (wl･W2+W3･ W4)
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によりpl,P2,P3,P4を導入すると

W4+W3=p4+p3

wl+W2=P4-P3

W4-W3=Pl+p2

Wl~W2=Pl~P2

であるから

γm+1 1 1 - 1 - 1

rn αn 乾 1 - 1 1 - 1

J､n-

1 1

1 -1

-1 1

-1-1

p4+p 3 0 0 pl-P2

0 pl+p2P4-P3 0

0 p4-P3Pl+p2 0

pl+p2 0 0p4+p3

(8.4)

(8.5)

(8･5)を(8･1)(8･2)とくらべるとwjをp,にかえ,αことγn+1をいれかえたものになってい
る｡したがって

4

<'nαnIcfn(V)Irn･laL'-,萱lPj0,'na乙qa'nrn･l
wjとして(5･35)のparametrizationを用いるo

cn(V,i) dn(V,i)
Wl=
cn(I,i)′ ` dn(I,i)!上I2= W3= 1, W 4=

sn(V,i)

sn ((, i)

(8.6)

(8.7)

ここでCを定数,Vを変数と考える.V-Eのときはpl-p2-p3-0,p4-2 であるから

くrnαnlcin(()Irn.1αニ>-2∂(γn,αニ)8(an,γn.1) (8.8)

となる｡(a(α,α′)はKroneckerのデルタ)

TN= trくど1C272- ギⅣ (8.9)

であるからZ)-Cのとき

<(αHTN(()ltα′l>

-2N∑･･･∑8(γ1,αll)♂(α1,γ2)6(r2,α;)♂(α2,T3)-･♂(rN,瑞)♂(aN,rl)
rl r〝

-2NS(α1,α'2)♂(α2,α;)･-6(αN,ai)
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すなわち2-NTH(()はcyclicoperatorである.TN(()の逆行列をTN-1(()とすると

<(αiITNll(()ltα′)>

-2~NS(α1,ak)♂(a2,all)･･･(αJ,aI_1)♂(ctJ十1,αi)♂(αJ十2,α1.1)･･･♂(aN,碇 1) (8.ll)

●:(5㌔<(α｡TNIta〝)><ta〝ilTN-1｡α′)>

-a(α1,α'1)a(a2,α;)･･･8(aN,ak)-<(αHtα′)>

TNllTN も同様.

いま

li logTN(V,]V-I-TNlE,lf TN(V,]V-I

を計算する｡先ず

･{a｡[%TN(V,]V-(.{a,,,

(8.12)

-2"11芸∑ - ∑∂(γ1,αi)8(al,r2)♂(r2,α;)8(a2,T3)-♂(rJ_.,aI_1)♂(a)_1,,I)
I-1rl rN

xく,IaJIl寮 J(V,l<IrJ･laJ,,8(rJ･1,aj･1,♂(aJ･1,,I+2)･･･
×a(rN,aL)a(aN,γ1)

-2N-1I:Na(α,I,aN)♂(α;,al)･･･♂(α工1,aJ_2)
I-1

･<αJ-1aJ怯zJtu,]V<IaI･laI,♂(α;･2,aJ･1,･-8(ai,aN-1) (8･13)

(8.12)はゆえに

<ta)I(8.12)1tar)>

- {dS}<{α}ITNll(I,I{α〝}><{a"｡li TN(V,]Vギ冊 ,},

-寮 {崇}8(al,aG)8(α2,αil)･ ･･8(a),弘 )♂(a)･1,qJ")･-♂(～,aK-1)

･8(α,1,aK)♂(a昌サ ･･♂(ajll,af-2)<air-laJ"lliceJ'V)]V-IIaJ,.laj,
×a(牢+2,air.1)- 8(air,弔｣1)
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-‡J!1♂(α1,a1,,8(α2,α;)-･6(a)-1･aj-1)くaJaJ+1位 zJ(中 aj･1aj,
×♂(aJ.1,a1.1)･･･♂(aN,(瑞)

と書ける｡ (8.6)より

くaJaJ.1[C2f;(()laJ'.1aJ'>
4

= ,g ip;qdJα;qa')･.a;･1

-pl'01㊥ql+p;02㊥02+p;63㊥03+p左O｡㊨O｡

(8.14)

(8.15)

であるo従-てlg logT(V]u< は交換相互作用が3成3}Jx,I,,Jzをも- Heisenberg
modelすなわちⅩYZモデルのノ､ミル トニアンである｡

lilogT(u)]Vギ
-‡J!1(pioJloJl･1Iph2oJ2･1+p;oJ3oJ3･1,月-piE

(EFま2Nx2Nの単位行列)

ここ に

p;-[%]V<考((,-lfzJ(V,]y-I
である｡

(8.7)より

wl/-

であるから

-snCdn C , -k2snCcnC
u,;-

cnC ` dnE

snCdnE .k2snCcnC , cnCdnC

cnC dnI snE

-sn2Edn2(+k2sn2ccn2(+cn2Cdn2(
cnEdnEsnC

cn2(-sn2Cdn2(

2snEcnEdnC

cn2E

sn2(
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dn2C
p芸-芯 一死

p;-

p左-

1

sn2E

cn2E+dn2E-1
sn2∈

同時に

従って

J/･Jy:Jz-cn26:dn26:1

となるように/とどを選んだとき

p--Jzsn2Elf logT(V,+ p&]

(8.20)

(8.21)

(8.22)

となる｡1喝 T(V)の固有関数はT(V)の固有関数と同じであるのでその最大固有値に対応する固有

関数から1次元ⅩYZモデルの基底エネルギーを求めることが出来る0

§?. viHainモデルとLMiya~shitaモデル

Fig.9において実線を強磁性ボンドK,点線を反強磁性ボンドーKとすると,これはregular

だがfrustrationのあるモデルでこれをvillainモデル1)という｡α｡を中心 とするJlα2α3㌔の

クラスターを考えてαOで和をとると

∑exp[Koo(ol+02+03+04)]-ChK(01+02+03+04)
00

A
-Texp[Kl(0102十0203+0364十0461)
+K 2(qlO3+0204)十K401020304] (9.1)

(01,02,03,04)-(1,1~,1,1),,(-1,1,1,1),(-1,-1,1,1),(-1,1,-1,1)を両辺に入れて

Aexp(4Kl+2K2+K4) -ch4K

Aexp(-K4) -ch2K

Aexp(-2K2+K4) -1

Aexp(-4Kl十2K2+K4)-1

これをといてA,Kl,K2,K4は次のようになる｡

-421-

(9.2)



桂 重俊

A=(ch2Kii(ch4K)%

Kl-ilogch4K

K2-‡.ogch4K

K｡--‡ logch2K･‡logch4K

oo'を中心として ol,02,03',04'のクラスターについて同様の操作を行 うと

∑ exp[KC,o(01-02+03-04)]-ChK(01- 02十 03-04)
A/
了exp[K'1(0102+0203十0304十0401)十K'2(0103十0204)

+K'401020304]

よりA-A′,K'1--Kl,K'2-K2,K'4-K4となる｡

従ってVillainmodelの状態和はFig.9の○のス

ピンについて和をとると,Fig.10の格子の状態和に

なるが一重線部分はKl十K'1-0で二重線部分が2K2

'と4体力K4をもったIsingモデ/レの状態和になる｡

これはBaxtermodelと等価でrcが求まるがOにな

る｡これはForgacsの結果である｡始めからVillain

modelにFig.11のようにfrustrationをより強く出

すような3rdneighborinteractionK〝を入れてお

けばK2がK2+K〝に代るだけでとけるという事情は

/

＼ /＼＼＼､.､∴ /ノ ＼､＼

/ /I//′// -i-I-I＼./-jTヲ

＼/ノ̀~ //∫/千
/｢ ＼ ! //I′./ ＼＼＼ヽ.ヲ//

(9.5)

(9.6)

(9.7)

巧` J′ヽ t

d71, OTo′ OTi′■ヽOl dTo 6T3

OT+OT+

Fig.9

L ＼ ㌔ It

～
_./

i

刀㌔-1｣
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変らない.Miyashita3)はVillainモデルに適当なK 〝を入れるとexactにとけてかつ転移温度

が存在することを示した*.

§10 補 足

以上8-vertexモデルの自由エネルギーを転送行列の方法で求める方法をのべた｡関連する

事項やあげなかった文献について二,三補足しておく｡8-vertexとdoublelayeredlsing

modelの等価をのべたのはWul)とKadanoffandWegner2)である｡状態和の根の分布につ

いてはSuzuki3)がしらべている｡3角 3-spin相互作用の 3d8-vertexmodelはdiamond

格子についてTcがThibaudierandVillain5)により求められているolongrangeorder

についてはBaxt｡r6)自身によって求められた｡逆散乱法との関連については§2であげた

Takhadzhan-Faddeevの他 Thacker7)wadati8)のreview がある.Baxterのfreeevergy

からOnsagerのfreeenergyを導いた論文はまだみていないが御存知の方は御知らせ下さい3)

1)F.Y.Wu,Phys.Rev.B4(1971)231212314.

2)LP.KadanoffandF.Wegner,Phys.Rev.B4(1971)398913993.

3)M.Suzuki,J.Math.Phys.12(1971)235-246.

4)R.J.Baxter,Aust.J.Phys.27(1974)357-367,369-381.

5)C.ThibaudierandJ.Villain,J.Phys.A5(1972)3429-3437.

6)R.J.Baxter,FiLndamentalHoblemsinStatisticalMechanicsVol.5109-141,ed.E.G.D.

Cohen,(NorthHouand,1980).

7)H.B.Thacker,Rev.Mod.Phys.53(1981)253-285.

8)和達三樹,日本物理学会誌 36(1981)786-793.

9)R.J.Baxter,M.F.SykesandM.G.Watts,J.Phys.A8(1975)245-251は級数展開で自

由energyの比較を行っている.

AppendixI(5.40)の証明**

(5.23),(5.24)より

*1)J.Villian,J.Phys.C101717(1977)I
2)G.Forgacs,Phys.Rev.224473(1980)･
3)S.Miyashita,物性研研究会 (1982.6月)

**広池和夫氏の方法による｡
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au ∂u〝

∂V∂u

au/auu

+ 盲7万 = 0

す なわち

∂uu ∂u〝
て汀 十石 7= 0

従って u〝は V- V′のみの関数である｡

aup (U-V′).∂(V-u′)
∂〃 ∂〃/ ]-o)

(AI.1)

ゆえに u〝を u-V〝の関数として求めるにはV′をOとして u〝(V)を求めてからVをu-u′とおけ

ばよい｡

/

sn(V′,～)-号 sn(I,i)-ヱu)
/2/2Wl-W2W′2-wi21)/12'

であるからW4'-0とおいた場合を考える｡ (5.7),(5.8),(5.9)よりW1-0とすると

-43/2U+21/4p-12/3U

43/1〝 -12′4〝ニー21′3〝

23/10 -32/40--41/30

A-

0 -43/ 21/

43/ 0 -12/

23/ 0 -32/

-43′3′2′(-43+12) (第2列で展開 )

wiy-坐A

21′ -43/ 21/

-21/ 0 -12/
-41/ 0 -32/

-%43,1,2,(23-14)

W2"-盟A
0 12/ 21′
43/ -21/ -12/

23/ -41/ -32/

=草卜122′3,(-43十12)十21′3′1,(142十22))
(第2列で展開)
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wg-普
0 -43/ 12/
43/ 0 -21/

23/ 0 -41/

-筈 43′1′3牛 42.22)

準備として sn,cnの加法定理の一つの表式を求めておく｡

sn(u,+V)-
snucnvdnv+snvcnudnu
1-k2sn2usnuZ

を変形する｡分子分母に sn2u-sn2Vをかけると

(AI.7)-
(sn2u - sn2V)(snucnudnu+snvcnudnu)
2 4
sna-k2sn4usn2u-sn2V+k2sn2usnv

(sn2u,-sn2V)(snucnudnu十 snucnudnu)

sn2u-(1-dn2u)sn2usn2V-sn2V+(1-dn2V)sn2usn2V

-(sn2LL-Sn2V)(snucnvdnv+snvcnudnu)

×[sn2u-sn2usn2V - sn2V十sn2usn2V+sn2usn2vdn2u

-dn2usn2usn2V]-1

-(sn2u-sn2V)(snucnvdnv+snucnudnu)

×[sn2ucn2vdn2V-sn2vcn2udn2u+sn2vdnZu

-sn2udn2u+sn2u-sn2V]~1

2 2Sna-SnV

snucnvdnv- snvcnudnu

cnの加法定理

cn(a+V)-
cnucn乙7-SnuSnVdnu,dnv

2
1-k2sn2usnv

を変形する｡分子分母に sn2弘一Sn2Vをかけるとsnの場合と同様にして

cn(a+V)-
(cnucnu-snusnudnudnv)(sn2u-sn2V)
2 2
snucn2vdnZu-snvcn2udn2u

- lsn2LLCnuCnV-CnuCnVSn2V

-sn3usnvdnudnv+snusn3vdnudnv]

×[(snucnJ,dnv-snvcnudnu)

×(snucnvdnv+snvcnudnu)]~1

前式の分子-sn2ucnucnv(1-k2sn2V)

+sn弘(1-sn2u)dnu,suvdnv

- 425-

(AI.6)

(AI.7)

(AI.8)

(AI.9)



桂 重陵

ゆえに

-snudnusnv(1-sn2u)dnv-cnu(1-k2sn2u)sn2ucnv

-sn2ucnucnvdn2V+snucn2udnusnvdnv

-snudnusnvcn2vdnv-cnudn2usnvcnv
2

-(snucnudnv-snvcnvdnu)

×(snucnudnv+snvcnudnu )

cn(a+V)-
snucnudnv-snvcnvdnu

snucnvdnv-sn乙ICnudn u

wg_43′1′3′(22-42)
u,g 4 3′3′2′ (1 2 -34)

1/ 22-42

2/ 12-34

- (* )"

(5.35)をいれて

cn(V',i)

cn((,i)

×-

(a-uZ)- (a-u4)

(a-ulfi(a-u2)%-(u一弘3yi(a-u｡)%

dn(〟,～)
dn((,i) sn((,i)

dn(V',i) cn(V,i) dn(V,i) sn(V,～)

(AI.10)

(AI.ll)

(AI.12)

dn((,/) cn(I,～) dn((,i) sn((,～)

cn(U',i)dn((,i)[dn(V,i)]2[sn((,i)]2- [sn(V,i)]2[dn((,i)]2

cn((,i)dn(V',i) [dn((,i)]2[sn((,i)]2

cn((,i)dn((,i)sn((,i)

cn(V,i)dn(V,i)sn((,i)-sn(V,i)cn(I,i)dn((,/)

dn2(V,i)sn2((,i)-sn2(V,i)dn2((,i)
[cn(V,i)dn(V,i)sn((,i)-sn(V,i)cn((,i)dn((,i)]sn(I,i)

sn2((,i)-sn2(V,/)

cn(V,/)dn(V,/)sn((,i)-sn(V,i)cn((,/)dn((,i)

1
(AI.13)辛

* 12sn2((,i)sn2(V,i)

-sn2((,i)(dn2(V,～)-1)-sn2(V,～)(dn2((,i)-1)

sn2((,i)dn2(V,Zト sn2(V,i)dn2((,i)-sn2((,lト sn2(V,i)
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(AI.8)により

sn(V+I,～)
sn((,i)

wiy 43′1′2′(23- 14 )

W;y 43′3′2′(12- 34 )

1/ 23-14

3/ 12-3 4

dn(V,i) cn(V,i)sn(V,i)

｡n(V′,i)dn(I,i) cn(I,i)sn((,i)

cn(I,i)cn(V,i)dn(V,～) sn(V,i)
cn(I,i)dn(I,～) sn((,i)

1 dn(V,i)cn(I,/)sn((,i)-cn(V,i)sn(V,～)dn(I,i)

また

cn(I,i)cn(V,ど)dn(V,i)sn(I,～)-sn(V,i)cn((,i)dn(I,i)

(AI.ll)により

cn(V+ I,i)
cn( I ,/ )

同様に(証略)

u,a_dn(vt+(,i)
wg dn((,i)

(AI.14)

(AI.15)

(AI.16)

(AI.17)

(AI.18)

(AI.14),(AI.17),(AI.18)よりVを V- V′でおきかえると(5.40)が得られる｡

AppendixⅡ楕円関数

楕円関数に関する必要な定義と公式をまとめておく｡

L977rLT>0,g-e打乙T として
∞

04(I,q)… ∑(- 1 )nqTee2打乙Zn=-∞

ol(Z,q)-iq'4e打aZO4(Z.i,q)a

02(I,q)- q34e打izo4(Z･i十す ,q)

で
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03(Z･q)-04(Z弓,q)
を楕円テ一夕関数という｡

k…塑 k′…～042(o)032(o) 粥(o)
kをmodulusという｡

Kk-Ⅰ域 (o) Kk,-一生 o:(o)2

KkとKk'はそれぞれkとk′の第 1種完全楕円積分で表わされる0

Kk-I.W/2
dP

L 01(a/2,
sn(a,k)≡ -一士

JT 0.(a/2,Kk)

cn(a,k)≡ 虹 02(a/2,Kk )

k 04(a/2,Kk)

dn(a,k)≡ √訂 ♂3(a/2,K

04(a/2,Kk)

打/2 dP

をJacobiの楕円関数という｡

snu,Gnu,dnuは2重周期関数であってその周期は

snu:4K,2iK/

cnu:4K,2K+2乙K/
dnu:2K 4iK/〉

である｡ sn(a,k)は第 1種楕円積分

の逆関数

Z-sn(a,k)

である｡

次の関係式

sn2u十cn2弘 =1
k2sn2･u十dn2u=1
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および加法公式

sn(a+V)-

cn(a+V)-

dn(u十V)-

snucnvdnv+cnudnu,snv

1-k2sn2usnv
2

cnucnv-snudnusnvdnu

1-k2sn2usnv
2

dn udnv-k2snucnusnvcnv

1-k2sn2u,sn2u
(AI.9)

が成立っ｡

k-0のときk′- 1,K-7E/2,K′-- snu- sinu,cnu-cosu,dnu- 1 となる｡

H(a)-汐1(完 ,q)

o(a)-♂4(芸 ,q)

をJacobiのthetafunctionという｡

1 H(a)

sn(a,k)=万 両

が成立っ｡

次のFourier級数が成立っ｡

log

log

04(u十W)
04(u-W)

01(V+u')

- 2i∑
n=1

讐 sin 27En vsin27rnw

nsln7rrz,I

∞ sin2打nvsin2打n(W一号)
ニ ー7ri-27Civ+2i∑

n-1

導関数

(snu)I-cnudn u

(cnu)I--snudnu

(dnu)′ニ ーk2snucnu

倍数公式

sn2u-
2snucn払dnu,

1-k2sn4u

nSln7rnT
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(A廿.10)

(AI.ll)

(AI.12)

(A丑.13)



桂 重俊

cn2u,-

dn2 u,-

cn a-sn2udn2u
2

1-k2sn4u

2
dn2u-k2sn2ucna

1-k2sn4u

I▲一I -dltLA

∫∫〟 y.WLL 9.nSAL-y-dLL＼ yTMZ一

一一 〟 J V

Fig.12JacobianEllipticFunctions.

ByrdandFriedman,Handbook
ofEllipticlntegralsによる｡
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y Jf∫∫∫∫UV9-血nF'LL.A)Zt'k～ lII..9-m(L.aIIlV ∫1

♂y一血(.'Z'r T-∫ IIII," (,.叫 tttt.l 一3iK' vL.N' '

1 .TLi .f

9-3乃nL'JL+k)

〟 〟◆l'

II/々
y･S乃(L'LL･JK)

∫ 1/AI 9-sq(LL.-'k73K+E'N' ㌔


