
71

The Sato-Tate conjecture and functional differential 

independence of symmetric power£-functions 

群馬大学名越弘文

Hirofumi N agoshi 

Gunma University 

1. 序論

1900年にパリで開催された国際数学者会議で， Hilbertが有名な講演 (23題の問題の講演）
を行った．その講演録において，リーマンのゼータ関数((s)に関して， Hilbert[2, p. 468]は次

の結果を述べている．ゼータ関数く(s)は有理閑数を係数とする代数的微分方程式の解になり得

ないという主張である．

定理 A (Hilbert [2], 1900). ゼータ関数く(s)は，有理関数体C(s)上代数的微分独立性を持つ．

すなわち，次が成り立つ.Nは0以上の整数とし， Pは，係数たちがC(s)に属する (N+1)変
数多項式で，

P(((s), ('(s), ... , ((Nl(s)) = 0 

が恒等的に成り立つとする．そのとき， Pは零多項式である. I 

現在では，この定理に対して様々な証明が知られている. [4], [7], [8], [10], [12], [13]など
を参照されたい．本質的に異なる証明が少なくとも 5つは知られているようである．例えば，

Hilbert [2, p. 468]の証明は，ゼータ関数((s)の関数等式とガンマ関数r(s)に関する類似の独

立性 (Holderによる結果）を使うものであるが， Voronin[13]の証明は，ゼータ関数((s)のオ
イラー積表示を使うものである．

定理Aの拡張として， Popken[8]は次の結果を得た．

定理 B(Popken [8], 1962). rp1, ... , rprを次の条件を満たす数論的関数たちとする：

任意の非零ベクトル (C1,... , Cr) E Crに対して，

区位j(P)戸0を満たす素数pたちが無限個存在する．
J=l 

(1.1) 

そのとき，形式的ディリクレ級数たち L~=l 切(n)n-s,... , L~=l'Pr(n)n-s は C 上代数的独立
である. I 

この定理において，切に付随するディリクレ級数 L~=l 幻 (n)n→ は，収束するとは限らな
いので，形式的ディリクレ級数として考えている．形式的ディリクレ級数たちに対する積は，係

数たちに対するディリクレ積として定義する ([11,Section 4.2]). この積は，収束するディリク

レ級数たちに対する通常の積と同じことになる．本稿の主結果においては，収束するディリク

レ級数たちを扱う．

注意 1.収束するディリクレ級数たちに対しては， C上代数的独立であるならばC(s)上代数的

独立であることが知られている ([7,p. 246]). もっと強い結果が[6,Proposition 4.2]にある. I 

く(kl(s)=江~=l(-logn)kn→ であることに注意し，定理Bにおいて

切 (n)= 1, 四 (n)= -logn, .. ・,'Pr(n) = (-lognr-1 (1.2) 
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と取ると，条件 (1.1)が満たされることが分かる．よって，定理Bと注意 1から定理Aが得ら
れる．

また，定理Aの拡張として， ShapiroとSparer[12]は次の結果を得た．

定理 C(Shapiro & Sparer [12], 1986).'Pl, ... ,'Prを次の条件を満たす数論的閑数たちとする：

切 (p1)・・ ・'Pl (Pr) 

• I =Ioとなる相異なる素数たちPI,・・・,Prが存在する. (1.3) 
'Pr (PI)・ ・ ・'Pr (Pr) 

そのとき，形式的ディリクレ級数たち ~~=l'P1(n)n-s,... , ~~=l'Pr(n)n-s は C 上代数的独立
である. I 

この定理において，先程と同じく (1.2)と取る．そのとき，行列式

1 1 
切 (Pr)I 

(-log P1)・ ・ ・(-log Pr) 
臼 (p1)

= : 
叫Pr)I・

(-logp1y-1・・・(-logpry-1 'Pr(P1) 

はVandermondeの行列式であり，相異なる素数たちPl,・・・,Prに対して，これは0でないので，
条件 (1.3)は満たされている．よって，定理Cと注意1から定理Aが得られる．

Voronin [13] [14]とReich[9] [10]は，リーマンのゼータ関数((s)などに対して，ある関数的
微分独立性が成り立つことを示した．これは， C上代数的微分独立性よりも強い独立性である．
Nagoshi [6, Theorem 1.1]も参照されたい．

次の定理は， Reich[10]によって得られた．話を簡単にするため，本稿では， Reich[10]の意
味での関数的独立性として最も基本的と思われる場合のみを述べる．なお， Reich[10]より強い
結果がNagoshi[6, Theorem 1.4]にある．

定理 D (Reich [10], 1984). D(s) =区~=l1.p(n)n→ を，収束するディリクレ級数とし，次の条
件を満たすとする：

汎p)ヂ0を満たす素数pたちが無限個存在する．

そのとき， D(s)は，次の意味での関数的微分独立性を満たす.Nは0以上の整数とし， H:
(CN+l→Cは正則関数で，

H(D(s), D'(s), ... , n(Nl(s)) = O 

が恒等的に成り立つとするならば， Hは零関数である．（よって特に， D(s)はC上代数的微分
独立性を満たす.) I 

2. POPKENの条件と SHAPIRO-SPARERの条件の関係

代数的独立性に関する 2つの判定条件 (1.1),(1.3)を述べたが，実は，次の命題が成り立っ．
筆者の知る限り，これは新しい結果であるようだ．また，定理 1の証明においても，これは大

切となる．

命題 1.数論的関数たち 'Pl,・ ・ ・,'Prは， Popkenの条件 (1.1)を満たすなら， Shapiro-Sparerの
条件 (1.3)も満たす. I 

証明の概略を述べる．条件(1.1)が成り立つと仮定する.(1.1)の和区；=le炉i(P)が内積の形
をしていることに注意する．ベクトル (c1,... , Cr)としてある適当なものたちを取っていって，
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線形代数におけるグラム・シュミットの直交化法における議論と同様な議論を行うことにより，

ベクトルたち

v, •~CI'.)· ・"・ •~C:t'.) 
がC上線形独立となる素数たちPl,・・・,Prが存在することが言える．例えば， Sp皿 {v1,v2,叩｝
と直交するベクトルmを取ってくると，条件 (1.1)によれば，〈V4,正―〉 i=0となる素数p4(f=
P1,P2,p3)が存在するというような議論を繰り返す．そうして，特に， V1,... ,Vrに対応する (1.3)
の行列式は0でない．よって命題1が証明された. D 

3. 主結果 1

本稿の最初の主結果が次の定理である．これは，定理B (収束するディリクレ級数たちの場
合）と定理Dを拡張したものであり，複数個の一般のディリクレ級数たちに対する関数的独立

性を扱っている．

定理 1.D1(s) = L:::°=1 <p1(n)n-s, ... ,Dr(s) = L:::°=i'Pr(n)n-sを，収束するディリクレ級数
たちとし，次の条件（つまり， Popkenの条件 (1.1))を満たすとする：

任意の非零ベクトル (c1,... , Cr) E (Crに対して，

どj'PJ(P)ヂ0を満たす素数pたちが無限個存在する． (3.1) 

J=l 

そのとき， D1(s),... , Dr(s)は， Reichの意味（定理D)での関数的独立性を満たす．すなわち，
H:Cr→Cは正則関数で，

H(D1(s), ... ,Dr(s)) = 0 (3.2) 

が恒等的に成り立つならば， Hは零関数である. I 

D(s) = I:':;'=1 r.p(n)いに対して n(kl(s)= I:':;'=1 (-logn)kr.p(n)n→ なので，定理 1は定理
Dの拡張となっていることが分かる．

定理 1の証明の概略を述べる.Reich [10]の議論をうまく変形して証明する．相異なる素数
たちPI,・・・,Prに対して， 01,... ,0r E [0,1)を変数たちとする関数たち

2冠0k

加s;叶，0r)== L 切,(pk)e
k=l pk 

(j=l, ... ,r), 

Dj(s; 01, ... , 0r) := Dj(s; 01, ... , 0r) +ある項たち (j=l, ... ,r) 

を考える．ここで， Dj(s;01,... ,0r)に対する正確な記述は省略するが，

Dj(s;O, ... ,O)=Dj(s) (3.3) 

となるようにしているものである．

f} ~ 21ri0k 切,(pk)e

細 K
D1(s;01, ,0r)=2ni 

Pk 

である．

aを大きな正の実数とし，関数

Fa(01, .. -,0r) := (n1(び；仇，...,0r), ... , 互(a;仇，...'0リ）
を考える．命題 1の証明の議論を使うことにより，条件 (3.1)から次が言える. (1.3)の行列式
と(3.4)の行列式は似ていることに注意する．
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補題 1.ヤコビ行列式

21ri 
,'Pl (Pl)e2,ci01 

8Fa(01, ... , 0r) 
P'[ 

＝ 
fJ(01, ... , 0r) 

21ri 
• 凸 (p,)e2,ci01 . . . 2吋西伽）e2"i01 
P'[ p戸

21ri ・'Pl伽）eh糾
p~ 

(3.4) 

が01,... , 0rの関数として恒等的に零ではないような相異なる素数たち Pl,・・・,Prが存在する．

I 

補題 1と「logp1,... , log prがIQJ-. 線形独立であること」と Kronecker-Weylの近似定理と
(3.3)を使って，次を示せる．

補題 2.関数9a(t): 股→erを，

釦 (t):= (D1(r,+it), ... ,Dr(び十it))

と定義する．そのとき，空でないある開集合uceが存在して，像9a(股）はUにおいて桐密
である. I 

補題2と仮定(3.2)と正則関数に対する一致の定理より， H 三 0が得られる．よって定理1が

証明された. D 

4. SATO-TATE予想と主結果 2

kを正の偶数とし， fをSL(2,Z)に対する重さ Kの正規化され仁正則Hecke固有尖点形式と
する. ~1(n) たちは f の Hecke 固有値たちを表すとし，入1(n) :=入1(n)/n(k-l)/2と蓄くとする．
そのとき，ラマヌジャン予想，つまり，すべての素数pに対して

入J(P)E [-2, 2] 

となることが証明されている．

fに対するいわゆる Sato-Tate予想とは次の主張である．

予想 (Sato-Tate予想）.hを区間 [-2,2]上の任意の連続関数とするとき，

1 
Lh(AJ(P))→ 

1 2 

1r(x) p<:'.x 云[2h(t)~dt (x→ oo) 

が成り立っ．ここで， 1r(x)はx以下の素数たちの個数を表す. I 

よく知られているように，この予想は現在では証明されている ([1]).
fに対する Sato-Tate予想と関連するものとして， fに付随する対称積L関数たちと呼ばれ
るものがある．それらは次のように定義される．

入t(P)=町(p)+街(p)

（ただし，町(p)内(p)= 1と回(P)I= I内(P)I= 1を満たす）と書くとする．自然数m に対し
て， m次の対称積L関数L(s,sym匹f)を，

m 

L(s, symm f) := IT IT (1-町 (pr-j内(p)J ―1ps) (Res> 1) 
P j=O 

と定義する.L(s,sym汀）は， fに付随する通常の L関数L(s,f)と同じである．
fに対する Sato-Tate予想は，「すべての自然数mに対して，対称積L関数L(s,sym匹f)が，
軸Res=1まで解析接続されその軸上で零点を持たない」という主張と同値であることが知ら
れている．
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対称積L関数L(s,sym匹f)をディリクレ級数表示して

00 

L(s, sym万） =:L入sym可 (n)
ns 

n=l 

と書くとすると，素数pに対して

入symlj(P)=入J(P),

入sym吋(p)=入1(P)2-1, 

入sym3j(P)=入1(P)3-2入J(P),

入sym灯(p)=入1(P)4-3入J(P戸+1, 
入sym可 (p)= Um(入J(P)/2)

が成り立っ．ここで， U叫x)は第二種チェビシェフ多項式である．
本稿の 2番目の主結果が次の定理である．定理 1とSato-Tate予想を使って証明される．

定理 2.rを自然数とする．ディリクレ級数たち

く(s),L(s,sym1f)(=L(s,f)), L(s,sym2f), ... ,L(s,symrf), 

OO cos入1(n) 00 sin入1(n)

L ns'L  
n=l n=l 

ns 

(4.1) 

とそれらの導関数たちは， Reichの意味（定理D,定理1)で関数的独立である. I 

証明の概略を述べる．見やすくするため，まずは， (4.1)のディリクレ級数たちのみ（つまり，

導関数たちは除く）の場合を述べる．今， (co,Cl, ...'Cr, Cr+l, Cr+2)をcr+3の任意の非零ベク
トルとする．そのとき，

h(t) = lea+ c1 U1 (t/2) +・ ・ ・+ CrUr(t/2) + Cr+l cost+ Cr+2 sin ti 

という関数を考える.Sato-Tate予想（先に述べたように，現在では定理である）によれば，

1 区h(入J(P))→ 上j2h(t)J4=t2 dt (x→ oo) (4.2) 
叫） P'.oX 珈 -2

が成り立つ. (co,c1, ... ,cr,cr+1,cr+2) =/ 0とdegUm(x)= mに注意すると， (4.2)の積分は 0
でないことが分かり，

Lh(入f⑯)---+ oo (x→ oo) 
P'.'oX 

が得られる．よって，

Co+ C1入sym汀(p)+ ... +Cr入symrJ(P)+ Cr+1 COS入1(P)+ Cr+2 sin入J(P)# 0 

となる無限個の素数pたちが存在する．すなわち， (4.1)のディリクレ級数たちに対して， Popken

の条件 (3.1)が満たされている．

導関数たちも含めた場合には，部分積分も使い区応x(logprh(入1(P))という形の和を考察し

て， Popkenの条件 (3.1)が満たされていることが分かる．

以上のことと定理1より，定理2が得られる. D 
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5. 主結果 3

定理2の証明の議論を同様に使うことにより，例えば，次の結果が得られる．

定理 3.rを自然数とする．ディリクレ級数たち

L(l, Xd) L(l, X詑
L ldls'L ldls'・ ・ ・'L  

L(l, XdY 

d<O d<O d<O 
ldls 

とそれらの導関数たちは， Reichの意味で関数的独立である．ここで， dは負の基本判別式を走

り， L(・,Xd)はKronecker記号Xd= (旦）に付随するディリクレ L関数を表す. I 

証明の概略を述べる．値たちの集合 {L(l,X-p) : pは素数，p三 3mod 4}は，区間 (O,oo)で
稲密であることが， MishouとNagoshi[5]によって示されている．よって特に，区間 (0,1)で稲

密である部分集合 {L(l,X-pj):pJは素数， PJ= 3 mod 4, j = 1, 2, ... }が存在する．このこと
と「区間 [O,1)で桐密な数列は，順番をうまく入れ替えることにより， mod1で一様分布するよ
うな数列にできる」という vonNeumannのrearrangement定理 ([3,p. 21])によれば， modl

で一様分布するような数列 {L(l,X-qj):q1は素数， qj三 3mod 4, j = 1, 2, ... }が存在する．そ
して，定理2の証明と同様にして (Sato-Tate予想の代わりに，通常の一様分布を使う），定理

3は証明される. D 
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