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1 Introduction 

リーマンゼータ関数((s)は数論における重要な関数の 1つであるが、そ

れはく(s)の零点と素数分布との結びつきによるものである。そのため零点

については多くの研究が存在するがまだ未解決の問題も残っている。その

中でも一番有名なのが、いわゆるリーマン予想と呼ばれる問題である。リー

マン予想とはく(s)の非自明な零点が全て臨界線況(s)= 1/2上に位置するで
あろうという予想であり、リーマンにより提唱されて以来150年以上経って

なお未解決のままとなっている。

リーマンゼータ関数そのものだけでなく、その導関数ぐ(s)の研究も行わ

れている。導関数を研究する動機の 1つとしてリーマン予想との同値命題

が挙げられる。 (Speiser[13])

「リーマン予想が真←⇒く'(s)が0<況(s)< 1/2上に零点を持たない」

LevinsonとMontgomery[9]はこの結果の類似として K階導関数 (k2 1)の

場合を考えた。

「リーマン予想が真＝吠(k)(s)が況(s)< 1/2上に非実零点を有限個しか持

たない」

Yildirim[15]はk= 2,3の場合について精密な計算を行い次の結果を得た。

「リーマン予想が真~ とぐ"(s)が0さR(s)< 1/2上に零点を持たな
い」

このようにリーマン予想はく(k)(s)の零点とも関わりあっている。

く(k)(s)の零点に関する研究はリーマン予想との関連を探るだけでなく、

その分布などについても調べられている。以下ではそれらの研究を紹介し
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ていくが、そのための記号を導入しよう。関数f(s)に対してN1(s)(T1,T: り、
N加(c;T1, 乃）、 N如 (c;T1, 乃）をそれぞれ

N1(s)(T1, T2) := #{p; f(s)の零点 IT1 < S'(p) < T: 叶
Nlrs)(c; T1, 乃）：= #{p; f(s)の零点 IT1 < S'(p) < T2, 和(s)> c} 

N五s)(c;T1, T2) := #{p; f(s)の零点 IT1 < S'(p) < T2, 扮(s)< c} 

と定義する。ただしこれらは零点の重複度を込めて個数をカウントしている

ことを注意しておく。このときリーマンゼータ閲数について Riemann-van

Mangoldt formulaと呼ばれる式が知られている。

T T T 
Nc;(s)(O, T) = -log--- + O(logT) 

21r 21r 21r 

この類似として Berndt[l]はK階導関数の零点の個数を評価した。 (k2-1) 

T T T 
Nく(k)(s)(O,T) = 

21r 
-log —-—+ O(logT) 
41r 21r 

このように ((kl(s)の零点はTまでにだいたい (T/21r)logT個存在するが、

リーマン予想が正しければこれらの零点は有限個を除き実部が1/2以上と

なっている。実際に臨界線況(s)= 1/2より右側に多くの零点が存在しそう
であることを LevinsonとMontgomery[9]は次の式により示した。

2K Tく凸 (/J(k)D 
= kUloglog {;-Ulog (l言k+ 0 (r~:T) + 0 (logT) 

ただし O<U<Tかつ k2-1とし、 p(k)= j3(k) + i"((k)はく(k)(s)の零点
を表している。 LevinsonとMontgomery[9]は更にほとんどの零点が臨界線

剛=1/2付近にあることも示した。

N0的(s)(1 + 8; 0, T) + N(<kl(s) (1-8; 0, T) = 0 (Tlog)ogT) 
これは8> Oについて一様に評価されており、特に 8= (log log T)勺logT
ととれば

N0kl(s) (1 +ふ0,T) + N(<kl(s) (1-8; 0, T) = 0 (N~~~(i~~~T)) 

となる。この式により臨界線から (loglog T)りlogT以上離れている零点が
少ないこと、言い換えれば臨界線に近い位置にほとんどの零点が集まって

いることが分かる。
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ここまではリーマンゼータ関数の導関数の零点についての結果を紹介し

てきた。これとは別の研究としてリーマンゼータ関数の a点（またはa値

ともいう）の研究も存在する。 a点とはく(s)= aとなる点sのことで、言い
換えると〈(s)-aの零点である。一般に任意の複素数aについて調べられ

ている。 a点に関する初期の結果はLandau[2]により与えられ、 a点の個数

を評価している。

Nく(,)_.(l,T)~1: log:-:+ O(logT) (a# 1) 

21r 
-log —-—+ O(logT) (a= 1) 
41r 21r 

主要項の logの中は一般にT/21rであるがa=1のときだけT/41rとなって

いる。これはディリクレ級数表示の初項の違いにより起こる現象である。一

般に ((s)-aは

1 1 
く(s)-a= (1 -a)+ —+—+··· 

2s 3s 

とディリクレ級数で書けるが、 a=lの場合には

1 1 
〈(s)-1 =—＋ー ・・・

2s 3s ＋ 

と初項が1/2汀こなる。これが原因でlogの中が変化するのである。同様のこ

とは実は〈(s)とく(k)(s)でも起きており、ディリクレ級数の初項が1のく(s)

はlogの中がT/加であり、初項が(-log 2)りツの〈(k)(s)はlogの中がT/41r

となっている。

a点の個数については著者 [11]がリーマンゼータ関数の導関数の場合を

調べており、次の結果が得られている。

T T T 
N((kl(s)-a(l, T) =五log五―五+O(logT) 

ただし k21かつaヂ0としている。この場合、 ((kl(s)-aのディリクレ級

数はーa(#0)が初項となるのでlogの中はT/21rである。

これらの結果のさらなる一般化としてKoutsaki、Tamazyan、Zaharescu[5]

の3人はくUl(s)の線形和J(s)= co((s) + c1('(s) +・ ・ ・+ ck((kl(s)の零点を

調べて次を得た。

T T T 
Nf(s) (0, T) = 

21r 
-log —-—+ O(logT) 
2汀 21r

ただし Co,... , Ck E股であり Co,Ckヂ0と仮定している。また中村 [10]は

くUl(s)の多項式P(s)について普遍性定理を用いて調べ、任意の 1/2<び1< 



143

び2< 1 に対して定数 C が存在して P(s) はび1 く ~(s) <び2と0< 8'(s) < T 
を満たす範囲に CT個以上零点を持つことを示している。

Levinson[8]により臨界線付近のa点の状況も調べられている。

Nい(1+ 8; T, T + U) + Ncts)-a (}-8;T, T + U) = 0 (Ulog)ogT) 
ただし T1/2::; U ::; T、8= (log log T)勺logT、aE (Cである。 Levinsonは
8 = (log log T)2 / log Tの場合の証明を与えているが、同様に一般の8> 0に

対しても一様に評価できると述べている。著者 [11]はこの結果についても

導閲数の a点に一般化しており次の式を得ている。

N;k)(s)-a (1 + 8; T, T + U) + N, く(k)(s)-a 且— 8;T, T + U) = 0 (Ulog)ogT) 

ただし 8= (log log T)勺logTかつT°'::;U::; T(a > 1/2)である。
ここまでは零点やa点の分布についてまとめてきた。次に零点や a点に

関する和の話をする。 x>lに対し Landau[6]は次の和の漸近式を示した。

L 
T 

砂＝ーA(x)—+O(logT) 
27f 

0<,<T 

ただし A(x)はxが整数のときはフォンマンゴルト関数であり、非整数のと

きはA(x)= Oと定義する。またp=/3+灼はく(s)の零点を表している。こ

の漸近式の応用として次の事実が証明できる。

「非零実数aに対して {a,},>。はmod1で一様に分布する」

この事実は最初に Rademacher[12]によりリーマン予想の仮定の下で示され

た。その後、リーマン予想の仮定を外せるとElliot[3]が主張し、 Hlawka[4]が

リーマン予想を仮定しない証明を与えた。 Landauの結果のa点版はSteuding[14]

によって示された。（以下ではPa=ぬ＋氏を〈(s)のa点とする。）

五丑=(0:(x) -xA (})) {; + O(r½+0) 

ただし X-/= 1は正の数であり、 a(x)は次の級数の係数により定義する。

ぐ(s)
((s) -a L dE2-nN (nEN) 

a(d) 
dB 

a # 1のときにはxが整数でなければa(x)= 0となる。 a=lの場合、状況
はもう少し複雑で、どんな整数nに対しても 2nxが整数でなければa(x)= 0 

となる。これにより Steuding[14]は次を示した。
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「非零実数aに対して {a加｝咋＞。はmod1で一様に分布する」

この和は (x> 1の場合には）さらに導関数の a点にまで拡張され次の式が
成り立つ [11]。(pり=/3炉＋り炉を ((kl(s)のa点とする。）

L X尻k)
1<, 炉<T

>]凶―
T
一加

(-l)k(l+l) 

al+l 
(lognot+1(logn1・ ・-lognzt + O(logT) (aヂ0)

no, …，nz2':2 
x=no…nz 

T
-

↑
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（口い）l+l (log not+1(log n1・・ -logn1)k+ O(logT) (a= 0) 

ただし k2:: 1、aE CC、x>lである。 T/21rの後に複雑な和があるが、これ

は次の級数の係数a(x)を具体的に書き表したものである。

く(k+l)(s)

く(k)(s)-a I: dE2-nN (nEN) 
a(d) 
ds 

aヂ0のとき、 xが整数でなければ右辺の複雑な和は0である。 a=Oのと

き、どんな整数nに対しても 2万が整数にならなければ右辺の和は0であ

る。この結果からやはり次の事実が得られる [7]。

「非零実数aに対して {a'Y炉｝炉＞〇はmod1で一様に分布する」

2 主結果

今回の主結果は((s),('(s), ... , ((kl(s)の多項式に関するものである。 k,ME

N、dzjE NU {O}、CjE (C ¥ {0}としたとき、多項式によりできる関数F(s)

を次で定義する。

M 

F(s) := Lば(Ol(s)do1((1)(s)d11... ((kl(s)如
j=l 

ただし F(s)は定数関数でないものとする。 1900年の国際数学者会議の場で

Hilbertが指摘したことであるが、 ((s)はどんな微分方程式の解にもならな

い。そのため非零な化が 1つでもあればF(s)は定数関数にならないこと

を注意しておく。
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関数F(s)に対し 2つのdegreeを定義する。 1つめは次で定める。

k 

deg1 (F(s)) := max Ldlj 
1:'S'.J:'S'.M 
l=O 

特に単項のみの場合には単に肩の数の和になる。

k 

deg1 (((Ol(s)doj((ll(s)む．．．く(k)(s凸） =Z:dz1 

2つめのdegreeは重み付き degreeである。

deg2 (F(s)) 

l=O 

k 

: ~max { L ld11 deg, ((1°l(s)'"'---(('l(s)口 ~deg, (F(s)), IさjさM}
l=O 

これは次のようにも書き換えられる。

deg, (F(s))~max {言 ldり芦化 ~deg, (F(s)), I S j SM} 
例えば単項の場合には次のように微分階数の重み付き次数となっている。

k 

deg2 (((o) (s)d。j((1) (s)凸．．．く(k)(s凸） = Lld1j 
l=O 

今回、主結果を計算するために次を仮定した。

LCj戸0, (2.1) 
jEJ 

ただし Jは次の集合である。

J ,~{ j E [!, M] deg, (((Ol(s)'°'... <(kl(s)d•;)~deg, (F(s))' 
deg, (((Ol(s)"''・ ・ ·(('l(s臼） ~deg,(F(s)) } 

以下では主結果を紹介していくが、 s= a +itとし、また匹＝均+i,Fを

F(s)の零点とする。最初の結果はF(s)の非零領域を与える。

Theorem 2.1. F(s)は条件(2.1)を満たすとする。任意のc>Oに対して、

実数E1Fc= E1FとE2Fが存在して次の領域上でF(s)-::J 0である。

{sEC I a::S:E1F,ls+2nl 2:c (nEN)}U{sEC I a2:E2F} 
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次の結果は実軸付近の零点に関する結果である。 Cn,c:を

Cn,c: := {s EC I Is+ 2nl < c} 

により定める。

Theorem 2.2. F(s)は条件 (2.1)を満たすとする。任意の c> 0に対して

ある正の整数N=NF,c:が存在して、 n2: Nを満たす各領域Cn,c:内に F(s)

はちょうどdeg1(F(s))個の零点を持つ。

次の結果を述べるためにnpを次で定める。

00 

F(s) =ど四ns (T/叶#0) 
n=np 

これはF(s)をディリクレ表示したときの初項を表している。

Theorem 2.3. F(s)は条件 (2.1)を満たすとする。十分大きいTに対して

次式が成り立つ。

deg1(F(s))T T T 
NF(s)(l, T) = log -- lognp + O(logT) 

21r 21re 21r 

この結果は零点の個数を評価したものである。次に臨界線と F(s)の零

点との関係を見る。

Theorem 2.4. F(s)は条件 (2.1)を満たすとする。十分大きい TとT°'さ

UさT(a> 1/2)に対して次式が成り立つ。

27f T<7~T+U (/3p -t) 
区沢JCj U 

= deg2(F(s))UloglogT + Ulog 尻/n~2 + O CogT) 

Theorem 2.5. F(s)は条件 (2.1)を満たすとする。十分大きい Tとraさ
U :S T(a > 1/2)に対して次式がぶ>0に関して一様に成り立つ。

N芦(s)(~+ 8; T, T + U) + Ni(s) じ— 8;T, T + U) = 0 (Ulog)ogT) 

定理2.4より deg2(F(s))が正の場合にはF(s)の零点は臨界線の右側に多

く存在していそうだと推測できる。一方、 deg2(F(s))= 0の場合には、零

点の偏りは I~jEJ 州と ITJnF/n釣の比率により変わる。もし I~jEJ 叫＞
叫/n釣なら零点は臨界線の右に多く分布しそうで、逆に l~jEJ叫＜



147

厄 In¥りなら左に多く分布しそうである。そのどちらでもない1区jEJ叫＝
IT/np/n¥ 門の場合には、定理2.4からは零点の偏りの情報は得られない。ま

た定理2.5より、多項式F(s)の場合にもほとんどの零点は臨界線の近くに

存在することが分かる。

次に零点をわたる和を見てみる。

Theorem 2.6. F(s)は条件 (2.1)を満たすとする。実数 X > 1と十分大き

いTに対して次式が成り立つ。

L xPF T 
= (a(F'/F)(s)(x))五+O(logT) 

1<1p<T 

ただし °'(F'/F)(s)(x)は次の級数に表れる係数である。

F' 
-(s) = 
F 
こ叫F1/ F)(s) (d) 

ds 
dEnpnN (nEN) 

これらの結果を用いて次の系が示せる。

Corollary 2.7. F(s)は条件(2.1)を満たすとする。非零実数aに対して数

列{a,FLF>lはmod1で一様に分布する。

3 条件(2.1)について

主結果の証明において次の補題が重要となる。

Lemma 3.1. F(s)は条件(2.1)を満たすとする。任意のc>lとc>Oに対

して、領域{s E (C I a > c, Is -(2n -1) I 2: E (n E N)}内で次式が成り立つ。

F(l -s) 

~(~Cj) • logs)des,(F(,)) { 2(2~)-·r(s) cos;'く(s)}"°''(F(,)) (1+ O Clo~sl)) 

これはF(s)の関数等式のようなものである。この補題において右辺の

主要項が消えないための条件として条件(2.1)が必要となる。これをより精

密化できれば、条件(2.1)は必要なくなる。これが今後の課題である。
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