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遅れのフィードバック制御を伴った離散線形周期系の

安定領域(II)

(Stability Regions of Discrete Linear Periodic 
Systems with Delayed Feedback Controls (II)) 

静岡大学 申正善(JongSon Shin) 
Graduate School of Enjineering Shizuoka University 

shinjongson@jcom.home.ne.jp 1 

1 Introduction 

本研究は前回 [8]の研究の続きである。前回では不安定なゼロ解を漸近安定化す
るための安定領域を考えたが今回は不安定なゼロ解を安定化するための安定領域

を考える。今後、ゼロ解の安定（または安定化）という場合は単なる安定で、漸近
安定（漸近安定化）ではないとする。考える方程式は前回と同様、離散線形周期系

x(n + 1) = A(n)x(n), n E Z := {O，土1，土2,・・・}, (L) 

である。ここで列ベクトルx(•) は d次元複素ユークリッド空間 Cd に属し A(n) (n E 
Z)は dX d複素行列関数で周期 w E畷C である。ただし、 Z盆＝ ｛m,m+ 
1, ・ ・ ・ },m E Zである。 w= 2に対しては [4]の結果を用いれば良いがここで
は扱わない。

離散線形系に対して一つの解が安定（または漸近安定）であるとは他の異なる

解の安定（または漸近安定）と同値である。したがって方程式(L)のゼロ解の安定
は周期解の安定性に帰着される。そのためには周期解の存在、すなわち、方程式

(L)の特性乗数が 1を持つことを前提にしなければならない。この前提の下で、
ここでは方程式(L)の不安定なゼロ解の安定化問題を扱う。
文献［8]において方程式(L)のゼロ解の安定領域を調べるため摂動（制御）項

K(y(n -w + l) -A(n)y(n)) 

（簡単に、 DFCと呼ぶ）を付加した方程式（参照 [1])

y(n + 1) = A(n)y(n) + K(y(n -w + l) -A(n)y(n)), (LF) 

を考えた。ここで dxd実行列Kはフィードバックゲインと呼ばれている。漸
近安定化に関する研究は文献 [6,10, 11]を参照してください。 [8]では特に、方程

式(L)と方程式 (LF)の特性乗数の関係を示すC写像に基づき或る領域を決めた。
その領域は安定領域といわれ方程式(L)のすべての特性乗数がその領域の内部に
属するならば、不安定なゼロ解を安定化させることを示した ([4,7,8]参照）。
方程式 (L)が特性乗数1を持つことと方程式 (LF)が特性乗数1を持つことは
同値である（補題2.3を見よ）。したがって方程式 (L)の不安定な Wー周期解を安定
化するために方程式 (LF)の特性乗数 1を考えなければならない。
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残念ながら方程式(L)の特性乗数1は[8]で与えた安定領域の境界か外部に属
するため［8，定理 7]は適用できない。これを解決するために方程式 (LF)の特性
乗数1のインデックスが 1となる条件を見出すことが重要である。
本研究は次のように構成される。

2節では本研究を行うための仮定及び幾つかの準備、特に、方程式(LF)の特
性乗数、 C-map定理について簡単に述べる。
3節では方程式(LF)の特性乗数1のインデックスが 1となる条件をゲインK
と方程式(L)の特性乗数1とその固有空間を用いて導く。
4節では方程式(LF）の w-周期解が安定となる領域を決定する。
付録Iでは定理1と命題4.7の証明を与える。
付録IIでは仮定(K)の中の条件(K-3)を一般化する。

2 準備

この節では本研究を行うための幾つかの準備を行う。特に、方程式（L)と方程式
(LF)の特性乗数の基礎的な性質、以後用いられる用語、記号及び仮定、さらに
C-map定理について述べる。
Xをバナッハ空間空間とし有界線形作用素H:X→Xに対してP(j(H)はH
の固有値の集合を表す。 n€凡(H) に対して固有空間を W11(H) := N(H -ryI) 
と表す。ここで IはX上の恒等写像、 N(H):= {x EX I Hx = 0}はHのnull
空間である。

X=Cばらば、 Hは行列でその固有値の集合をa(H)と表すならばa(H)= 
凡(H)である。ら(H)は固有値TJE a(H)に対する一般固有空間を表し、それは

佑(H):= N((H -ryE)厄(H))

と表される。ここで Eはdxd単位行列で加(H)はTJE a(H)のインデックス
（またはascent)である。

1)初めに、方程式(L)の特性乗数について述べる。任意の m,nE Z,mさn
に対してZ孟＝ ｛m,m+l,...,n}と定める。次の仮定を置く

(A)すべてのnE z~― 1 対して A(n) は正則である。

この仮定の下で初期点(m,x0)E Z x (Cdを通る方程式 (L)の一意的な解が存
在しそれを x(n;m, x0)と表す。方程式（L)の解作用素 T(n,m)をx(n;m, x0) = 
T(n, m)x0によって定める。 T(n):= T(n + w, n), (n E Z)と置き T(O)を方程式
(L)の周期作用素と呼ぶ。このとき T(O)は以下のように表現される。

T(O) = A(w -l)A(w -2) • • • A(l)A(O) =りA(i). (1) 

さらにa(T(n))= a(T(O))で仮定（A)により T(O)は正則である。μ E a(T(O))を
方程式（L)の特性乗数という。
次の結果の証明は [2]から得られる。

補題 2.1.x(n)は方程式（L)の非自明解とする。このとき次の命題は同値である：
l) μ E a(T(O)). 
2) x(n + w) = μx(n), n E乙
3) x(w) = μx(O). 
4) x(O) E Wμ (T(O)). 
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as(T(O)) = {μ E a(T(O)) I lμI < 1}と定める．次の結果は [2,Corollary 4.16] 
の特殊な場合である。

定理 A 次の主張が成り立つ。

1)方程式 (L)のゼロ解が安定であるとは条件 a(T(O))= as(T(O)) ¥ {1}の下
で柘(T(O))= 1が成り立つことである。
2)方程式(L)のゼロ解が漸近安定であるとはa(T(O))= as(T(O))が成り立つ
ことである。

これより次の結果が得られる。

定理1. 条件 a(T(O))= as(T(O)) ¥ {1}を仮定する。
1)妬（T(O))= 1ならば，方程式（L)のゼロ解は安定である。
2)妬（T(O))-1-1ならば，方程式 (L)のゼロ解は不安定である。

直接的な証明は付録Iで与える。

2)次に、方程式 (LF)の特性乗数について述べる。 Cw-lは製-w+lから (['.d
へのすべての写像の集合とする。 (['.dにおける任意のノルムを II・ II表せば、ノル

ムl<fJlcw-1= SUPsE塾w+ill<p(s)IIにより Cw-lはバナッハ空間となる。明らかに，

dimCw-1 = wd.任意の関数y:z→(['.dと任意の nEZに対して要素 YnE Cw-1 
を

珈 (s)= y(n + s), s E Zりw+l

と定める。今、 mEZかつ<pE Cw-1とする。任意の nE z;;:に対して初期点
(m,<p) E Z X Cw-lを通る方程式 (LF)の一意的な解を如：＝珈(m,<p) E Cw-1 
と表す。任意の m,nE Z直：：：： mに対して方程式 (LF)の解作用素 UK(n,m): 
Cw-l→Cw-lを珈（m,<p)＝瓜(n,m)<pによって定める。すべての nEZに
対して瓜（n):=瓜(n+w,n)と置き UK(O)を方程式 (LF)の周期作用素と、
v E a(UK(O))を特性乗数という。 K=kEならば、 UK(n,m)およびUK(O)それ
ぞれ広(n,m)および広(0)と表す。作用素J:Cw-1→Cw-lは恒等作用を表す。
次の補題は［8，補題 2.1]の別証明である。

補題 2.2.detKヂ0ならば、各vE a(UK(O))に対して V-/-0である。さらに
UK(O)<p = 0ならば、<p=OEC正 1が成り立つ。

証明初めにdetKヂ0かつ UK(O)<p= 0ならば、<p=OEC正 1であることを
示す。珈(0，<p)= UK(n, 0)<p (n E Z『)は方程式 (LF)の解とする。 Yw(O，<p) = 0 
であるからy(w+s;O，<p)=O(sEZりw+l)である。したがって

y(n;O,<.p) = 0 (n E写） (2) 

を得る。さらにそれは方程式 (LF)を満たす、すなわち、すべての nE写に対
して

Ky(n + 1-w) = (K -E)A(n)y(n) + y(n + 1) (3) 

を満たすから各nE写―1に対して Ky(n+l-w)=Oを得る。仮定<letK-/-0 
によりすべての mEZ立w+2に対してy(m)= 0を得る。
他方、 n= 0を（3)に代入すれば Ky(-w+ 1) = y(l)を得る。 (2)により
y(-w + 1) = 0である。これは各mE Z~w+l に対してy(m) = 0である。これは
cp = 0 E Cw-1を意味する。したがって、すべてのnEZ0に対してUK(n,O)cp= 0. 
次に、各VEび(UK(O))に対してvヂ0であることを確かめる。．vE a(UK(O)) 
であるからcpヂ 0かつ UK(O)cp= vcpとなるcpE C＿叫」が存在する。このとき
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1/ -1-0である。実際、 v=Oと仮定すれば、 UK(O)<p= 0で，その結果<p= 0を得
る。これは矛盾である。したがって、 Uヂ0である。 ロ

条件detKヂ0により方程式(LF)の初期値問題の解の存在及び一意性が保障
される。
次の仮定を置く。

(K)フィドバックゲイン Kは次の条件を満たすとする。

(K-1) a-(K) c恥
(K-2)すべての11,E a-(K)に対してo< l"'I < i, 
(K-3) a-(UK(O)) n a-(K) = 0. 

(C)可換条件KA(n)= A(n)K, (n E写―1).

今後，本研究では条件 (A),(K)及び (C)を常に仮定する。

補題 2.3.x(n)が方程式(L）のw-周期解ならばそれは方程式(LF）のw-周期解で
あり逆も成り立つ： 1E a-(T(O))←⇒1 E a-(UK(O)). 

証明方程式(L）のw-周期解x(n)を方程式の右辺に代入すれば、

A(n)x(n)+K(x(n -w + 1) -A(n)x(n)) 

= x(n + 1) + K(A(n -w)x(n -w) -x(n + 1)) 

= x(n + 1) + K(A(n)x(n) -x(n + 1)) = x(n + 1) 

となる。逆に、方程式(LF)のw-周期解y(n)においてy(n+w)=y(n)であるか
らnにn+wを代入すれば、

y(n + w + 1) = A(n + w)y(n + w) + K(y(n + 1) -A(n + w)y(n + w)). 

したがってy(n+ 1) = A(n)y(n) + K(y(n + 1) -A(n)y(n)),すなわち、

(K -E)y(n + 1) = (K -E)A(n)y(n). 

1 E a-(K)であるからy(n+ 1) = A(n) = y(n)を得る。

次に方程式(LF)の特性乗数について述べる。

補題 2.4. [7, Proposition 1.1] vが方程式 (LF)の特性乗数であるとは

y (n + w) = vy (n), n E Z竺W+1

の形の方程式(LF)の非自明解Yn,nE Z『が存在することである。

補題2.2と補題2.4から任意のvE a(UK(O))に対して

y(n + 1) = vy(n -w + 1), (n E Z岱）

口

(4) 

を満たす方程式(LF)の非自明解y(n)が存在する。これを方程式(LF)に代入す
れば、次の方程式を得る。

y(n + 1) = A(n)y(n) + K(v―1y(n + 1) -A(n)y(n)). (5) 

仮定(K-2)により E-Kは正則である。よって

K(v) = v―1(vE -K)(E -K)―1, v E a(UK(O)) (6) 
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とおけば、

K(v)y(n + 1) = A(n)y(n) 

を得る（付録II参照）。
仮定 (K-3)は U豆a(K)を意味する。よって方程式 (5)は

y(n + 1) = K-1(v)A(n)y(n), n E Z含

に帰着される。

補題2.1から Z『の範囲は仮定 (A)と（K-2)の下でzに拡張される。
v=lならば、 K(l)= Eであり、このとき方程式（L)に帰着される。

(RE) 

(CE) 

方程式 (CE)の解作用素及び周期作用素をそれぞれTc(n,m;v)およびTc(O;v)
と表す。これらは

Tc(n, m; v) = [K-1(v)t-mT(n, m), Tc(O; v) = [K-1(v)tT(O) 

と表される。特に、 v=lならば、

Tc(O; 1) = T(O) 

である。

3) 方程式 (LF)と方程式 (CE)の特性乗数らの関係を示す。

(7) 

補題 2.5.y(n), n E Z竺W+1は(4)を満たすとする。このとき Yn,nE窃°が方程
式 (LF)の非自明解であることはy(n),nEZ竺w+1が方程式 (CE)の非自明解で
あることは同値である。

証明Ynが方程式 (LF)の非自明解ならば、補題2.2により vE a-(UK(O)), v-=/-0 
である。上述と同様にしてy(n)が方程式 (CE)の非自明解であることが分かる。
逆に、y(n)が方程式 (CE)の非自明解であるならば，

y(n + 1) = A(n)y(n) + K(y(n + l -w) -A(n)y(n)) 

-K(y(n+l-w)-v―1y(n + 1)). 

y(n+l-w)=v―1y(n+ 1)であるから Ynは方程式 (LF)の非自明解である。ロ

命題 2.6.v E a-(UK(O))とvE a-(Tc(O; v))は同値である。

証明補題2.4より VE a-(UK(O))であることと（4)を満たす方程式 (LF)の
非自明解Yn,n E勾やが存在することは同値である。さらに補題 2.5はy(n)
が方程式 (CE)の非自明解であることを示している。さらに（4)によりy(w)= 
Tc(O; v)y(O) = vy(O)である。したがって補題2.1から VEび(Tc(O;v))が成り立
つ、しかも逆も成立する。 ロ

次の結果は命題2.6の特別な場合である。証明には (7)が用いられる。

系 2.7.1 E a-(T(O))と1E a-(UK(O))は同値である。すなわち、y(n)が方程式
(L) の非自明な W—周期解であることと Yn が方程式 (LF) の非自明な W—周期解で
あることは同値である。

次の補題はvEa-(UK(O))に対して二つの固有空間Wv(UK(O))とWv(Tc(O;v)) 
の間の関係を示している。
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補題 2.8.v E CJ (UK(O)) 及びy(•) : Z竺W+1→ Cdとする。このとき Yn,n E Z釈
はYoE Wv(UK(O))を満たす方程式 (LF)の解であることとy(n),nE Z竺巧」が
y(O) E Wv(Tc(O; v))を満たす方程式 (CE)の解であることは同値である。

証明 Yn,nE勾°は YoE Wv(UK(O))を満たす方程式 (LF)の解とする。
Yo= 0ならば、証明は明らか。よってYo=J 0の場合を考える。このとき Yn+w= 
vyか nE窃°である。実際、 UK(O)yo= vy。で伽＝ UK(n,O)y。であるから解作
用素UK(n,O)の性質を用いて

伽＋w= UK(n + w, O)yo = UK(n, O)UK(O)yo = vUK(n, O)yo = vyn 

を得る。補題2.5によりy(n)はZミW+1で定義された方程式 (CE)の非自明解で
ある。補題2.1から vE CJ(Tc(O; v)でかつy(O)E Wv(Tc(O; v))である。
逆に、y(n),n E Z竺w+1はy(O)E W11(Tc(O; v))を満たす方程式 (CE)の解で
あるとする。このときy(m)= Tc(m, O; v)y(O), m E Z立w+lである。y(O)= 0な
らばy(n)三 0,n E Z竺W+1である。よって証明は明らかである。y(O)=J 0ならば
y(n+w) = vy(n), n E Z竺w+1が補題2.1から導かれる。よって補題2.5から Ynは
勾上で定義された方程式 (LF)の非自明解である。したがってYoE Wv(UK(O)) 
を得る。 ロ

系 2.9.VEび(UK(O))とする。このときcpE Wv(UK(O))であることとcp(m)= 
Tc(m, O; v)cp(O), m E Z叫w+lでcp(O)E Wv(Tc(O; v))であることは同値である。
特に、cpE W1(UK(O))であることとcp(m)= T(m, 0)や(0),m E霞w+lかつ
cp(O) E W1 (T(O))であることは同値である。

系 2.10.v E CJ(UK(O))かつcpE Wv(UK(O))とする。このときcp= 0はcp(O)= 0 
と同値である。

VE CJ(UK(O))に対して線形写像 M(v)を

M(v)：心 EWv(UK(O))→心(0)E wi(UK(O)) 

と定める。ここで

wi(UK(O)) = {cp(O) I cp E Wv(UK(O))}. 

写像M(v)は全単射である。実際、系 2.10はdimN(M(v))= 0を示している。
このとき次の結果が成り立つ。

命題 2.11.VEび(UK(O))ならば、

M(v)(Wv(UK(O))) = wi(UK(O)) = Wv(Tc(O; v)) 

かつ

dimw皐伝(0))= dim児 (Tc(O;v)). 

とくに， v=lEび(UK(O))ならば、

M(l)(W1(UK(O))) = W『(UK(O))= W1(T(O)) 

かつ

dim W1(UK(O)) = dim W1(T(O)). 
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証明 W~(UK(O)) =児（Tc(O;v))であることは系2.9より明らか。 dimN(M(v))
=0であるから線形代数学の次元定理より dimwッ(UK(O))= dim W~ (UK(O)) を
得る。残りは（7)から出てくる。 ロ

4) 最後に C-map定理を述べる。これは方程式（L)と方程式 (LF)の特性乗
数との関係を示している。二つの行列AとBが可換であれば、その積と差は

a(AB) = {a(3 |a E a(A),(3 Eび(B),Wa(A) n Wf!(B) =J {O}} 

及び

a(A-B) = {a -(3 |a E a(A), (3 E a(B), Wa(A) n Wf!(B) =J {O}} 

となる ([5,Lemma A.l]と[3,Lemma 2.11]を参照）。 C-map定理を導入するた
め、次の同値命題を述べる。

補題 2.12. [5, Lemma A.2]と [3]二つの行列 AとBが可換であるとする。
a E a(A)と(3E a(B),ならば、次の命題は同値である。
(1) 0:(3 E a(AB), 
(2) a -(3 E a(A -B), 

(3) Wa(A) n Wf!(B) =J {O}. 
(4) Ga(A) n GfJ(B) =J {O}. 

可換行列 AとBに対して

a[AB] = {(a,(3) Eび(A)x a(B) I 0:(3 Eび(AB)}

と置く。

まず C-mapを定める。方程式 (LF)より (6)で定められた K(v)を考慮して
C-mapを以下のように定める：

g(k, z) =肛＿＿K＼z):C＼屈→C¥ {O}, and Cw,k(z) = zg(k, z), 

ここでwE Z3で 0< lkl < 1である。
C-map定理は以下で与えられる。

補題 2.13.(C-map定理） ［8,定理2]v E a(UK(O))であることとμ= Cw,k(v) 
満たす (k,μ) E a[KT(O)]が存在することは同値である。

C-map μ = Cw,k(z)は次のように表現される：

凡，k(z;μ)= (z -k)w -μ(l -k)wzw-l = 0. (8) 

この方程式の右辺はw次多項式であるからすべての Kとμに対して解を持つ。
次の結果は [7,Corollary 2.6]の中のを拡張している。

命題 2.14. [8,命題4.3]任意の (k,μ) E CY[KT(O)]に対してμ= Cw,k(v)のすべ
ての解はCY(UK(O))に属する。

先に (k,μ) E CY[KT(O)]を与える。このとき zに関する方程式μ= Cw,k(z)の
すべての解の集合を CY(k,μ)(U K(O))と表す。
次の結果は補題2.13と命題2.14から出てくる。
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定理 2.次の命謳が成り立つ：a-(k,μ)(UK(O))ヂ0及び

a-(UK(O)) = {v I μ = Cw,k(v) for all (k, μ) E a-[KT(O)]} 

U 叩，μ)(UK(O)).
(k,μ)Ea[KT(O)] 

証明命題2.14よりa-(k,μ)(UK(O))ヂ0が成り立つ。 VEび(UK(O))とする。こ
のとき補題2.13からμ = Cw,k(v)を満たす (k,μ) E a-[KT(O)]が存在する。した
がって、 vE a-(k,μ)(UK(O))。逆は、明らかである。 ロ

3 インデックス柘(UK(O))の特徴づけ

系 2.7より方程式 (L)が特性乗数 1をもつならば、方程式 (LF)もそうである。

この節では加(UK(O))= 1，すなわち、 G1(UK(O))= W1(UK(O))を満たす条件を
見出す。これは方程式(LF)の周期解の安定性を研究する上で非常に重要である。
これは文献 [5]の清想から出てくる。

3.1 補題

初めに、柘(UK(O))= 1を示す上で重要となる補題を与える。

補題 3.1.v E a-(UK(O))、¢ E N((UK(O) -vI戸）及び心＝ （UK(O) -uI)¢ とす
る。このとき

(Tc(O; v) -vE)心(0)= 0 (9) 

及び

(vE + (w -l)K)心(0)= (vE -K) (Tc(O; v) -vE) ¢(0). (10) 

証明伽＝ UK(n,0)¢ とZn=UK(n,O)心は方程式 (LF)の解とする。補題2.2
より vヂ0である。心 EWv(UK(O))であるから補題2.8より

z(n) = Tc(n, O; v)z(O), (11) 

及びz(O)＝心（O）E Wッ(Tc(O;v))、すなわち、 (9)が成り立つ。再度補園2.8と
補題2.1を用いて

他方、

であるから

z(n+w) = vz(n), n E Z竺w+1・

Zn= UK(n,O)ゆ＝ UK(n,O)UK(w, 0)¢ -vUK(n, 0)¢ 

=UK(n+w,0)の一vUK(n,0)¢ 
= Yn+w -VYn, n E Z含

z(n) = y(n + w) -vy(n), n E Z竺W+1・

(12)と(13)を合わせてそして補題2.2を用いて

y(n -w) = v―1y(n) -V―1z(n -w) = v―1y(n) -V―2 z(n). 

(12) 

(13) 
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その結果、

y(n-w+l)=v―1y(n + 1) -V―2z(n + 1). 

これを方程式(LF)に代入すれば、以下の関係式：

(vE -K)y(n + 1) = v(E -K)A(n)y(n) -v―1 Kz(n + 1), 

すなわち、

y(n + 1) = K(v)―1 A(n)y(n) -v―1K(vE-K)―1z(n + 1), n E Z0 

を得る。さらに (11)より z(i+ 1) = Tc(i + 1, O; v)z(O)を得る。よって

Tc(n, i + l; v)z(i + 1) = Tc(n, i + l; v)Tc(i + 1, O; v)z(O) 

= Tc(n, O; v)z(O) = z(n). 

定数変化法の公式を用いて

y(n) = Tc(n, O; v)y(O) 
n-l 

-V―1K(vE-K)―1どた（n,i+l;v)z(i+l),nE勾
i=O 

n-l 

= Tc(n, O; v)y(O) -v―1K(vE-K)―1 Lz(n) 
i=O 

= Tc(n, O; v)y(O) -nv―1K(vE-K)―1z(n) 

を得る。直接

y(n + w) = Tc(n + w, O; v)cp(O) -(n + w)v―1K(vE-K)―1z(n+w) 

= Tc(n, O; v)Tc(O; v)cp(O) -(n + w)K(vE -K)―1z(n), n E Z竺w+1

が得られる。したがって、

z(n) = y(n + w) -vy(n) 

= Tc(n, O; v)Tc(O; v)cp(O) -vTc(n, O; v)の(0)
+nK(vE-K)―1z(n) -(n + w)K(vE -K)―1z(n) 

= Tc(n, O; v) (Tc(O; v) -vE) cp(O) -wK(vE -K)―1z(n). 

結局、

(E+wK(vE-K)―1) z(n) = Tc(n, O; v) (Tc(O; v) -vE) ¢(0) 

を得る。 n=Oならば、上の関係式は

(E+wK(vE-K)―1)ゆ（0)= (Tc(O; v) -vE)の(0)

となる。この関係式にvE-Kを掛けて (10)を得る。
次の結果は補題3.1の直接的な帰結である。

口
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系 3.2.1 E a-(UK(O)), q; E N((UK(O) -1)2)及び心＝ （UK(O)-I)q;とする。 こ
のとき

(T(O) -E)心(0)= 0, 

(T(O) -E)信(0)= 0, 

及び

(14) 

(15) 

(E + (w -l)K)心(0)= (E -K) (T(O) -E) ¢(0). (16) 

さらに，ゆ(0)E W＿ょ（K）ならば，（T(O)-E)の（0)= 0. 特に、 K= —2-i-E な
らば、 (T(O)-E) ¢(0) = 0. 

証明 (14)と(16)は（7)と補題3.1から容易に導かれる。 (16)の両辺にT(O)-E
をかけ掛けて (14)を用いれば(15)が得られる。特に、心(0)E W_--1..,. (K)なら＿こ

ば、 (16)の右側は (T(O)-E)¢(0) = 0となる。残りは明らかである。 ロ

3.2 柘（瓜(0))= 1であるための十分条件

柘(UK(O))= 1であるための十分条件を与える。

命題 3.3.1 E a(T(O))とし

聞 (T(O))n W_土 (K)= {O} 

を仮定する。柘(T(O))= 1ならば、柘(UK(O))= 1である。

(17) 

証明系2.7より 1E a(T(O))と1E a(UK(O))は同値である。柘(UK(O))= 1 
を示すため

N((UK(O) -I)り＝N(UK(O)-I) 

を示せば十分である。¢ E N((UK(O) -I)りとしゅ＝ （UK(O) -I)¢ とおく。系
3.2を適用して

ゆ(0)E W1 (T(O)) (18) 

と(T(O)-E)信(0)= 0を得る。柘（T(O))= 1であるから (T(O)-E)¢(0) = 0 
を得る。よって (16)から (E+(w-l)K)心(0)= 0,言い換えれば、

い(0)E W＿ょ（K). (19) 

さらに (18)と(19)を合わせてゆ(0)E W1(T(O))nW_2:--r (K) = {O}より心(0)= 0 
を得る。系 2.10より心＝ 0、すなわち (UK(O)-I)</> = 0である。したがって
N((U瓜0)-I)り＝N(UK(O)-I)を得る。 ロ

系 3.4.1 E a(T(O))で―丑了茫び(K)を仮定する。このとき柘（T(O))= 1なら
ば、柘(UK(O))= 1である。

証明If—己T 豆 a(K) ならば、 W_2:--r (K) = {O}である。 (17)が成り立つの
で証明は命題3.3から導かれる。 ロ
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命題 3.5.1 E a(T(O))を仮定する。このとき

聞 (T(O))c W＿ょ（K)

であれば、柘(UK(O))= 1が成立する。

証明矛盾を導くため妬(UK(O))> 1が成り立つと仮定する。すなわち、<pE 
N((UK(O) -I)りかつ<p(j. N(UK(O) -I)を満たす<p# 0が存在すると仮定
する。 ゆ＝ （UK(O) -I)のと置けば、明らかに、ゆヂ 0が成り立つ。 Since 
心EW1(UK(O))であるから系2.10により心(0)ヂ0を得る。 さらに命題2.11に
より W『(UK(O))= W1(T(O))であるからゆ(0)E W1(T(O)) c W_→T(K)が成り
立つ。したがって、系 3.2から (T(O)-E)cp(O) = 0、すなわち、再度命題2.11
より ¢(0)E W1 (T(O))を得る。 再度命題2.11より<pE W1(UK(O))が生じる。
これは矛盾である。 ロ

命題 3.5において仮定聞(T(O))c W＿ょ（K）よりーW[1 E o(K)が導か
れる。

系 3.6.1 E a-(T(O))とし k= -W以Eを仮定する。このとき加(UK(O))= 1で
ある。．

証明ーサ了€び(K) であるから W_ 2:--r(K) = (Cd、すなわち、 W1(T(O))C (Cd 
を得る。したがって命題3.5から柘(UK(O))= 1が導かれる。 ロ
命題3.3と命題3.5を合わせてこの節の主結果を得る。

定理 3. 1 E a-(T(O))とする。このとき次の命題が成立する：
1)聞 (T(O))nW_ょ (K)= {O}を仮定する。 h1(T(O))= 1ならば、加(UK(O))
=1である。

2)聞（T(O))c W_ょ (K)ならば、加（瓜（0))= 1である。

K=kEの場合は次の結果が成り立つ。

系 3.7.1 E a(T(O))かつ K=kEとする。
1) k =J—丑で柘(T(O)) = 1ならば、柘(UK(O))= 1が成り立つ。
2) k =—士ならば、柘(UK(O)) = 1が成り立つ。

証明証明は定理 3から、または系3.4と系3.6から出てくる。 ロ

4 安定領域

この節では 3節の結果を用いて方程式 (LF)の周期解の安定領域を決める。それ
は本論文の主結果である。

1-ke―i0¥ w 
恥 (0):= Cw,k(e町＝（1 -K) 三—1r<B::;1r, i= □

とおく。/3(k,0)を

k sin0.... 1r 
tan(3(k, 0) = ~, I(3(k,0)l<i 

1 -KcosO'2  
(20) 

と定める。 このとき (20)より以下を得る。
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(1) 0 < k < 1であることと任意の 0E (0,1r) に対して 0 く(3(k,0)<~ であ
ることは同値である。

(2) -1 < k < 0であることと任意の 0E (0,1r) に対してー~ < (3(k, 0) < 0で
あることは同値である。

さらに Bw,k(0)の表現は

(1-2kcos0 +炉）号
Bw,k (0) = ~ ei匹(B),0 E (-1r,1r] 

(1 -k)W 
(21) 

で与えられる（［8,補題5.1]参照）。ここで

匹 (0)= w/3(k, 0) + 0, -1r < 0さ1r (22) 

これより恥(0)= 1, Bw,kけ）＝―(号）W及びBW,K(O)= BW,K(-0）． これ
より次の結果を得る：

1)六 <k< lならば、 峰(0)> 0かつ外（1r)< O; 
2) -1 < k <—士ならば、外(0) < 0かつ外（1r)> 0 
([7, Corollary 4.3]を参照）．

[8]に従って正の数1E (0, 1r]を次のように定める：

元 (0 < lklさ土），

1 :=1(W,K) = { min{O E(0,7r) 1臼 (O)= 7r｝，（土く k< 1), 

max{0 E (0,1r) I匹(0)= 0}, (-1 < k <—丑）．

このとき ~B」c り） ＝0. 

上記の正の数1E (0, 1r]は次の補題によって保障される。

補題 4.1.k Eび(K)とする。 このとき次の命題が成り立つ：
w 

1)0 < lkl ::; ~であれば、,=Jrで匹（,) = 1r;況Bw,kけ）＝―（ド：） ＜〇．
2)丑く k< lならば、'Pkり） ＝7rかつすべての0E (0，,)に対して四(0)< 7r 

を満たす1E (0, 1r）が存在する；溌Bw,k(,)< -1. 
3)-1 < k <—士ならば、匹(,) = 0かつすべての 0E(名7r)に対して
匹(0)< 7rを満たす1E (0,1r)が存在する；〇＜扮Bw,k(,)< l. 

証明 1)0 < lkl::;己了ならば、 [7,Theorem 4.4]より主張は正しい

2)よ＜ kく 1ならば、 0< f3(k,0) < ~が成り立ち、さらに，すべての
0E(0,1r）に対して匹(0)= wf3(k, 0) + 0 > 0が成り立つ。叫（1r)< 0であるから
匹(o)> 7rとなる OE(0,1r)が存在する。さらに匹（0)= 0であるから中間値の
定理は匹(rJ)= 7rとなるrJE (0,8)が存在する。 1= min{rJ E (0,1r) I匹(rJ)=1r}
とする。このときすべての 0E(0,1)に対して 0く匹(0)< 7rが成り立つ。に不
等式況Bw,kり） ＜ー1も容易に得られる。

3)-1 < kくー三ならば、一ぎ<f3(k,0) < 0が成り立つ。 峰(0)< 0かつ
匹（1r)= 7rであるから，中間値の定理のより'Pk(rJ)= 0を満たすrJE (0, 1r)が存
在する。 1= max{rJ E (0,1r) I匹（rJ)= 0}とする。このときすべての 0E（,,1r) 
に対して 0く匹(0)< 7rが成り立つ。実際、匹(no)：：：：： T となる'r/OE (,, 1r)が
存在すると仮定する。 wf3(k,rJo)＋り0 ：：：：： Tであるから 1r< wf3(k, rJo) + 1rであ
る。したがって 0< /3(k, rJo) < 0である。これは矛盾である。さらさらに不等式
0<叩Bw,k(r)< 1も容易に得られる。 ロ



125

I(7) = {塁:],9アナ:,
［'Y, 7r］,ァヂ 7r,

とする。

(0 < lk|＜丑），

(2-i < k < l), 
(-l<k<-:;以）．

(23) 

上記の結果は区間I（勺）の存在を保証する。明らかに、 Bw,kり） €賊である。直
線尺と曲線Bw,k(0)のI（ア）への制限によって閉曲線による領域を B3,k(O)によっ
て表す。さらに、領域Bふ（0)と直線脱によるその対称領域の和集合を D以(0)
([8, p.21]中の図 1を参照）で表す。その上領域D3,k(O)の境界を 8Dよ(0)その内
部及び外部をそれぞれintD3,k(O)及び extD3,k(O)で表す。方程式 (L）のw-周期

解の存在は 1Eび(T(O))と同値である。しかしながら、 1Eび(T(O))は8Dよ(0)
かまたは extDふ (0)である。．

次の補題は補題4.1とDら(0)の定義より明らかである。．

補題 4.2.1 E c,(T(O))でkEび(K)とする。このとき次の命題が成り立つ：

1) —士 ::;k<l ならば、 1 E 8D3,k(O). 
2) -1 <K < -W＼ならば、 1E ext D3,k (0). 

DFCよる方程式 (L)の不安定なゼロ解の安定化に関する判定基準を与える。
次の結果は本研究において重要な役割を果たす。

補題 4.3. [8,定理 6](k, μ) E c,[KT(O)]とする。このとき次の命題g成立する：

1)μ E int D以(0)ならば、 lvl< 1 for all v E勾(k,μ)(UK(O)).
2)μ E ext D3,k(O)ならば、 lvl:2: 1 for all v Eび(k,μ)(UK(O)).

次に補題4.3において IV|> 1となるための十分条件を与える。

命題 4.4.(k, μ) E c,[KT(O)]とする。 μEextD以(0)で方程式μ= Bw,k(0)が
解をもたないならば、すべての VEび(k,μ)(UK(O))に対して IV|> 1が成り立つ。

証明μ E ext D3,k(O)であるから補題 4.3によりすべての VE c,(k,μ) (UK (0)) 

に対して IV|21が成り立つ。今 lvol= 1,すなわち、 Vo= ei0。を満たす VoE 
叩，μ)（瓜（0))が存在したと仮定する。このとき命題 2.14によりμ= Cw,k(vo) = 
凡，K伯o)が成り立つ。これは命題の仮定と矛盾する。したがって、すべての VE
叩，μ)（取（0))に対して IV|> 1が成り立つ。 ロ

特別な場合として 0< lkl ::;“以の場合を考える。

系 4.5.(k, μ) E c,[KT(O)]で0< lkl::; 2了とする。μ E ext D3,k(O)となる
μ E c,(T(O))が存在するならば、すべての vE c,(k,μ)(Uk(O))に対して IV|> 1が
成り立つ。

証明 0< lkl ::; w以であるから補題4.1と性質 Bw,k(0)= Bw,k(-0)により
{Bw,k(0) I 0 E（一冗T]}= 8Dら(0)が成立する。これはμ E ext D3,k(O)なら
ば、方程式μ= Cw,k(v)は解をもたないことを意味する。したがって、命題4.4
から系の結果が出る。 ロ

定義 4.6.方程式 (L)(resp. (LF))のゼロ解が安定であるとは任意に与えられた

e > 0とn。:2'.0に対して或る 8= 8(c,no)が存在し、 llwll< J (l<plcw-1 < 8, 
resp.)ならば、すべての n:2'. n。に対して llx(n;no,w)II< c (IYn(no,<p)lcw-i < c, 
resp.)が成り立つことを意味する。そうでなければ、ゼロ解は不安定であると
いっ。
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y°(n）がw-周期解だとするならば、方程式 (LF)の解y(n)に対して変数変換
z(n) = y(n) -y0(n)を行えばz(n)は方程式 (LF)の解である。
方程式(LF)において

y(n -(w -1)) = z(l; n), y(n -(w -2)) = z(2; n),..., y(n) = z(w; n) 

と変換し z(n)= t(tz(l; n), tz(2; n),..., tz(w; n))とおけば、次の系

z(n + 1) = BK(n)z(n), n E Z芹，

が得られる。ここで

(0 E 

゜ ゜ ゜
＼ 

゜゚
E 

゜ ゜BK(n) = 

゜゚ ゜ ゜ ゜E ¥ K 

゜゚ ゜
(E -K)A(n)) 

(BE) 

方程式(BE)の解作用素をTB(n,m)(n,m E Z<f)と表しTB(n):= TB(n + w, n) 
とすれば咋(0)は周期作用素である。 このとき a(UK(O))= a(TB(O)) ([8，補題
1.5]参照）で、さらに加(UK(O))= 1と加(TB(O))= 1は同値である。したがっ
て方程式(LF)に対して定理 1に対応する結果を得る。

命題 4.7.a(UK(O)) = as(UK(O)) U {1}を仮定する。
1)柘(UK(O))= 1ならば、方程式 (LF)のw-周期解は安定である。
2)妬（UK(O))> 1ならば、方程式 (LF)の不安定なw凋期解が存在する。

以上より本研究の主定理を述べる。証明は定理 3と命題4.7に碁づかれる。

定理 4.1 E a(T(O))とする。条件a(T(O))¥ {1} C int nkErr(K)D2,k(O)を仮定す
る。次の条件の一つが満たされるならば、方程式(LF）の w-周期解は安定である：
1)妬（T(O))= 1及び聞(T(O))n W_六 (K)= {O}. 

2)聞（T(O))c W_ょ(K).

証明a-(T(O))¥ {l} C int nkEa(K)巧，k(O)であるから補題4.3によりすべ
ての vE (J"(k,μ,)(UK(O)),μ-/-1に対して Iv|< 1が成り立つ。さらに系 2.7より
1 Eび(T(O))と1E a-(UK(O))は同値である。定理 3を用いて伍(UK(O))= 1で
ある。命題4.7により証明が完了する。 ロ

K=kEの場合は系3.7より次の結果が得られる。

系 4.8.K=  kEで1E a-(T(O))とする。条件a-(T(O))¥ {1} C int D2,k(O)を仮
定する。次の条件の一つが満たされるならば、方程式 (LF）の w-周期解は安定で
ある：

l) k ヂ—丑かつ柘(T(O)) = 1. 
2) k= —丑·
このとき方程式(LF）のw-周期解は安定である。

5 付録I:定理 1及び命題 4.7の証明

方程式 (L)のw-周期解を考える。Qμ(T(O)):(Cd→Gμ(T(O))は直和分解

cd= 〶 Gµ(T(O))
μErr(T(O)) 
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による射影を表すとする。このとき

E= どQμ(T(O)) (24) 
μErr(T(O)) 

が成り立つ。μ E a(T(O))に対してQμ(n)= Qμ(P(n))とおけば、 Qμ(n+w) = 
Qμ(n)かつQμ(n)T(n,m) = T(n, m)Qμ(m)が成り立つ。さらに次の事実も成り
立つ。

1) a(T(n)) = a(T(O)). 
2)加（T(O))＝加(T(n)),T(n, O)Gμ(T(O)) = Gμ(T(n))及び dimGμ(T(n))= 
dimGμ(T(O)) ([9,第3章］参照）。
正の整数nをn= k(n)w + r(n), 0::::; r(n) < wと表せば、次の関係式

T(n, no)= T(r(n), O)T(o/(n)T(O, no) 

成り立つ。これと x(n;no,w)= T(n,no)wより

Qμ(n)x(n; n0, w) = Qμ(n)T(n, n0)w 

= T(r(n), O)T(o/<n)T(O, no)Q企o)w

= T(r(n), O)T(O)k(n)Qμ(O)T(O, no)w. (25) 

スペクトル分解定理より次の結果を得る。

補題 5.1. [9,第3章］ μEび（T(O))とする。このとき

加(T(0))-1

T(o)m如 0）＝こ（］）μm-J(T(O)-μE叫 (0). (26) 

ここでmは正の整数で（り）は 2項係数である。

定理 1の証明

1)方程式 (L)のw-周期解 x*(n濯o,wo)に対して x(n;n0,w)= y(n;n0，町）一
x*(n; no, wo), w = w1 -woとおく。 n= k(n)w + r(n)であるから (24)と(25)
より

x(n; n0, w) = L Qμ(n)x(n; n0, w) 
μEa(T(O)) 

L T(r(n), O)T(ot<n閲 (O)T(O,no)w 
μEa(T(O)) 

を得る。さらにM(no)= IIT(O,no)II max疋｛0,1,・・・,w-1}IIT(i, 0)11とおけば、

IIQμ(n)x(n; no, w)II：：：：： M(no)IIT(o/(n)Qμ(O)ll llwll (27) 

となる。 加＝加（T(O)),μ E u(T(O))とおき補題5.1を用いれば、

加ー1

T(ol(n閲（0)=こ（kjn))μk(n)→(T(O)-μE)叩 0)
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となる。ゆえに

h -1 

||T(O)k(n閲（0)11<: (文 (K(]))J|μ|K(n)-J）。：：：：闘茫ー'll(T(O)-μE}'IIIIQ,,(O)II 
j=O 

(28) 
を得る。ここで m> k > 0のとき (m)k:= m(m -1) ・ • • (m -k + 1)。さらに
C(μ) =加max゚：：：：j:,;加ー1II (T(O) -μE)哺とおく。
まずμ E as(T(O))場合は、 (27)と(28)から n→CX)のとき

IIQμ(n)x(n; no, w)II < M(no)lμlk(n)-h,,』(k(n))加ー1C(μ)llwll→0 (29) 

を得る。

次に、μ = 1 E a(T(O)),h1 = 1場合を考える。このとき (25)は

Q1(n)x(n; n0, w) = T(r(n), O)T(o/Cn)Q1(0)T(O, n0)w 

となる。 G1(T(O))= W1(T(O))であるから

T(O)k（叫（O)＝（Kり）凸(T(O)-E)0Q1 (0) = Q1 (0) 
である。よって

Q1(n)x(n; no, w) = T(r(n), O)Q1(0)P(O, no)w. 

その結果、

IIQ1(n)x(n; no, w)II ::::;恥（no)||初||

を得る。任意のc:>0と加：：：：： Oに対して 6= Mtno）と取る。このとき llwll< o 
ならば、

IIQ1(n)x(n; no, w)II ::::; M1(no)||初||::::;M(no)8 
e 

< M(n0)~ = E. (30) 
M(no) 

したがって (29)と(30)を合わせれば、方程式 (L)のw-周期解x*(n:n。,Wo)は
安定である。

2) h1(T(O)) > 1の場合。 G1(T(O))ナ聞(T(O))であるから

Q1(n)x(n; no, w) 

= T(r(n),0)区（k（Jn))μk(n)→（T(O)-E)]]如 0)T(0,no)W
したがって、或る d,1 < dさ柘に対して

Q1 (O)T(O, no)w E N((T(O) -E)d), Q1 (O)T(O, no)w歪N'((T(O)-E)d-l) 

を満たすwが存在する。その結果、

賢）x(n;no, w) 
d-1 

= T(r(n), 0)ど（り））（T(O)-E)心（O)T(O,no)w 

= T(r(n), 0) (:り）（T(O)-E)d閲 (O)T(O,n0)w + o ((:~D), (n→oo) 
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が得られる。ここでoはスモールオーである。 これより証明が完了する。 ロ
w 

写像Sw-1:Cw-1→(Cwd := (Cd XビX・・ ・ Xビを

cp E Cw-1→『cp(-w+ 1), tcp(-w + 2),..., tcp(-1), tcp(O)) E (C呵

によって定める。このとき Sw-1は全単射である。 Yn(m,cp) = UK(n, m)cpである
から Sw-1UK(n, m)cp = TB(n, m)Sw-l'P・したがって

Sw-1UK(n,m) = TB(n,m)Sw-1 (n :2'. m,m,n E Z芹），Sw-lUK(O)= TB(O)Sw-1・
(31) 

瓜 (0)とル（0)は相似であるから次の関係が成り立つ。

UK(O)r_p = V<p⇔ Sw-lUK(O)r_p = vSw-1(()⇔ TB(O)Sw-1(() = vSw-1((), (32) 

補題 5.2. [8,補題1.5]a(UK(O))= a(TB(O)). 

補題 5.3.v E a(UK(O))とする。このとき加(UK(O))= 1とhv(TB(O))= 1は
同値である。

証明加(UK(O))= 1とする。このとき任意の¢ E G1(UK(O))に対して
UK(O)</>＝叫が成り立つ。瓜（0)と咋(0)は（31)により相似であるから

Sw-1Gv(UK(O)) = Gv(TB(O)) 

が成り立つ。 (32)より TB(O)Sw-l<P= vSw-l<P及びBw-l<PE Gv(TB(O))である。
したがって、加(TB(O))= 1を得る。逆の証明も明らかである。 ロ

命題 4.7の証明

補題 5.2と補題 5.3より a(UK(O))= a(TB(O))および伍(UK(O))= 1と
伍(TB(O))= 1の同値性が出てくる。方程式 (BE)に対して定理 1成立する。よっ
て方程式 (LF)に対しても成り立つ。 x；は方程式 (LF)のw-周期解としy(n)= 
x(n) -x*(n)とおく。ここで Xnは方程式 (LF)の解である。このとき Ynもやは

り方程式(LF)の解である。方程式(LF)のゼロ解の安定性は方程式 (LF）のw-周
期解の安定性を意味する。 ロ

6 付録II

(K)の中の条件 (K-3）：a-(UK(O))n a-(K) = 0を次の条件で置き換える：

(K-4) すべての kE a-(UK(O)) na-(K)-=/-0に対して加（K)：：：：： wが成立する。
K = kE, 0 < lkl < 1, k E賊と条件（A)を仮定する。このとき条件 (K-3)が
満たされる（［8,補題1.3]参照）．しかし残念ながら K -=f.kEならば、一般に条
件 (K-3)は満たされない。このとき条件 (K-4)の下で次の命題が成り立つ。これ

は [7,Proposition 2.2]の一般化である。

定理 5.次の命題は同値である：

1) v E a-(UK(O)). 

2) (4)、すなわち、y(n+ w) = vy(n), n E Z竺w+1を満たす方程式 (LF)の非
自明解y(n),nE Z竺臼」が存在する。
3) vK(v)wz(O) = T(O)z(O), z(O) (/. Gv(K)を満たす方程式 (RE)の非自明解
z(n),n E窃°が存在する。
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証明 1)←⇒2):補題2.4より明らかである。
2)⇒ 3): 2)で与えられたy(n),nE Zを方程式 (LF)に代入すれば方程式
(RE)を得る。このとき方程式(RE)から (vE-K)y(l) = v(E -K)A(O)y(O)と
(vE -K)y(2) = v(E -K)A(l)y(l)が成り立つ。両辺に vE-Kを掛ければ

(vE -K)2y(2) = v(vE -K)(E -K)A(l)y(l) 

= v2(E -K)2 A(l)A(O)y(O) 

となる。帰納的に (vE-K)wy(w) =炉（E-K）兄4(w-1) ---A(l)A(O)y(O)を
1尋る。さらにy(w)= vy(O)と（1)から

v(vE -K)wy(O)＝炉（E-K)WT(O)y(O) (33) 

または同じく vK(v)wy(O)= T(O))y(O)を得る。y(O)(j. Gv(K)を示すためy(O)E 
Gv(K), y(O) # 0と仮定する。このとき vE a(UK(O)) n a(K)であるから (K-
4)は (vE-K)wy(O) = 0を示している。その結果 vK(v)wy(O)= 0である。
よって T(O)y(O)= 0、すなわち、y(O)= 0を得る。これは矛盾である。よって
y(O) (j. Gッ（K)である。したがって 3)は2)から導かれる。
3)⇒ 2): z(n)は初期条件z(O)= 1/を満たす非自明な方程式 (RE)の解とす
る。ここで1/E Cdしま vK(v)w1J= T(0)1J, 1J (/. Gッ（K)を満たす。上記の議論を繰
り返せば方程式 (RE)の解z(n)は

(vE-K)応（n)＝炉(E-Kt A(n -l)A(n -2) ・ ・ ・ A(l)A(0)7J (34) 

をみたす。 n# 0であるから z(n)(j.Gッ(K)である。実際、 z(n)E Gv(K)、すな
わち、 (vE-K)wz(n) = 0とすれば、条件 (A),(K)と(34)から n=0が成り立
つ。これは矛盾である。

(33)及び(34)を用いて

(v E -Kt+w z (n + W) 
= vn+w(E -Kt+w 
x A(n + w -l)A(n + w -2) ・ ・ ・ A(w)A(w -1) ・ ・ ・ A(l)A(0)7J 

= vn+w(E -Kt+w A(n + w -l)A(n + w -2) ・・ •A(w)T(0) 1J

＝炉(E-K)巧1(n+w-l)A(n+w-2) ・・ •A(w)vw(E -K)wT(0)1J 

＝炉(E-Kt A(n -l)A(n -2) ・・ •A(w)v(vE-K)苅

=v(vE-K)叫炉(E-K)巧1(n-l)A(n -2) ・・ •A(0)1J]

= v(vE -K)w[(vE -Ktz(n)] 
= v(vE -Kt+wz(n). 

したがって (vE-Kt+w[z(n + w) -vz(n)] = 0. (K-4)により加(K)~ wであ
るから (vE-K)w[z(n + w) -vz(n)] = 0. y(n) = (vE -K)wz(n)と置けば、方
程式 (vE-K)wz(n + w) = v(E -K)wz(n)より

y(n+w) = vy(n),n E Z含

を得る。さらに z(n)(j.Gv(K)であるからy(n)-I0を確認することは容易であ
る。 z(n)は方程式 (RE)の非自明解であるからy(n)もやはり非自明解である。
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実際、

(vE -K)y(n + 1) = (vE -K)(vE -K)wz(n + 1) 
= (vE -K)w[(vE -K)z(n + 1)] 
= (vE -K)w[v(E -K)A(n)z(n)] 

= v(E -K)A(n)[(vE -K)wz(n)] 

= v(E -K)A(n)y(n) 

であるからy(n)は方程式 (RE)の解である。したがって、 Yn,nE Z0は方程式
(LF)の（4)の形の非自明解である。 ロ
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