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まえがき

テンソルネットワークは, 高次元の配列データを低次元の配列データの積と和で

表現することで, 効率よく元の高次元データを圧縮する手法です。本書では特に, テ

ンソルネットワークを化学で注目を集める量子多体系に応用する手法について, 基

礎的な事項から著者が開発した手法 [1–4] まで述べます。

一般に計算化学や量子化学というと, 密度汎関数理論をはじめとする電子状態の

エネルギー計算を思い浮かべる人が多いかもしれません。本書のタイトルでもある

ように, 対象とする「量子多体化学」とは電子状態計算より広い対象を指し, 時間依

存, 非依存を問わず「量子多体系」の中でも特に化学に関わる系, 例えば, 電子励起

子 (エキシトン) , 分子振動子 (フォノン), 開放量子系, 電子スピンを含む系全般を対

象とします。

まず, 一章では化学における量子多体問題の概要を説明したあと, その問題を数値

的に厳密に解く手法や観測量について解説します。二章ではテンソルネットワーク

を導入し, 指数関数的に計算量が増大する量子多体系の厳密解法を効率的に計算す

る手法を解説します。三章では量子多体化学への応用として, いくつかの計算結果を

示しながら考察していきます。

昨今 (2020 年-2025 年) , 大規模言語模型の世紀的な発展があり, 人工知能による

翻訳や文書執筆から, さらに材料化学分野においても, ニューラルネットワークを用

いた機械学習ポテンシャルをはじめとする様々な新規手法が盛んに研究されるよう

になり, プログラム実装の効率化や GPU をはじめとする計算資源の利用も進み, 計

算化学の研究環境は大きく変化しました。
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ライブラリの機能 URL

テンソルネットワークの時間発展

動力学結果の分析

ポテンシャル面の並列計算構築

グリッドベース演算子の構築

https://github.com/QCLovers/PyTDSCF

行列積演算子の解析的自動構築 https://github.com/KenHino/PyMPO

行列積演算子の機械学習構築 https://github.com/KenHino/Pompon

離散変数表示基底 https://github.com/KenHino/Discvar

分子振動の局在化

3D モデリングソフトによる振動可視化

https://github.com/KenHino/PyVibLocalizer
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1.

化学と量子多体系

1.1. 化学に現れる量子準位

図 1-1 各量子準位におけるエネルギー・時間スケールの概略図

我々の興味を集める化学には様々な量子準位が潜んでおり, それらの量子準位が

互いに複雑に相互作用し絡み合いながら, 現象を決定づけています。図 1-1に化学系

における代表的な量子準位を示しました。まず化学者の最も強い興味を集めるのは

電子準位でしょう。この領域は可視光領域を含み, 有機 EL デバイスなど産業的にも
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様々応用されます。電子状態計算 (electronic structure calculation) はハートリー・

フォック (Hartree–Fock) 法や密度汎関数理論 (density functional theory; DFT) 

をはじめとする平均場近似 (mean-field approximation) から, より高精度な, 結合

クラスター (coupled-cluster; CC) 法や配置間相互作用 (configuration interaction; 

CI) 法, そしてそれらの摂動補正まで様々な手法が確立されています。原子核運動と

電子運動が分離可能であるとしたボルン・オッペンハイマー (Born–Oppenheimer) 

近似のもとで電子準位をより詳細にみると, 分子を構成する 𝑁  個の原子核の 3 次元

座標に依存して, 3𝑁  次元のポテンシャルエネルギー曲面 (potential energy surface; 

PES) が構築されます。この多次元曲面に駆動されることで原子核は運動するため, 

この多次元曲面を完全に理解できれば安定な化学構造を予言できます。特に, 安定な

平衡構造近辺では原子核は量子力学的な波として振動しており, この振動が電子状

態間の正確な遷移確率や緩和定数, そして温度依存性などを決定づけています。例え

ば, 光合成系では太陽光を吸収した光捕集複合体はその励起子を転送していきます

が, その転送に際し, たんぱく質内の複雑な分子振動が熱浴として振る舞いその励起

子を緩和させていきます。ポテンシャル面は分子全体の回転に対して不変であるに

も拘わらず, 運動エネルギー項に由来して分子の回転運動もまた振動運動と同様に

量子準位を構成しています。例えば, 正確な振動・回転計算は定性的に解釈不能な分

子固有の「指紋」の由来を同定し, 分光実験に解釈を与えます。電子励起状態である

多重項状態において, 相対論の範疇では電子のスピン角運動量が軌道角運動量と相

互作用しています。あるいは電子スピン同士の磁気双極子相互作用や外部磁場と

のゼーマン相互作用によっても多重項準位の縮退が解け, 新たな量子準位を構成す

ることがあります。例えば, 渡り鳥は眼球で光吸収したたんぱく質内の電子スピンと

核スピンと地磁気の多体相互作用による異方性を利用して方角を認識していると

いう仮説もあります。このように, 化学系は多様で興味深い量子準位に満ち溢れてお

り, その振る舞いをコンピュータ一つで解明したり, 実験的事実に解釈を与えうるの

が量子多体化学の面白みです。

1.2. 多体波動関数の基底展開

量子多体系 (quantum many-body system) を素直にコンピュータで扱うには, 一

般に波動関数を次式のように基底展開することで有限次元の問題に帰着させます。



1.2. 多体波動関数の基底展開  11

|Ψ⟩ = ∑
𝝈

𝐶𝝈|𝝈⟩

= ∑
𝑑1

𝜎1=1
∑
𝑑2

𝜎2=1
⋯ ∑

𝑑𝑁

𝜎𝑁=1
𝐶𝜎1𝜎2⋯𝜎𝑁

|𝜎1⟩ ⊗ |𝜎2⟩ ⊗ ⋯ ⊗ |𝜎𝑁⟩
(1.1)

ここで, それぞれの基底の重み係数 𝐶𝝈 ∈ ℂ𝑑1×𝑑2×⋯×𝑑𝑁  の要素数, すなわち系のヒル

ベルト (Hilbert) 空間の大きさは 𝒪︀(𝑑𝑁) で系の自由度 𝑁  に対して指数関数的に増

大するという「次元の呪い (curse of dimensionality)」に直面します。この重み

係数は一般には一次元配列として扱われ, 波動関数もベクトルとして扱います。例え

ば, 𝑁 = 3, 𝑑 = 2 の場合, 波動関数は三つの二準位系を表し, 以下のような長さ 23 =
8 の列ベクトルで表現します。または, 各次元の長さが 2 の 3 次元配列として表現す

ることもできます。

|Ψ⟩ = 𝐶111|111⟩ + 𝐶112|112⟩ + 𝐶121|121⟩ + 𝐶122|122⟩

+𝐶211|211⟩ + 𝐶212|212⟩ + 𝐶221|221⟩ + 𝐶222|222⟩

= 𝐶111

[








1

0
0
0
0
0
0
0
]










+ 𝐶112

[








0

1
0
0
0
0
0
0
]










+ 𝐶121

[








0

0
1
0
0
0
0
0
]










+ 𝐶122

[








0

0
0
1
0
0
0
0
]










+𝐶211

[








0

0
0
0
1
0
0
0
]










+ 𝐶212

[








0

0
0
0
0
1
0
0
]










+ 𝐶221

[








0

0
0
0
0
0
1
0
]










+ 𝐶222

[








0

0
0
0
0
0
0
1
]










= [𝐶111 𝐶112 𝐶121 𝐶122 𝐶211 𝐶212 𝐶221 𝐶222]
⊤

=
[𝐶211

𝐶221

𝐶212
𝐶222

]
[𝐶111

𝐶121

𝐶112
𝐶122

]

(1.2)

一体の基底 |𝜎𝑖⟩ の選択はどの量子準位に注目するかに依存します。その代表例
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を表 1-1 に示しました。
†1

 一般に量子多体計算で扱う波動関数の代数は, 基底に依

存せず同じ形式で議論を進めることができます。なお, 電子状態計算をはじめとする

フェルミオン系では, 波動関数をハートリー積 (Hartree product) ではなく, 反対

称性を組み込むために行列式で展開する必要があり, 符号の取り扱いに注意が必要

ですが, 基本的な考え方は同じです。次節以降でそれぞれの基底についてより詳しく

見ていきます。

表 1-1 基底の例

系 準位 (離散化) 数 𝑑 基底の種類例

分子軌道法 4 |vac⟩, |↓⟩, |↑⟩, |↓↑⟩
電子準位基底 2-10 |電子状態 1⟩, |電子状態 2⟩, ⋯, |電子状態 𝑑⟩
調和振動子基底 8-16 |𝑣 = 0⟩, |𝑣 = 1⟩, ⋯, |𝑣 = 𝑑⟩
グリッド基底 10-200 |𝑥1⟩, |𝑥2⟩, ⋯, |𝑥𝑑⟩
電子スピン 2 |↓⟩, |↑⟩
2 電子スピン 4 |𝑆⟩, |𝑇+⟩, |𝑇0⟩, |𝑇−⟩
14N 原子核スピン 3 |𝑚𝐼 = 1⟩, |𝑚𝐼 = 0⟩, |𝑚𝐼 = −1⟩

1.3. 基底と対応する演算子

1.3.1. 原子基底から分子軌道基底へ

量子化学の究極の目標は, 以下に示す電子と原子核のハミルトニアンを解くこと

です。

𝐻̂ = 𝑇e + 𝑇n + 𝑉

𝑇e = − ∑
𝑛

𝑖=1

ℎ2

2𝑚𝑒
∇2

𝑖

𝑇n = − ∑
𝑁

𝐴=1

ℎ2

2𝑀𝐴
∇2

𝐴

𝑉 = − ∑
𝑛

𝑖=1
∑
𝑁

𝐴=1

𝑘c𝑍𝐴𝑒2

|𝒓𝑖 − 𝑹𝐴|
+ ∑

𝑖<𝑗

𝑘c𝑒2

|𝒓𝑖 − 𝒓𝑗|
+ ∑

𝐴<𝐵

𝑘c𝑍𝐴𝑍𝐵𝑒2

|𝑹𝐴 − 𝑹𝐵|

(1.3)

ここで, 𝑖, 𝑗 は電子の添字, 𝐴, 𝐵 は原子核の添字, 𝑛 は電子数, 𝑁  は原子核数, 𝑚𝑒 は

電子質量, 𝑀𝐴 は 𝐴 番目の原子核の質量, 𝑍𝐴𝑒 は 𝐴 番目の原子核の電荷, 𝒓𝑖, 𝑹𝐴 は

それぞれ 𝑖 番目の電子と 𝐴 番目の原子核の位置ベクトル, 𝑘c = 1
4𝜋𝜀0

 はクーロン定数

†1 物性物理学の凝縮系における第一原理計算で用いられる平面波基底も基底の一つとして挙げられるが, 本書では「量子多
体化学」に焦点を当てるため, 密度汎関数理論を含め, 詳しくは触れません。
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です。量子化学では, 1 = ℎ = 𝑒 = 𝑚𝑒 = 𝑘c とする原子単位系 (atomic unit; a.u.) を

用いると見通しが良くなります。
†2

𝑇e = −1
2

∑
𝑛

𝑖=1
∇2

𝑖

𝑇n = − ∑
𝑁

𝐴=1

1
2𝑀𝐴

∇2
𝐴

𝑉 = − ∑
𝑛

𝑖=1
∑
𝑁

𝐴=1

𝑍𝐴
|𝒓𝑖 − 𝑹𝐴|

+ ∑
𝑖<𝑗

1
|𝒓𝑖 − 𝒓𝑗|

+ ∑
𝐴<𝐵

𝑍𝐴𝑍𝐵
|𝑹𝐴 − 𝑹𝐵|

(1.4)

このハミルトニアンを電子と原子核についての波動関数 |Ψ({𝒓𝒊}, {𝑹𝐴}, 𝑡)⟩ で解く

ことができれば理想ですが, 厳密解が得られるのはせいぜい水素原子など非常に限

られた系であり, 数値的に解けるのも数原子数電子程度までです。そこで, ボルン・

オッペンハイマー近似を導入します。電子の質量に比べて原子核の質量は 1000 倍以

上と非常に大きいため, 原子核は電子に対して静止しているとみなせます。そこで波

動関数を次のように分離します。

|Ψ({𝒓𝒊}, {𝑹𝐴}, 𝑡)⟩ = |Ψe({𝒓𝒊}; {𝑹𝐴})⟩|Ψn({𝑹𝐴}, 𝑡)⟩ (1.5)

ここで, |Ψe({𝒓𝒊}; {𝑹𝐴})⟩ は原子核位置 {𝑹𝐴} が条件付きパラメータとして与えられ

たときの電子波動関数であり, |Ψn({𝑹𝐴}, 𝑡)⟩ は時間に依存する原子核運動の波動関

数です。後者については次節以降で詳しく述べます。まず, 前者の電子状態計算につ

いて考えます。

ボルン・オッペンハイマー近似のもとで, 電子についての解くべきハミルトニアン

は以下の通りです。
†3

𝐻̂e = 𝑇e + 𝑉e

𝑉e = − ∑
𝑛

𝑖=1
∑
𝑁

𝐴=1

𝑍𝐴
|𝒓𝑖 − 𝑹𝐴|

+ ∑
𝑖<𝑗

1
|𝒓𝑖 − 𝒓𝑗|

+ ∑
𝐴<𝐵

𝑍𝐴𝑍𝐵
|𝑹𝐴 − 𝑹𝐵|

(1.6)

分子軌道 (molecular orbital; MO) 法における一電子近似 (平均場近似) では, 基

底状態の 𝑛 電子波動関数を次のように近似します。
†4

†2 このとき長さ単位ボーア (Bohr) 半径 𝑎0 = ℎ2

𝑚𝑒𝑘c𝑒2  , エネルギー単位ハートリー (Hartree) 𝐸ℎ = ℎ2

𝑚𝑒𝑎2
0
, 時間単位 ℎ

𝐸ℎ
 を用

いる。

†3 原子核-原子核間のクーロン相互作用は定数項であり, 後述するポテンシャルエネルギー曲面との一貫性のため, 電子ハ
ミルトニアンに含めておきます。

†4 簡単のため, 𝑛 が偶数で閉殻 (closed shell) であるとします。
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Ψ0 = |𝜑1, 𝜑2, ⋯, 𝜑𝑛|

= |𝜓1𝛼1, 𝜓1𝛽1, ⋯𝜓𝑛
2
𝛼𝑛

2
, 𝜓𝑛

2
𝛽𝑛

2
|

𝜓𝑘({𝒓𝑖}; {𝑹𝐴}) = ∑
𝑚

𝜇=1
𝑐𝑘𝜇𝜒𝜇({𝒓𝑖}; {𝑹𝐴})

(1.7)

ここで, | | はスレーター (Slater) 行列式を表し, 𝜒𝜇(𝒓) は原子軌道 (atomic 

orbital; AO) 基底です。原子軌道基底は通常, STO-3Gや6-31Gなどのガウス型基底

関数 (Gaussian type orbital; GTO) で表されます。また, 𝛼, 𝛽 はそれぞれスピンアッ

プ, スピンダウンを表すスピン関数であり, 𝜑𝑘 はスピン軌道 (spin orbital) です。

Ψ0 Ψ1 Ψ2 Ψ3

𝐶0 +𝐶1 +𝐶2 +𝐶3 +⋯

𝜓𝑛
2 +2

𝜓𝑛
2 +1

𝜓𝑛
2

𝜓𝑛
2 −1

図 1-2 スレーター行列式 (左) を参照とした多配置波動関数

次に, ハートリー–フォック法で基底状態をよく近似する原子軌道基底の係数 

{𝑐𝑘𝜇} が求まり, そのスレーター行列式を出発点として, 多体効果を取り込む方法を

考えます。いま, 直交した 𝑛 本のスピン軌道 𝜑𝑘 は 𝑛 個の電子によって占有されて

います。一方で空間軌道 𝜓𝑘 は 𝑚 本の原子軌道基底 𝜒𝜇 の線形結合で表されるから, 

スピン軌道の総数は 2𝑚 であり, そのうち, 2𝑚 − 𝑛 本は空軌道 (仮想軌道)です。当

然複雑に絡み合った電子状態が一電子近似で精度よく記述できるわけもなく, すべ

ての分子軌道の重ね合わせを考慮した多重配置 (multi-configuration) で波動関数を

展開すべきです。このとき, 多配置波動関数は次のように表されます。(図 1-2)

Ψ = ∑
𝐼∈𝒫︀

𝐶𝐼Ψ𝐼 (1.8)

ここで, 𝐶𝐼 はスレーター行列式 Ψ𝐼 に対する重み係数です。𝒫︀ は考慮するスレー

ター行列式の集合であり, 例えば, 2𝑚 本のスピン軌道に 𝑛 個の電子を詰め込むすべ

ての組み合わせを考慮する完全配置間相互作用 (full configuration interaction; 

FCI) では, |𝒫︀| = (2𝑚)!
𝑛!(2𝑚−𝑛)!  となります。また, 計算量と精度のトレードオフを考慮し

て, 例えば, 基底状態スレーター行列式 Ψ0 に対して, 一つの占有軌道 𝜓𝑛
2
 を空軌道 

𝜓𝑛
2 +1 に置き換えたスレーター行列式を考慮するような集合 𝒫︀ を選ぶこともできま
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す。
†5

 原子軌道係数 {𝑐𝑘𝜇} を定数, 分子軌道係数 {𝐶𝐼} を最適化パラメータとした

波動関数については第二量子化演算子を用いたハミルトニアン

𝐻̂ = ∑
𝑝𝑞

⟨𝑝|ℎ|𝑞⟩𝑎†
𝑝𝑎𝑞 + 1

2
∑
𝑝𝑞𝑟𝑠

⟨𝑝𝑞|𝑟𝑠⟩𝑎†
𝑝𝑎†

𝑞𝑎𝑠𝑎𝑟 (1.9)

を考えることで, 反対称性を自然に組み込むことができます。ここで, 𝑎𝑝 は 𝑝 番目の

スピン軌道に対応する消滅演算子 (annihilation operator) であり, 𝑎†
𝑝 はその生成演

算子 (creation operator) であり, 反交換関係

{𝑎𝑝, 𝑎†
𝑞} = 𝛿𝑝𝑞, {𝑎𝑝, 𝑎𝑞} = {𝑎†

𝑝, 𝑎†
𝑞} = 0 (1.10)

を満たします。 span{|vac⟩, |↓⟩, |↑⟩, |↓↑⟩} における, 4 次元ベクトル空間で具体的に第

二量子化演算子を定義すると, 次のようになります。

𝑎↓ =

[



0

0
0
0

1
0
0
0

0
0
0
0

0
0
1
0]





,  𝑎↑ =

[



0

0
0
0

0
0
0
0

1
0
0
0

0
−1
0
0 ]






, 𝑎†
↓ =

[



0

1
0
0

0
0
0
0

0
0
0
1

0
0
0
0]





,  𝑎†
↑ =

[



0

0
1
0

0
0
0

−1

0
0
0
0

0
0
0
0]





(1.11)

と表せます。また, 縮約密度行列 (reduced density matrix; RDM) ⟨𝑝|ℎ|𝑞⟩, ⟨𝑝𝑞|𝑟𝑠⟩ 
は交換積分やクーロン積分をはじめとするガウス型基底の積分と重み係数 {𝑐𝑘𝜇} を

縮約して算出されます。一般に電子状態計算における「多体」計算とは, この分子軌

道係数 {𝐶𝐼} を式 (1.9) のハミルトニアンのもとで最適化する問題であり, これもテ

ンソルネットワークの対象の一つです。[5,6]

量子化学計算の内容についてこれ以上深入りはしませんが, おおよそ解くべき多

体問題の概要を掴んでいただけたなら幸いです。量子化学計算の詳細については, 例

えば, 文献 [7] などを参考にしてください。第二量子化については, 例えば, 文献 [8] 

などが詳しいです。

1.3.2. 調和振動子基底

1.3.2.1. 質量荷重座標と基準振動座標と無次元化座標

次に原子核運動に視点を移します。与えられた原子核座標 {𝑹𝐴} に対して, 電

子状態計算の結果から注目する電子状態の固有エネルギー 𝐸({𝑹𝐴}) と波動関数 

|Ψe({𝑹𝐴})⟩ が得られたとします。ボルン・オッペンハイマー近似のもとで原子核波

束 |Ψn({𝑹𝐴}, 𝑡)⟩ と電子波動関数 |Ψe(𝑹𝐴)⟩ は分離されますから, 原子核波束は次の

ハミルトニアンによって駆動されます。

†5 この選び方こそ化学者の腕の見せ所ですが, 逆に言えば経験的な選び方に頼っている脆弱な点であるともいえます。
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𝐻̂n = 𝑇n + 𝑉n

𝑇n = − ∑
𝑁

𝐴=1

ℎ2

2𝑀𝐴
∇2

𝐴

𝑉n = 𝐸𝑖({𝑹𝐴})

(1.12)

原子核運動を考えるときは, デカルト参照構造 𝑹𝐴 を引いた, ベクトル化された 3𝑁  

変数の質量荷重座標 (mass-weighted coordinate)

𝝃 =

[








 √𝑀1(𝑥1 − 𝑥1)

√𝑀1(𝑦1 − 𝑦1)
√𝑀1(𝑧1 − 𝑧1)

⋮
√𝑀𝑁(𝑥𝑁 − 𝑥𝑁)
√𝑀𝑁(𝑦𝑁 − 𝑦𝑁)
√𝑀𝑁(𝑧𝑁 − 𝑧𝑁)

]










∈ ℝ3𝑁×1 (1.13)

を導入すると見通しが良くなります。このとき, ハミルトニアンは以下のように書け

ます。

𝐻̂n = −ℎ2

2
d2

d𝝃2 + 𝐸(𝝃) (1.14)

いま, 平衡点 {𝑹𝐴} 近傍の分子構造を考え, 多次元曲面 𝐸(𝝃) が 2 次までのテイラー 

(Taylor) 展開でよく近似できるとします。

𝐻̂n = −ℎ2

2
d2

d𝝃2 + 1
2
𝝃⊤𝑲𝝃

𝐾𝑖𝑗 = 𝜕2𝐸
𝜕𝜉𝑖𝜕𝜉𝑗

|
𝝃=𝟎

∈ Sym+(3𝑁)
(1.15)

ここで, 𝑲 はエネルギー曲面の核座標に関するヘッセ行列 (Hessian matrix) で

す。
†6

 次にヘッセ行列 𝑲 を対角化するような座標回転を考えます。

𝑲 = 𝑷 ⊤𝛀2𝑷
𝛀 = diag[𝜔1, 𝜔2, ⋯, 𝜔3𝑁 ]

𝒒 = 𝑷𝝃
(1.16)

†6 平衡点において, 一次微分係数が 0 であることを利用しました。
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このとき, 𝒒 は基準座標 (normal coordinate) と呼ばれ, ハミルトニアンは以下の

ように書けます。

𝐻̂n = ∑
3𝑁

𝑖=1
(−ℎ2

2
d2

d𝑞2
𝑖

+ 1
2
𝜔2

𝑖 𝑞2
𝑖 ) (1.17)

さらに, 𝒒 を構成する 𝜔𝑖 = 0 となるような運動自由度は分子全体の並進・回転運動

に対応するため, これらを除いた 𝑓 個の基準座標 𝒒 = (𝑞1, 𝑞2, ⋯, 𝑞𝑓)⊤
 について考え

ます。
†7

 さらに, 周波数とプランク定数を質量荷重基準座標 𝒒 に吸収した無次元化

基準座標 (dimensionless coordinate) 𝑄̂𝑖 = √𝜔𝑖
ℎ 𝑞𝑖 を導入すると, ハミルトニア

ンは以下のように書けます。

𝐻̂n = ∑
𝑓

𝑖=1

ℎ𝜔𝑖
2

(𝑃 2
𝑖 + 𝑄̂2

𝑖 ) (1.18)

ここで, 𝑃𝑖 = −𝑖 d
d𝑄𝑖

 は 𝑄̂𝑖 の共役運動量演算子です。以上が, 分子系における調和振

動子 (harmonic oscillator; HO) のハミルトニアンの導出です。

1.3.2.2. 調和振動子基底と昇降演算子

昇降演算子 (ladder operator)

𝑏̂𝑖 = 1√
2
(𝑄̂𝑖 − 𝑖𝑃𝑖),  𝑏̂†

𝑖 = 1√
2
(𝑄̂𝑖 + 𝑖𝑃𝑖) (1.19)

を導入した形式もよく用いられます。
†8

 この形式では, ハミルトニアンは以下のよう

に書けます。

𝐻̂n = ∑
𝑓

𝑖=1
ℎ𝜔𝑖(𝑏̂†

𝑖 𝑏̂𝑖 + 1
2
) (1.20)

調和振動子の固有関数は解析的に求められ, 一次元の場合以下のように与えられま

す。
†9

†7 𝑓 = 3𝑁 − 6 (非直線分子), 𝑓 = 3𝑁 − 5 (直線分子) が一般的です。また, 回転自由度は一般に直線座標系ではないため, 厳
密には回転自由度を取り除けていません。

†8 本書ではほかの第二量子化と区別するため, 調和振動子系の昇降演算子を 𝑏̂, 𝑏̂† と表記します。

†9 多次元の場合は, 𝐻 = ∑𝑖 𝐻𝑖 の形をしているため各次元の一次元調和振動子の直積で与えられます。



18  1. 化学と量子多体系

 Q

n = 0

n = 1

n = 2

n = 3

n = 4

 (HO-FBR) 

 Q

n = 0x0

n = 1x1

n = 2x2

n = 3x3

n = 4x4

 (HO-DVR) 

図 1-3 調和振動子基底 (左) と対応する離散変数表示基底 (右) の可視化

|𝑛⟩ =
(𝑏̂†)

𝑛

√
𝑛!

|0⟩ = 𝐴𝑛𝐻𝑛(𝑄) exp(−𝑄2

2
)

𝐴𝑛 = 𝜋−1
4

√
2𝑛𝑛!

𝐻𝑛(𝑄) = (−1)𝑛 exp(𝑄2) d𝑛

𝑑𝑄𝑛 exp(−𝑄2)

(1.21)

ここで, 𝑛 ∈ ℤ≥0 は振動量子数, 𝐻𝑛(𝑄) はエルミート (Hermite) 多項式です。
†10

 テ

イラー展開の高次の非調和 (anharmonic) 項を取り込んだ精密な振動状態計算

や, 互いに相互作用するような熱浴振動子を扱う非平衡系といった, 量子多体問題に

おいては, 有限の 𝑛 で打ち切り, その基底の積の和で波動関数を展開します。例えば, 

𝑛 ∈ {0, 1, 2, 3, 4} のとき, 昇降演算子は具体的に以下の 5 × 5 の行列で表されます。

𝑏̂ =

[





0

0
0
0
0

√
1

0
0
0
0

0√
2

0
0
0

0
0√
3

0
0

0
0
0√
4

0 ]







,  𝑏̂† =

[





 0√

1
0
0
0

0
0√
2

0
0

0
0
0√
3

0

0
0
0
0√
4

0
0
0
0
0]







(1.22)

基準座標系 𝒒 は平衡点近傍の 2 次近似においてはモード間結合がなく解析的に解け

る最適な座標系ですが, より一般の振動計算においては必ずしも最適とは限らない

ことを節 3.1.1 で示していきます。

†10 エルミート多項式は区間 (−∞, ∞) 測度関数 exp(−𝑥2) で定義される直交多項式です。
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1.3.3. グリッド基底

調和振動子基底は, 振動系において基底数 𝑑 をせいぜい 15 程度と少なくでき

るほか, 𝑄̂𝑘, 𝑃 𝑘 の積の和で表せる演算子との積を解析的に評価できるという利点が

あります。一方で, より一般の 𝑄 の多項式で記述できないポテンシャルエネルギー

曲面 𝐸(𝑸) を扱う場合, 調和振動子基底よりもグリッド基底を用いた方がポテン

シャル関数の積分や, ポテンシャル演算子と基底関数の積の評価を効率化できる

場合があります。グリッド基底は, 有限要素法や離散変数表示 (discrete variable 

representation; DVR) [9] そしてフーリエ基底 (平面波基底) に大別されます。有

限要素法は, 流体シミュレーションなどでよく用いられる最も素朴な方法ですが, 𝑓 

次元かつ, 各構造点でエネルギーの評価に時間のかかる原子核波束計算においては, 

グリッド数が非常に多くなるため, 一般的ではありません。
†11

 そこで, より少ない

基底数で済む離散変数表示がよく用いられます。

1.3.3.1. 有限基底表示から離散変数表示への変換

まず有限基底表示 (finite basis representation; FBR) の規格直交基底 {|𝜑𝑖⟩}
𝑑
𝑖=1 と

位置演算子 𝑥 の表現行列 𝑿 を考えます。
†12

𝑋𝑖𝑗 = ⟨𝜑𝑖|𝑥|𝜑𝑗⟩ (1.23)

ここで, エルミート行列 𝑋𝑖𝑗 を対角化するようなユニタリ行列 𝑼  とその固有値 

{𝑥𝑖}
𝑑
𝑖=1 を考えます。

𝑼†𝑿𝑼 = diag[𝑥1, 𝑥2, ⋯, 𝑥𝑑] (1.24)

新しい規格直交基底 {|𝜒𝑖⟩}
𝑑
𝑖=1 を 𝑼  を用いて次のように定めます。

|𝝌⟩ = 𝑼 ∗|𝝋⟩ ⇔ |𝜒𝛼⟩ = ∑
𝑑

𝑗=1
𝑈 ∗

𝛼𝑗|𝜑𝑗⟩

⇔ 𝜒𝛼(𝑥) = ∑
𝑑

𝑗=1
𝜑𝑗(𝑥)𝑈𝑗𝛼(∵ 𝑈∗ = 𝑈⊤)

(1.25)

すると, 位置演算子の |𝝌⟩ に対する表現行列は対角行列となります。

⟨𝜒𝛼|𝑥|𝜒𝛽⟩ = ∑
𝑖𝑗

(𝑈†)
𝛼𝑖

⟨𝜑𝑖|𝑥|𝜑𝑗⟩𝑈𝑗𝛽 = 𝑥𝛼𝛿𝛼𝛽 (1.26)

†11 例えば, 3 次元空間に 1 軸あたり 100 点グリッドを考えると, 総数は 100 万点に達します。しかし 3 次元空間は水分子
などの 3 原子系に過ぎません。それでも 100 万回の電子状態計算を解くのは骨の折れる作業です。

†12 例えば, 調和振動子基底なら, |𝜑𝑖⟩ = |𝑖 − 1⟩, 𝑥 = 𝑄̂ と考えてよいでしょう。
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この |𝝌⟩ が離散変数表示基底です。導出から明らかなように, 離散変数表示基底が張

る空間は, もとの規格直交基底が張る空間と等価です。離散変数表示基底の利点は位

置 𝒙 に依存するポテンシャル関数 𝑉 (𝒙) の数値積分の計算量を大幅に削減できるこ

とにあります。ポテンシャル項の表現行列について考えてみましょう。

⟨𝜑𝑖|𝑉 (𝑥)|𝜑𝑗⟩ = ∫
∞

−∞
d𝑥𝜑∗

𝑖 (𝑥)𝑉 (𝑥)𝜑𝑗(𝑥) (1.27)

この積分を数値的に評価するのは力技であり, 仮に 1 次元で可能であっても, 𝑓 次元

に拡張するのは現実的ではありません。そこで, 離散変数表示基底を用いて 𝑑 点の

みで評価できないか考えてみましょう。すなわち, 以下のように近似します。

⟨𝜑𝑖|𝑉 (𝑥)|𝜑𝑗⟩ ≈ ∑
𝑑

𝛼=1
𝑤𝛼𝜑∗

𝑖 (𝑥𝛼)𝑉 (𝑥𝛼)𝜑𝑗(𝑥𝛼) (1.28)

さて離散変数表示基底の各グリッド点の重み 𝑤𝛼 はどのように定めればよいでしょ

うか。簡単のために, 𝑉 (𝑥) = 𝑥2 を考えてみましょう。このとき,

⟨𝜑𝑖|𝑥2|𝜑𝑗⟩ = ∑
𝑑

𝑘=1
⟨𝜑𝑖|𝑥|𝜑𝑘⟩⟨𝜑𝑘|𝑥|𝜑𝑗⟩

= ∑
𝑑

𝑘=1
𝑋𝑖𝑘𝑋𝑘𝑗

= ∑
𝑑

𝛼=1
𝑈𝑖𝛼𝑥2

𝛼(𝑈†)
𝛼𝑗

= ∑
𝑑

𝛼=1
𝑈𝑖𝛼𝑉 (𝑥𝛼)(𝑈†)

𝛼𝑗

(1.29)

となります。式 (1.28) の右辺と式 (1.29) の最終行を比較すると,

√𝑤𝛼 =
(𝑈†)

𝛼𝑗

𝜑𝑗(𝑥𝛼)
(1.30)

となるように 𝑤𝛼 を定めればよいことがわかります。ただし, 𝑤𝛼 は有限基底表現の

添字 𝑗 に依らないべきです。実は, 𝑿 が三重対角 (tridiagonal) 行列であれば, 三項

再帰関係から直交多項式を用いて 𝑤𝛼 は 𝑗 に依らないことが示せます。[10]
†13

 例え

ば, 調和振動子基底に対して, 𝑄̂ の表現行列は三重対角行列であるため, 離散変数表

†13 位置演算子が三重対角行列で表されないような基底では, 位置を変数変換します。例えば, Sine (Chebyshev) 離散変数
表示では 𝑧 = cos(𝜋(𝑥−𝑥0)

𝐿 )(𝑥0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑥0 + 𝐿) と変数変換します。
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示基底による積分点と重みの組 (𝑥𝛼, 𝑤𝛼) がガウス型求積 (Gaussian quadrature) と

して一意に定まります。

1.3.3.2. 離散変数表示とガウス型求積の関係

ガウス型求積についてもう少し詳しく考えてみましょう。そもそもガウス型求積

は, 区間 [𝑎, 𝑏] における 𝑁  次多項式 𝑓(𝑥) と重み関数 𝑤(𝑥) の積の積分を, 𝑑 点の評

価で厳密に評価する方法です。

∫
𝑏

𝑎
d𝑥𝑤(𝑥)𝑓(𝑥) = ∑

𝑑

𝛼=1
𝑤𝛼𝑓(𝑥𝛼) (1.31)

式 (1.27) の具体例として調和振動子基底と 𝑘 次多項式ポテンシャル 𝑉𝑘(𝑥)を考えて

みましょう。式 (1.21) に示したように, 調和振動子基底はエルミート多項式 𝐻𝑛(𝑥) 
とガウス関数 exp(−𝑥2

2 ) の積で表されます。したがって, 離散変数表示の積分は以下

のガウス型求積に対応しています。
†14

(𝑎, 𝑏) = (−∞, ∞),  𝑤(𝑥) = exp(−𝑥2)𝐴𝑖𝐴𝑗,  𝑓(𝑥) = 𝐻𝑖(𝑥)𝐻𝑗(𝑥)𝑉𝑘(𝑥) (1.32)

ここで, 𝐴𝑛 は式 (1.21) に示した正規化定数です。いま, 𝑓(𝑥) の次数は 𝑁 = 𝑖 + 𝑗 +
𝑘 であるから, ガウス型求積の理論から, 𝑑 = 𝑁+1

2  点さえあれば, この積分を厳密に

評価できます。例えば, 調和振動子の準位 0 ≤ 𝑖, 𝑗 ≤ 10 まで, かつ 3 次多項式で表せ

る非調和ポテンシャル 𝑘 = 3 を考えると, 𝑁 = 23 であり, 𝑑 = 12 点の離散変数表示

基底を用意すれば, ポテンシャルエネルギー項の表現行列を厳密に評価できます。実

際のポテンシャル面は多項式でないため, 厳密に評価することはできませんが, 低次

多項式で近似できるような滑らかな曲面で, 振動準位 𝑖, 𝑗 が小さい状態については少

ない点で精度よく評価できることが期待できます。

1.3.3.3. 離散変数表示基底の計算量

以上の論理から, 離散変数表示基底への位置依存ポテンシャル 𝑉 (𝑥) の作用は以下

のように近似できます。

⟨𝜒𝛼|𝑉 (𝑥)|𝜒𝛽⟩ ≈ 𝑉 (𝑥𝛼)𝛿𝛼𝛽 (1.33)

例えば, 𝑑 = 10 であれば, 10 点の構造点 {𝑥𝑖}
10
𝑖=1 におけるポテンシャルエネルギー 

𝑉 (𝑥𝑖) を計算すれば, ポテンシャルエネルギー演算子の表現行列を近似的に得られ

ます。

†14 ガウス・エルミート求積 (Gauss-Hermite quadrature) にほかならず, 離散変数表示のグリッド点はエルミート多項式
の零点で与えられます。
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表 1-2 離散変数表示 (DVR) 基底の例

離散変数表示の名称 元の基底 ノート

調和振動子 (HO) 調和振動子の固有関数 振動子系で有効。

放射調和振動子 

(radial HO)

奇数番目の調和振動子の固

有関数

𝜓(𝑥0) = 0 かつ 𝑥 ∈ [𝑥0, ∞) で有効。

ルジャンドル 

(Legendre)

ルジャンドル関数 

𝜑𝑙−𝑚+1(𝜃) =
(−1)𝑚√2𝑙+1

2
(𝑙+𝑚)!
(𝑙−𝑚)!𝑃

𝑚
𝑙 (cos 𝜃), 

𝑚 ≥ 0, 𝑚 ≤ 𝑙 ≤ 𝑚 + 𝑁 − 1

球面座標系における極角 𝜃 の自由度

などで有効。

Sine, チェビシェフ 

(Chebyshev)

𝜑𝑗(𝑥) = √ 2
𝐿 sin(𝑗𝜋𝑥−𝑥0

𝐿 ), 
𝑥 ∈ [𝑥0, 𝑥0 + 𝐿]

等間隔グリッドであるが, 運動量演

算子の作用の評価に 𝒪︀(𝑑2) の計算

量がかかる。

指数 (exponential), 

フーリエ (Fourier)

𝜑𝑗(𝑥) = √ 1
𝐿 exp(2𝜋i𝑗𝑥−𝑥0

𝐿 ), 
−𝑛 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛

平面波基底と等価。界面上の並進自

由度や球面座標系の方位角 𝜑 など

周期境界条件 𝜓(𝑥0) = 𝜓(𝑥0 + 𝐿) で
有効。𝑑 が大きい場合は高速フーリ

エ変換で運動量演算子の作用を 

𝒪︀(𝑑 log 𝑑) で評価できる。

またポテンシャル演算子が対角的になるため, 行列–ベクトル積の計算量は 𝒪︀(𝑑) 
で済みます。一方で, 運動量演算子の表現行列に対しては, このような恩恵はなく

⟨𝜒𝛼|𝑝𝑘|𝜒𝛽⟩ = ∑
𝑖𝑗

(𝑈†)
𝛼𝑖

⟨𝜑𝑖|𝑝𝑘|𝜑𝑗⟩𝑈𝑗𝛽 (1.34)

を計算する必要があります。ただし, 原子核波束のハミルトニアンからも明らかなよ

うに, ポテンシャルエネルギー項は原子核の位置に依存した電子状態計算の結果か

ら与えられる複雑な関数であるのに対して, 運動量演算子は解析的に与えられるた

め, 離散変数表示基底を用いることには大きな利点があります。

具体的な離散変数表示基底を表 1-2 にまとめました。フーリエ基底は指数離散変

数表示 (exponential DVR) と対応する周期性をもつ等間隔グリッドであり, 例えば

周期境界条件で解かれた界面上の量子波束計算や, 多球面座標 (polyspherical 

coordinate) を用いた分子の回転自由度を含む計算などで用いられます。フーリエ基

底は, 計算複雑性 𝒪︀(𝑑 log 𝑑) の高速フーリエ変換により, 運動量空間においても対角

的な表現に帰着できるため, 一般に𝒪︀(𝑑2) かかる行列–ベクトル積を 𝒪︀(𝑑 log 𝑑) で評

価できるという利点があります。これは 𝑑 が 100 を超えてくるときに有効です。具

体的な基底に対する離散変数表示については, 例えば文献 [11] の付録 B などが詳し

いです。
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1.3.4. 電子励起子基底

前節で導入した調和振動子基底やグリッド基底は, 複数の電子状態のポテンシャ

ル面にも拡張できます。異なる電子状態間で原子核の運動に応じて遷移が起こる

現象は非断熱遷移 (nonadiabatic transition) と呼ばれます。しかし, 電子状態計

算の解として得られる固有状態は断熱基底 (adiabatic basis) と呼ばれ, 互いに直

交しています。それゆえ重なり積分は一般にゼロであるにもかかわらず, 光励起され

た電子状態が基底状態へ再び緩和するのはなぜでしょうか？再び式  (1.4) に戻り

ましょう。原子核の運動エネルギー演算子 𝑇n の電子状態に対する作用はこれまで議

論してきませんでしたが, 電子波動関数の形状は原子核座標に依存するのは明らか

で, 𝑇n に含まれる微分演算子 ∇𝑹 と電子波動関数の重なり積分を考える必要があり

ます。
†15

𝒅𝛼𝛽 ≔ ⟨Ψ𝛼(𝑹𝐴)|∇𝑹|Ψ𝛽(𝑹𝐴)⟩ ∈ ℂ3𝑁×1 (1.35)

この 𝒅𝛼𝛽 は微分結合 (derivative coupling) ベクトルと呼ばれ, 断熱状態 𝛼 − 𝛽 間

の重なりの変化率を表すベクトルで非断熱結合 (nonadiabatic coupling; NAC) 

ベクトル

𝒉𝛼𝛽 ≔ ⟨𝜒𝛼(𝑹𝐴)|∇𝑹𝐻̂𝑒(𝑹𝐴)|𝜒𝛽(𝑹𝐴)⟩ = 𝒅𝛼𝛽(𝐸𝛽 − 𝐸𝛼) (1.36)

と結びついています。そして, 上式から明らかなように, 𝐸𝛼 = 𝐸𝛽 となるような円錐

交差 (conical intersection; CI) 点では, 微分結合ベクトル 𝒅𝛼𝛽 は特異点をもち

ます。原子核を古典粒子として扱い, 複数のポテンシャル面を確率的に遷移させるよ

うな表面跳躍 (surface hopping) 法などでは, 断熱基底とその微分結合ベクトルを用

いることで近似的に非断熱遷移を扱うことができます。非断熱動力学については, 例

えば文献 [12] などが網羅的で詳しいです。

原子核運動を量子力学的に扱う場合, 断熱基底を回転させた透熱基底 (diabatic 

basis) を用いて動力学を追うのが一般的です。例えば二準位系を考えると, 断熱基

底 𝜑1, 𝜑2 の有効電子ハミルトニアンが

𝐻adiabatic = [𝐸1
0

0
𝐸2

] (1.37)

と対角的に与えられるのに対し, 透熱基底 𝜓1, 𝜓2 の有効電子ハミルトニアンは

†15 簡単のため, 2 次微分の寄与は無視します。
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 (diabatic) 
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 (10 ) V12 = V21

図 1-4 断熱状態と透熱状態の概念図

𝐻diabatic = [𝑉11
𝑉21

𝑉12
𝑉22

] (1.38)

として, 状態間の透熱結合 𝑉12 = 𝑉 ∗
21 ≠ 0 を含む非対角行列で与えられます。図 1-4 

に概念図を示しました。断熱エネルギーは固有エネルギーを小さい順に並べたもの

であるから, 定義より交差することはありません。一方で, 透熱エネルギーは交差す

ることがあり, 分子軌道などの描像を一貫性をもって追うことができるため, 曲線が

滑らかになります。また, 交差点付近では, 透熱結合 𝑉12 が大きくなります。

𝑉𝛼𝛽(𝒒) は原子核座標 𝒒 に依存する関数であり, 波動関数は調和振動子基底あるい

はグリッド基底 |𝑞𝑖⟩ と透熱基底 |𝜓⟩ を組み合わせて表現できます。すなわち, 

span{|𝑞1⟩, |𝑞2⟩, ⋯, |𝑞𝑓⟩, |𝜓⟩} におけるヒルベルト空間を考えれば, ハミルトニアンは

𝐻̂ = −1
2

d2

d𝒒2 + ∑
𝑖𝑗

𝑉𝑖𝑗(𝒒)|𝑖⟩⟨𝑗| (1.39)

のように書けます。ここで, |𝑖⟩⟨𝑗| は透熱基底に対する演算子で二準位系ならば

|0⟩⟨0| = [1
0

0
0],  |0⟩⟨1| = [0

0
1
0],  |1⟩⟨0| = [0

1
0
0],  |1⟩⟨1| = [0

0
0
1] (1.40)

のように表されます。

1.3.5. スピン基底

1.3.5.1. 電子スピン基底

さて, 対象を電子スピンに移しましょう。電子スピンはスピン量子数 𝑆 = 1
2 , 多重

度 2𝑆 + 1 = 2 をもつことから, 1 電子スピンに作用する演算子は 2 × 2 の行列で表
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現できます。その自由度は四つですから, 以下の四つの演算子の線形結合で表現でき

ます。

𝜎̂+𝜎̂− = [1
0

0
0],  𝜎̂+ = [0

0
1
0],  𝜎̂− = [0

1
0
0],  𝜎̂−𝜎̂+ = [0

0
0
1], (1.41)

特に, 物理量はエルミート演算子で記述されますから, 以下のパウリ行列と恒等演算

子の線形結合で表現できます。

𝜎̂𝑥 = 𝜎̂+ + 𝜎̂− = [0
1

1
0],  𝜎̂𝑦 = −𝑖(𝜎̂+ − 𝜎̂−) = [0

𝑖
−𝑖
0 ],

 𝜎̂𝑧 = 𝜎̂+𝜎̂− − 𝜎̂−𝜎̂+ = [1
0

0
−1],  𝟙̂ = 𝜎̂+𝜎̂− + 𝜎̂−𝜎̂+ = [1

0
0
1],

(1.42)

パウリ行列は以下のような性質をもちます。

𝜎̂2
𝑥 = 𝜎̂2

𝑦 = 𝜎̂2
𝑧 = 𝟙

𝜎̂𝑥𝜎̂𝑦 = 𝑖𝜎̂𝑧, 𝜎̂𝑦𝜎̂𝑧 = 𝑖𝜎̂𝑥, 𝜎̂𝑧𝜎̂𝑥 = 𝑖𝜎̂𝑦
(1.43)

また, スピン角運動量演算子はパウリ行列を用いて以下のように表現できます。

𝑺 = ℎ
2
[𝜎̂𝑥 𝜎̂𝑦 𝜎̂𝑧]

⊤ (1.44)

これは次の交換関係を満たします。

[𝑆𝑥, 𝑆𝑦] = 𝑖ℎ𝑆𝑧, [𝑆𝑦, 𝑆𝑧] = 𝑖ℎ𝑆𝑥, [𝑆𝑧, 𝑆𝑥] = 𝑖ℎ𝑆𝑦 (1.45)

もう少し, 数学的に踏み込むと,

|𝜓⟩ = 𝛼|↑⟩ + 𝛽|↓⟩

|𝛼|2 + |𝛽|2 = 1
(1.46)

の形で表現される波動関数 |𝜓⟩ を回転させる演算子は,

𝑈 ∈ SU(2) = {𝑈 ∈ ℂ2×2 | 𝑈†𝑈 = 𝟙, det(𝑈) = 1} (1.47)

であり, この演算子はスピン角運動量演算子 𝑺 = ℎ
2𝝈̂ を用いて

𝑈(𝒏̂, 𝜃) = exp( 𝜃
𝑖ℎ

𝒏̂ · 𝑺) = exp( 𝜃
2𝑖

𝒏̂ · 𝝈) (1.48)

の形で表現できます。ここで 𝑛̂ = [𝑛𝑥, 𝑛𝑦, 𝑛𝑧] は回転軸の単位ベクトルで, 𝜃 が回転
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角に対応します。
†16

 例えば, ハミルトニアンの時間推進演算子は 𝑈 = exp( 𝐻̂
𝑖ℎ𝑡) の

形で表現できました。磁場 𝑩 中でのスピンの時間発展を考えます。ゼーマン相互作

用は以下のように書けます。

𝐻̂Z = −𝛾𝑩 · 𝑺 = ℎΩ
2

𝒏̂ · 𝝈̂ (1.49)

ここで, 𝛾 は磁気回転比 (gyromagnetic ratio) であり, 量子スピンがどれほど磁

場に敏感かを表す量です。その符号はスピンに依って異なりますが, 電子スピンの場

合は負です。Ω = |𝛾𝑩| はラーモア周波数 (Larmor frequency) と呼ばれます。ゼー

マンハミルトニアンの時間推進演算子と式 (1.48) を比較すると,

𝜃 = Ω𝑡, 𝒏̂ = 𝑩
|𝑩|

(1.50)

の関係があることがわかります。これはゼーマン相互作用によって, 磁場の向きを軸

とする角周波数 Ω で歳差運動をすることを表しています。

1.3.5.2. 原子核スピン基底

では, 化学系に現れる原子核スピンについて考えてみましょう。電子スピンと区別

するため, 原子核スピンは慣習的に大文字 𝐼 で表記します。
†17

 代表的な原子核スピ

ンの磁気回転比とスピン量子数を表 1-3 に示します。一般に原子核スピンの磁気回

転比は電子スピンの磁気回転比の 1000 倍程度小さいです。したがって, 原子核スピ

ンの歳差運動は電子スピンと比べて 1000 倍程度遅くなります。通常, 核磁気共鳴の

対象となる 1H 水素原子核スピンや 13C 炭素原子核スピンは, 磁気量子数が 𝐼 = 1
2  で

すが, 14N 窒素原子核スピンは 𝐼 = 1 で 3 準位のスピン基底をもちます。この場合も

同様に, スピン角運動量演算子が導入できます。まず, 回転対称性から交換関係

[𝐼𝑥, 𝐼𝑦] = 𝑖ℎ𝐼𝑧, [𝐼𝑦, 𝐼𝑧] = 𝑖ℎ𝐼𝑥, [𝐼𝑧, 𝐼𝑥] = 𝑖ℎ𝐼𝑦 (1.51)

が成り立ちます。また, 磁気量子数 𝑚𝐼 ∈ {−𝐼, −𝐼 + 1, ⋯, 𝐼 − 1, 𝐼} の状態を |𝐼,𝑚𝐼⟩ と
表記すると

𝐼𝑧|𝐼,𝑚𝐼⟩ = 𝑚𝐼ℎ|𝐼,𝑚𝐼⟩ (1.52)

が成り立ちます。例えば, 14N (𝐼 = 1) の場合は,

†16 ユニタリかつ行列式が 1 になるような行列の集合を特殊ユニタリ群 (special unitary group) と呼び 2 × 2 の行列の集
合を SU(2) と表記します。これは 3 次元空間の回転群 SO(3) と密接な関係があります。例えば, ロボット工学などの回
転操作は四元数 (quaternion) を用いて表現されますが, これは先の 𝒏̂, 𝜃 と対応がつきます。

†17 そのため, 恒等演算子を 𝐸 とする場合もあるが, 本書では 𝟙̂ と表記します。
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表 1-3 スピンの磁気回転比とスピン量子数 [13]

スピン 磁気回転比 𝛾 (𝑇 −1 · 𝑠−1) スピン量子数 𝑆, 𝐼
𝑒− 電子スピン −1.7608596 × 1011 𝑆 = 1

2
1H 水素原子核スピン 2.6752 × 108 𝐼 = 1

2
13C 炭素原子核スピン 6.728 × 107 𝐼 = 1

2
14N 窒素原子核スピン 1.934 × 107 𝐼 = 1
19F フッ素原子核スピン 2.5181 × 108 𝐼 = 1

2
31P リン原子核スピン 1.0839 × 108 𝐼 = 1

2

𝐼 (𝐼=1)
𝑧 = ℎ

[

1

0
0

0
0
0

0
0

−1]

 (1.53)

と記述できます。さらに, 昇降演算子 (ladder operator) は,

𝐼±|𝐼,𝑚𝐼⟩ = ℎ√𝐼(𝐼 + 1) − 𝑚𝐼(𝑚𝐼 ± 1)|𝐼,𝑚𝐼 ± 1⟩ (1.54)

と記述できます。

𝐼𝑥 = 1
2
(𝐼+ + 𝐼−),  𝐼𝑦 = 1

2𝑖
(𝐼+ − 𝐼−), (1.55)

より, 例えば 14N (𝐼 = 1) の場合は,

𝐼 (𝐼=1)
𝑥 = ℎ

2
[

 0√

2
0

√
2

0√
2

0√
2

0 ]



,  𝐼 (𝐼=1)
𝑦 = ℎ

2𝑖
[

 0√

2
0

−
√

2
0√
2

0
−

√
2

0 ]



(1.56)

と記述できます。
†18

1.3.5.3. 角運動量の直和分解

区別できないスピンをもつ系を考えてみましょう。例えば, 区別できない二つの電

子スピン, あるいは分子内で対称性によって等価化された複数の核スピンなどです。

このような同じ種類のスピンが複数集まるとき, 個々に扱うよりも, 全体の合成スピ

ンを導入してブロック対角化（直和分解）する方が, 物理も計算も明瞭になります。ま

ず二つの角運動量 𝑆1 と 𝑆2 の合成を考えます。テンソル積空間は ℋ︀ = ℋ︀𝑆1
⊗ ℋ︀𝑆2

（次元 (2𝑆1 + 1)(2𝑆2 + 1)）ですが, 物理的には全角運動量 𝑆tot をもつ既約表現の直

和に分解されます：

†18 2𝐼 + 1 = 3 準位のスピン基底に対する演算子は 3 × 3 = 9 個の自由度をもちます。𝟙̂, 𝐼𝑥, 𝐼𝑦, 𝐼𝑧 の 4 つのほかに, 𝑄̂𝑧2 =
𝐼2
𝑧 − 𝐼(𝐼 + 1)𝟙, 𝑄̂𝑥2−𝑦2 = 𝐼2

𝑥 − 𝐼2
𝑦 , 𝑄̂𝑥𝑦 = 𝐼𝑥𝐼𝑦 + 𝐼𝑦𝐼𝑥, 𝑄̂𝑦𝑧 = 𝐼𝑦𝐼𝑧 + 𝐼𝑧𝐼𝑦, 𝑄̂𝑧𝑥 = 𝐼𝑧𝐼𝑥 + 𝐼𝑥𝐼𝑧 の 5 つのエルミート演算子

を導入すると自然な基底を構成できます。例えば, 四極子相互作用（quadrupolar interaction）を考慮する際は, 𝐼𝑟𝐼𝑟′ 
のような演算子が現れます。
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𝑆1 ⊗ 𝑆2 = |𝑆1 − 𝑆2| ⊕ ⋯ ⊕ (𝑆1 + 𝑆2) (1.57)

ここで右辺は 𝑆tot の取りうるすべての値に対応する直和です。それぞれのブロック

は次元 2𝑆tot + 1 をもちます。

1.3.5.4. 直和分解

電子は 𝑆 = 1
2  のスピンをもちます。二つの電子スピンの合成は

1
2

⊗ 1
2

= 0 ⊕ 1 (1.58)

に分解され, 𝑆 = 1 が三重項（triplet）, 𝑆 = 0 が一重項（singlet）です。具体形は

|1,1⟩ = |↑↑⟩,  |1,0⟩ = 1√
2
(|↑↓⟩ + |↓↑⟩),  |1, − 1⟩ = |↓↓⟩,  

|0,0⟩ = 1√
2
(|↑↓⟩ − |↓↑⟩)

(1.59)

で三重項はスピン部分が対称, 一重項は反対称です。電子はフェルミ粒子なので, 全

波動関数は反対称でなければならず, スピンが対称（三重項）のとき空間部分は反対

称, スピンが反対称（一重項）のとき空間部分は対称になります。

より一般化し, テンソル積基底 |𝑆1, 𝑚1⟩ ⊗ |𝑆2, 𝑚2⟩ を, 全角運動量の基底 |𝑆,𝑀⟩ 
に変換する重みを Clebsch–Gordan 係数 (CG 係数) と呼びます。

|𝑆,𝑀⟩ = ∑
𝑚1,𝑚2

𝐶𝑆,𝑀
𝑆1,𝑚1;𝑆2,𝑚2

|𝑆1, 𝑚1⟩ ⊗ |𝑆2, 𝑚2⟩ (1.60)

係数はラダー関係（𝑆± = 𝑆1± + 𝑆2±）と正規化から再帰的に決まります。実務上は, 最

高重み |𝑆1 + 𝑆2, 𝑆1 + 𝑆2⟩ = |𝑆1, 𝑆1⟩ ⊗ |𝑆2, 𝑆2⟩ から降ろしていき, 規格直交化して

いきます。

三つの 1
2  スピンを合成すると

1
2

⊗ 1
2

⊗ 1
2

= 3
2

⊕ 1
2

⊕ 1
2

(1.61)

となります。𝑆tot = 3
2  はカルテット（quartet, 次元 4）で完全対称, 𝑆tot = 1

2  はダブ

レット（doublet, 次元 2）が二つ現れ, 対称性は混合です。以後も同様に, 𝑛 個の 1
2  

スピンの合成は 𝑆tot = 𝑛
2 , 𝑛

2 − 1, … までの直和となり, 各 𝑆tot の重複度（同じ 𝑆tot が

何本出るか）は図 1-5 に示したような再帰関係で与えられます。物理的には, 回転対

称（[𝐻, 𝑆2] = 0）かつ粒子が区別不能・等価な場合, 同じ 𝑆tot に属するブロックは同

一スペクトルを与え, 計算は各ブロックごとに済ませば十分です。
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図 1-5 1
2  スピンの合成

いくつか核スピンについても例を挙げてみましょう。例えば, メチル基 (-CH3) の

プロトンは一般にピコ秒スケールで回転しているため, ナノ秒スケールの観測

では, 三つのプロトンスピンは区別できません。このとき, 𝐼 = 1
2  のプロトンスピン

が合成された (𝐼 = 1
2)⊗3

 の系を考える必要があります。これは 23 準位の問題となり

ます。しかし図 1-5 に示すように, 直和分解により, 𝐼tot = 3
2  の問題一つと 𝐼tot = 1

2  

の問題二つに分解できます。さらに, 同じ 𝐼tot = 1
2  の問題二つは同じ結果を与えるた

め, 4 準位の問題と 2 準位の問題を解くことで, 8 準位の問題の結果を得ることがで

きます。ベンゼン (C6H6) のプロトンも対称性から同一であるとみなせます。このと

き, (𝐼 = 1
2)⊗6

 の系を考える必要があります。これは 26 = 64 準位の問題となります

が, 最大 𝐼tot = 3 の 7 準位の問題を解くことで, 64 準位の問題の結果を得ることがで

きます。このテクニックを提案し一中心スピン模型で検証している論文 [14] を参考

論文として挙げておきます。

余談: 3 スピン系の Clebsch–Gordan 係数（再帰的構成）

ここでは 1
2 ⊗ 1

2 ⊗ 1
2  を例に, 二つを先に合成してから三つ目を足す再帰手順で

CG 係数を求めます。

1. 最初の二つ (スピン 1 と 2) を合成して, 𝑆12 = 1 ⊕ 0 を得ます。このとき基底

は以下の通りです。
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|1,1⟩ = |↑↑⟩,

 |1,0⟩ = 1√
2
(|↑↓⟩ + |↓↑⟩),

 |1, − 1⟩ = |↓↓⟩,

 |0,0⟩ = 1√
2
(|↑↓⟩ − |↓↑⟩)

(1.62)

2. 𝑆12 と三つ目の 1
2  を合成する

直和として (1 ⊕ 0) ⊗ 1
2 = (1 ⊗ 1

2) ⊕ (0 ⊗ 1
2) = (3

2 ⊕ 1
2) ⊕ (1

2) となります。以下, 

ラダー 𝑆− = 𝑆12,− + 𝑠3,− と正規化から係数を決めます。

(1) 最高重みから 𝑆tot = 3
2  をつくる

|3
2
,3
2
⟩ = |1,1⟩12|↑⟩3 = |↑↑↑⟩ (1.63)

これに 𝑆− を 1 回作用すると 2 通りで 𝑀 = 1
2  に降ります。

𝑆−|3
2
,3
2
⟩ = (𝑆12,− + 𝑠3,−)|1,1⟩12|↑⟩3

=
√

2|1,0⟩12|↑⟩3 + 1|1,1⟩12|↓⟩3

(1.64)

一方で角運動量の一般式より

𝑆−|𝐽 ,𝑀⟩ = √𝐽(𝐽 + 1) − 𝑀(𝑀 − 1)|𝐽,𝑀 − 1⟩ (1.65)

なので, 𝐽 = 3
2 , 𝑀 = 3

2  のとき係数は 
√

3 です。したがって

√
3|3

2
,1
2
⟩ =

√
2|1,0⟩12|↑⟩3 + 1|1,1⟩12|↓⟩3 (1.66)

となり, 正規化された形は
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|3
2
,1
2
⟩ = √2

3
|1,0⟩12|↑⟩3 + √1

3
|1,1⟩12|↓⟩3

= √1
3
(|↑↓↑⟩ + |↓↑↑⟩ + |↑↑↓⟩)

(1.67)

です。同様に

|3
2
, − 1

2
⟩ = √1

3
(|↑↓↓⟩ + |↓↓↑⟩ + |↓↑↓⟩)

 |3
2
, − 3

2
⟩ = |↓↓↓⟩.

(1.68)

となります。 (2) 𝑆tot = 1
2（分岐 A：𝑆12 = 1 からくるもの）

𝑀 = 1
2  の 2 次元空間では, {|3

2 ,1
2⟩, |1

2 ,1
2⟩

𝐴
} を直交正規基底としてとります。 

|1
2 ,1

2⟩
𝐴
 は {|1,0⟩12|↑⟩3, |1,1⟩12|↓⟩3} の線形結合で, |3

2 ,1
2⟩ に直交かつ規格化を満た

すように係数を選べばよいです。直交条件

0 = ⟨3
2
,1
2
|1
2
,1
2
⟩

𝐴

= √2
3
𝑎 + √1

3
𝑏, (1.69)

　と正規化条件 𝑎2 + 𝑏2 = 1 を満たす簡単な解は 𝑎 = √1
3 , 𝑏 = −√2

3  です。よって

|1
2
,1
2
⟩

𝐴

= √1
3
|1,0⟩12|↑⟩3 − √2

3
|1,1⟩12|↓⟩3

= √1
6
(|↑↓↑⟩ + |↓↑↑⟩ − 2|↑↑↓⟩)

(1.70)

を得ます。さらに

|1
2
, − 1

2
⟩

𝐴

= √1
3
|1,0⟩12|↓⟩3 − √2

3
|1, − 1⟩12|↑⟩3

= √1
6
(|↑↓↓⟩ + |↓↑↓⟩ − 2|↓↓↑⟩)

(1.71)
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となります。

(3) 𝑆tot = 1
2（分岐 B：𝑆12 = 0 からくるもの）

こちらは混ざりがなく, そのまま

|1
2
,1
2
⟩

𝐵

= |0,0⟩12|↑⟩3 = √1
2
(|↑↓↑⟩ − |↓↑↑⟩),

 |1
2
, − 1

2
⟩

𝐵

= |0,0⟩12|↓⟩3 = √1
2
(|↑↓↓⟩ − |↓↑↓⟩).

(1.72)

です。A 系列とは 𝑆12 が異なるため自動的に直交します。

1.4. 化学系における典型的な多体問題

さて, 多体問題を解くための基底を一通り見てきたので, その基底を用いて計算す

る具体的な多体模型を見ていきましょう。電子状態計算については節  1.3.1 で詳し

く述べたので割愛します。

1.4.1. 非調和振動子

1.4.1.1. テイラー展開

調和振動子近似, すなわち, ポテンシャル面の 2 次までのテイラー展開を用いた近

似においては, ポテンシャルエネルギーの質量荷重座標に対するヘッセ行列を対角

化するような基準振動座標を導入することで, 多体問題が独立な調和振動子の問題

に帰着させることができました。(節 1.3.2 参照)

高周波振動を精度よく (< 10 cm−1) 計算したい場合や実験的に観測されている倍

音や結合音が赤外吸収スペクトルを再現したい場合は非調和 (anharmonic) 項を

取り込む必要があります。典型的な例として, 次のような 3 体相互作用までの 4 次テ

イラー展開によるポテンシャル項を考えます。
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𝑉 (𝒒) = ∑
𝑓

𝑖=1
𝑉𝑖(𝑞𝑖) + ∑

𝑓

𝑖<𝑗
𝑉𝑖𝑗(𝑞𝑖, 𝑞𝑗) + ∑

𝑓

𝑖<𝑗<𝑘
𝑉𝑖𝑗𝑘(𝑞𝑖, 𝑞𝑗, 𝑞𝑘)

𝑉𝑖(𝑞𝑖) = 1
2
𝑐𝑖𝑖𝑞2

𝑖 + 1
3!

𝑐𝑖𝑖𝑖𝑞3
𝑖 + 1

4!
𝑐𝑖𝑖𝑖𝑖𝑞4

𝑖

𝑉𝑖𝑗(𝑞𝑖, 𝑞𝑗) = 𝑐𝑖𝑗𝑞𝑖𝑞𝑗 +
𝑐𝑖𝑖𝑗

2
𝑞2
𝑖 𝑞𝑗 +

𝑐𝑖𝑗𝑗

2
𝑞𝑖𝑞2

𝑗 +
𝑐𝑖𝑖𝑖𝑗

3!
𝑞3
𝑖 𝑞𝑗 +

𝑐𝑖𝑖𝑗𝑗

4
𝑞2
𝑖 𝑞2

𝑗 +
𝑐𝑖𝑗𝑗𝑗

3!
𝑞𝑖𝑞3

𝑗

𝑉𝑖𝑗𝑘(𝑞𝑖, 𝑞𝑗, 𝑞𝑘) = 𝑐𝑖𝑗𝑘𝑞𝑖𝑞𝑗𝑞𝑘 +
𝑐𝑖𝑖𝑗𝑘

2
𝑞2
𝑖 𝑞𝑗𝑞𝑘 +

𝑐𝑖𝑗𝑗𝑘

2
𝑞𝑖𝑞2

𝑗 𝑞𝑘 +
𝑐𝑖𝑗𝑘𝑘

2
𝑞𝑖𝑞𝑗𝑞2

𝑘

(1.73)

ここで, 𝑞𝑖 は質量荷重デカルト座標を直交回転したものです。また, 𝑐𝑖𝑗, 𝑐𝑖𝑗𝑘, 𝑐𝑖𝑗𝑘𝑙 はポ

テンシャルエネルギー面を質量荷重座標に関してテイラー展開したときの係数です。

𝑐𝑖𝑗 = 𝜕2𝑉
𝜕𝑞𝑖𝜕𝑞𝑗

𝑐𝑖𝑗𝑘 = 𝜕3𝑉
𝜕𝑞𝑖𝜕𝑞𝑗𝜕𝑞𝑘

𝑐𝑖𝑗𝑘𝑙 = 𝜕4𝑉
𝜕𝑞𝑖𝜕𝑞𝑗𝜕𝑞𝑘𝜕𝑞𝑙

(1.74)

例えば, 基準振動座標なら式 (1.17) と対応させると, 𝑐𝑖𝑖 = 𝜔2
𝑖  となります。また, 分子

構造は最安定構造にあり, 一次微分係数はどんな座標系でもゼロになるとしました。

多くの電子状態計算のソフトウェアは解析的なヘッセ行列が実装していることが多

いですが, 3 次以上の微分係数は数値微分を複数回適用することで近似します。

𝑐𝑖𝑗𝑘 =
𝜕𝑐𝑖𝑗

𝜕𝑞𝑘
≈

𝑐𝑖𝑗(+𝛿𝑘) − 𝑐𝑖𝑗(−𝛿𝑘)
2𝛿𝑘

𝑐𝑖𝑗𝑘𝑘 =
𝜕2𝑐𝑖𝑗

𝜕𝑞2
𝑘

≈
𝑐𝑖𝑗(+𝛿𝑘) − 2𝑐𝑖𝑗(0) + 𝑐𝑖𝑗(−𝛿𝑘)

𝛿2
𝑘

(1.75)

つまり, 自由度 𝑓 の系では, 2𝑓 + 1 回, ヘッセ行列を計算すれば, 式 (1.74) の係数を

決定できます。
†19

1.4.1.2. グリッドベースのポテンシャル面

テイラー展開のポテンシャル面は, 参照とする安定構造付近では良い近似となり

ますが, ポテンシャル面を大域的に捉えたい場合は不適切です。

†19 もし, ヘッセ行列を解析勾配の数値微分で評価する場合には, 合計で 𝒪︀(𝑓3) 回の勾配を計算する必要があります。
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図 1-6 グリッドベースのポテンシャル面の例

例えば, 低周波振動エネルギー障壁が低く, 分子構造はより大きく低周波振動モー

ドに沿って変化しやすいです。さらに, プロトン移動などはトンネル効果の影響を受

けやすく, 平衡点からより遠方の情報を必要とします。また, 化学反応など非平衡過

程を捉える場合にも大域的なポテンシャル面が必要となります。

大域的なポテンシャル面の構築の最大のボトルネックは計算量です。これまで

運動自由度に対して指数関数的に大きさが増大する多体波動関数を見てきました

が, グリッドベースの原子核波束計算においては, これに加えて二つの次元の呪いに

苦しみます。

1. グリッド点の数, すなわち, ポテンシャル面を構築するために必要な電子状態計

算の回数が指数関数的に増大します。

2. ハミルトニアンが密行列となり指数関数的なメモリ使用量を必要します。またこ

れに伴い, 行列–ベクトル積 𝐻̂|𝜓⟩ の計算量も指数関数的に増大します。

この二つの問題を同時に解決する必要があります。𝑛 モード表現 (𝑛 mode 

representation; 𝑛-MR)
†20

 は, この二つの問題を同時に解決するための手法です。

[15] 例えば, 3 モード表現では, ポテンシャル面を以下のように近似します。

𝑉 (𝑞1, 𝑞2, …, 𝑞𝑓) ≈ ∑
𝑓

𝑖=1
𝑉𝑖(𝑞𝑖) + ∑

𝑓

𝑖<𝑗
𝑉𝑖𝑗(𝑞𝑖, 𝑞𝑗) + ∑

𝑓

𝑖<𝑗<𝑘
𝑉𝑖𝑗𝑘(𝑞𝑖, 𝑞𝑗, 𝑞𝑘) (1.76)

実は, 非調和テイラーポテンシャル式 (1.73) もこの 𝑛 = 3 の場合の一つです。ただ

し, ここではテイラー展開は使いません。まず, 行列–ベクトル積の計算量について考

えてみます。もし, 波動関数の基底関数として離散変数表示基底 (節 1.3.3 参照) を用

いる場合, 3 体ポテンシャル演算子の作用は以下のように評価できます。

†20 別名, 高次元模型表現 (high-dimensional model representation; HDMR) とも呼ばれます。
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𝑉𝑖𝑗𝑘|𝜎1𝜎𝑗⋯𝜎𝑓⟩ ≈ 𝑉𝑖𝑗𝑘(𝑥𝜎𝑖
, 𝑥𝜎𝑗

, 𝑥𝜎𝑘
)|𝜎1𝜎2⋯𝜎𝑓⟩ ≕ 𝑉𝜎𝑖𝜎𝑗𝜎𝑘

|𝜎1𝜎2⋯𝜎𝑓⟩ (1.77)

ここで, 𝑥𝜎𝑖
 は自由度 𝑖 の離散変数表示基底の添字 𝜎𝑖 に対応するグリッド

点です。よってこのベクトル行列積は 𝒪︀(𝑑3) の計算量で評価できます。したがって, 

離散変数表示に対して 𝑛 モード表現のすべての項を考慮する場合, 𝑉 |𝜓⟩ の計算量は 

𝒪︀(( 𝑓
𝑛)𝑑𝑛) となり, 多項式時間で評価できます。

では式 (1.76) の右辺を構成する高々 𝑛 体関数をどのように用意するとよいでしょ

うか。まず考えられるのは, 適当な分布からサンプリングされた構造点とエネルギー

の組 (𝒒, 𝐸(𝒒)) を用意しておき, これらを ∑𝑖<𝑗<𝑘 𝑉𝑖𝑗𝑘(𝑞𝑖, 𝑞𝑗, 𝑞𝑘) の形式で表される関

数でフィッティングすることです。[16]
†21

 そして, より一般的なのは,

𝑉𝑖(𝑞𝑖) + 𝑉𝑗(𝑞𝑗) + 𝑉𝑘(𝑞𝑘) + 𝑉𝑖𝑗(𝑞𝑖, 𝑞𝑗) + 𝑉𝑖𝑘(𝑞𝑖, 𝑞𝑘) + 𝑉𝑗𝑘(𝑞𝑗, 𝑞𝑘) + 𝑉𝑖𝑗𝑘(𝑞𝑖, 𝑞𝑗, 𝑞𝑘)

= 𝑉 (0, …, 0, 𝑞𝑖, 0, …, 0, 𝑞𝑗, 0, …, 0, 𝑞𝑘, 0, …, 0)
(1.78)

を満たすように, 𝑖, 𝑗, 𝑘 以外の自由度を参照構造で固定して評価するものです。
†22

 こ

こで 𝑛 体項は包除原理に基づいて決定されます。(図 1-7 参照) まずはじめに, 参照

構造のエネルギーが 0 つまり, 𝑉 (𝟎) = 0 となるようにシフトしておきます。つぎに, 

参照構造における一次元の断面を

𝑉 (0, …, 0, 𝑞𝑖, 0, …, 0) ≕ 𝑉𝑖(𝑞𝑖) (1.79)

として定義します。2 次元の断面も 𝑉𝑖𝑗(𝑞𝑖, 𝑞𝑗) も 𝑉 (0, …, 0, 𝑞𝑖, 0, …, 0, 𝑞𝑗, 0, …, 0) とし

て定義したいところですが, こうすると, 𝑉𝑖(𝑞𝑖) と 𝑉𝑗(𝑞𝑗) の寄与も含んでしまいます。

したがって, 包除原理を考えて,

𝑉𝑖𝑗(𝑞𝑖, 𝑞𝑗) = 𝑉 (0, …, 0, 𝑞𝑖, 0, …, 0, 𝑞𝑗, 0, …, 0) − 𝑉𝑖(𝑞𝑖) − 𝑉𝑗(𝑞𝑗) (1.80)

として定義します。3 次元の断面 𝑉𝑖𝑗𝑘(𝑞𝑖, 𝑞𝑗, 𝑞𝑘) も同様に,

𝑉𝑖𝑗𝑘(𝑞𝑖, 𝑞𝑗, 𝑞𝑘) = 𝑉 (0, …, 0, 𝑞𝑖, 0, …, 0, 𝑞𝑗, 0, …, 0, 𝑞𝑘, 0, …, 0)

−𝑉𝑖(𝑞𝑖) − 𝑉𝑗(𝑞𝑗) − 𝑉𝑘(𝑞𝑘) + 𝑉𝑖𝑗(𝑞𝑖, 𝑞𝑗) + 𝑉𝑖𝑘(𝑞𝑖, 𝑞𝑘) + 𝑉𝑗𝑘(𝑞𝑗, 𝑞𝑘)
(1.81)

として定義します。このようにして, 𝑛 体項を包除原理に基づいて再帰的に決定する

ことができます。

†21 この方法は特にランダムサンプリング高次元模型表現 (random sampling high-dimensional model representation; 
RS-HDMR) と呼ばれます。

†22 この方法は特に切断高次元模型表現 (cut high-dimensional model representation; cut-HDMR) と呼ばれます。
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図 1-7 包除原理

次に, 𝑛 モード表現のグリッド表示について考えてみます。式 (1.76) の左辺をすべ

ての離散変数表示グリッド点について評価するには 𝑑𝑓  回の電子状態計算が必要で

自由度に対して指数関数的に増大します。一方で右辺について眺めてみると, 一体項

は 𝑓𝑑 回の電子状態計算で評価できます。二体項は (𝑓
2)𝑑2 回の電子状態計算で評価

できます。三体項は (𝑓
3)𝑑3 回の電子状態計算で評価できます。したがって, 𝑛 モード

表現のグリッド表示については, ( 𝑓
𝑛)𝑑𝑛 回の電子状態計算で評価できます。

†23

1.4.2. 系-熱浴模型

本節では, 系-熱浴模型を考えます。ここでいう系とは電子励起準位など最も

興味のある量子準位を指し, 熱浴とは分子内や分子間の振動を指すことにします。ま

ず, どのようにして, 節 1.3.4 で考えた断熱基底 |𝜑𝑖⟩ と断熱エネルギー 𝐸𝑖 から透熱

基底 |𝜓𝑖⟩ と透熱ポテンシャルおよび透熱結合 𝑉𝑖𝑗 を求めればよいかを考えます。こ

の操作は透熱化 (diabatisation) と呼ばれ, 断熱基底 |𝜑𝑖⟩ と透熱基底 |𝜓𝑖⟩ を結ぶ

ユニタリ変換

|𝝍⟩ = 𝑺(𝑸)|𝝋⟩ (1.82)

をどのように求めるかが問題となります。結論から言うと, 𝑺(𝑸) の決め方に正解は

なく, さまざまな方法が提案されています。一つめは, 微分結合ベクトル 𝒅𝑖𝑗 を

最小化するような 𝑺(𝑸) を求める方法です。この方法は, 伝搬透熱化 (propagation 

diabatisation) と呼ばれ, 微分結合ベクトルを直接計算できる場合に有効です。𝑺(𝑸) 

†23 正確には, 𝑛 体項が 𝑚(𝑚 < 𝑛) 体項と共通するグリッド点をもつ場合は, その点は評価を省略できます。例えば調和振動
子の離散変数表示基底を使った場合, 𝑑 が奇数ならば必ず原点を含むため, 1 + 𝑓(𝑑 − 1) + (𝑓

2)(𝑑 − 1)2 + (𝑓
3)(𝑑 − 1)3 +

… + ( 𝑓
𝑛)(𝑑 − 1)𝑛 回の電子状態計算で評価できます。また基準振動座標のように対称性を有する座標系の場合は, モード

によっては対称性を活用して計算回数を減らすこともできます。
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は非断熱結合が 0 になるような参照構造 𝑸0 で 𝑺(𝑸0) = 𝑰 として定めたあと, 以下

の微分方程式を 𝑸 に沿って積分することで求められます。

∇𝑸𝑺(𝑸) = −𝒅(𝑸)𝑺(𝑸)

∴ 𝑺(𝑸 + Δ𝑸) = exp(− ∫
𝑸+Δ𝑸

𝑸
d𝑸′𝒅(𝑸′))𝑺(𝑸)

(1.83)

参照構造の選び方や, 積分路の取り方に依存するため, 厳密な意味で一意には定まり

ません。また大域的に位相を揃える必要がある点も注意が必要です。導出や具体的な

実装までは文献 [17–19] が参考になります。

二つめは, 透熱基底の分子軌道の描像が 𝑸 に対して, 一貫するように 𝑺(𝑸) を求

める方法です。例えば, 遷移双極子モーメントなどに基づいて 𝑺(𝑸) を求める方法が

あります。[20]

また, 三つ目は, 透熱基底のポテンシャルエネルギー曲面ができるだけ滑らかにな

るように 𝑺(𝑸) を求める方法です。断熱ポテンシャル面はエネルギー固有値である

という情報でしかないため, 例えばエネルギー面が交差するような場合, 急激に傾き

が変化することがあります。そこでニューラルネットワークが関数を滑らかに内挿

するという性質を利用して, 透熱ポテンシャル面を構築する方法もあります。[21] 他

にも透熱化については述べられないほどの先人たちのアイディアがあります。詳しく

はレビュー論文 [22] などを参照されたいです。

1.4.2.1. 線形振電結合模型

電子状態と振動状態の相互作用である振電 (vibronic) 相互作用を組み込むもっ

とも単純な模型である, 線形振電結合 (linear vibronic coupling; LVC) 模型は透

熱結合を核座標 𝑄𝑖 の一次式で近似します。
†24

𝑉𝛼𝛼(𝑸) = 𝐸𝛼 + ∑
𝑓

𝑖=1
(𝜅𝑖

𝛼𝑄𝑖 + ℎ𝜔𝑖
2

𝑄2
𝑖 )

𝑉𝛼𝛽(𝑸) = 𝐽𝛼𝛽 + ∑
𝑓

𝑖=1
𝜆𝑖

𝛼𝛽𝑄𝑖

(1.84)

𝐽𝛼𝛽 は透熱ハミルトニアンの非対角成分の定数項, 𝜆𝑖
𝛼𝛽 は 𝑄𝑖 に対する一次の微分係

数に対応します。ただし, 図 1-4 に示したように核波束が到達しうる領域にポテン

シャル面の交差点がある場合など, 𝑉12 を 1 次式で近似できない場合も多いです。そ

の場合は先述したように透熱化によって 𝑉𝛼𝛽(𝑸) を記述すべきです。𝜅𝑖
𝛼 は変位調和

†24 vibronic は「振動子 (vibrational)」と「電子 (electronic)」を合成した造語です。



38  1. 化学と量子多体系

振動子 (displaced harmonic oscillator; DHO) のパラメータとしても解釈でき

ます。平方完成することにより

𝜅𝑖
𝛼𝑄𝑖 + ℎ𝜔𝑖

2
𝑄2

𝑖 = ℎ𝜔𝑖
2

(𝑄𝑖 + 𝜅𝑖
𝛼

ℎ𝜔𝑖
)

2

−
(𝜅𝑖

𝛼)2

2ℎ𝜔𝑖

= ℎ𝜔𝑖
2

{(𝑄𝑖 −
√

2𝑔𝑖
𝛼)

2
− 2(𝑔𝑖

𝛼)2}

(1.85)

となります。これは調和振動子を 
√

2𝑔𝑖
𝛼 = − 𝜅𝑖

𝛼
ℎ𝜔𝑖

 だけ平行移動したものと解釈できま

す。次のような状況を考えましょう。
†25

1. ある参照構造 (例えば電子基底状態の最安定構造) における振動状態の角周波数 

𝜔𝑖 と基準振動座標 𝑄𝑖 が得られました。

2. ある電子状態 𝛼 を構造最適化して得られた座標を基準振動座標系 𝑄𝑖 で表現する

と, 参照構造に対してどのくらい平行移動したかを表すパラメータ 𝑔𝑖
𝛼 が得られ

ました。

状態 𝛼 と 参照構造の間の無次元化相対変位の二乗和

∑
𝑓

𝑖=1
(𝑔𝑖

𝛼)2 (1.86)

はファン・リース (Huang-Rhys) 因子と呼ばれます。再配向 (reorganisation) エ

ネルギー 𝜆𝛼 あるいは, ストークス (Stokes) シフト 𝑆𝛼 は, ファン・リース因子の

二乗和を用いて以下のように表されます。

𝑆𝛼 = 2𝜆𝛼 = 2ℎ ∑
𝑓

𝑖=1
𝜔𝑖(𝑔𝑖

𝛼)2 (1.87)

これは, 参照構造から
√

2𝑔𝑖
𝛼 だけ変位させると, 励起状態の調和振動子は ℎ𝜔𝑖(𝑔𝑖

𝛼)2
 だ

けエネルギーが上昇し, 基底状態の調和振動子は ℎ𝜔𝑖(𝑔𝑖
𝛼)2

 だけエネルギーが下降す

ることに由来します。

1.4.2.2. ファン・リース因子の分布としてのスペクトル密度

以上の議論は気相中の単分子についての議論でしたが, 溶媒, 結晶あるいは多数の

分子内振動を含む比較的大きな系にも通じます。もし, 多数の振動モードが電子遷移

と結合している場合, 振動周波数の分布は連続的なものとみなせます。そのような場

合には, スペクトル密度 (spectral density) を導入すると都合がよいです。スペク

†25 この文脈でのみ無次元座標を 𝑔𝑖 = √𝜔𝑖
2ℎ𝑞𝑖 とする流儀を採用します。
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図 1-8 変位調和振動子

トル密度 𝐽𝛼(𝜔) は, 振動周波数 𝜔 における振動子の密度を表し, 以下のように離散

化できます。

𝐽𝛼(𝜔) = ∑
𝑓

𝑖=1
(𝑔𝑖

𝛼)2𝛿(𝜔 − 𝜔𝑖) (1.88)

さらに, スペクトル密度を周波数に対して積分すると, 再配向エネルギーが得られま

す。

𝜆𝛼 = ℎ ∫
∞

0
d𝜔𝜔𝐽𝛼(𝜔) (1.89)

この式は式 (1.87) に示した再配向エネルギーの定義と一致します。 𝐽(𝜔) について

は模型がいくつか提案されており, 例えば, デバイ (Debye) スペクトル密度は

𝜔𝐽𝛼(𝜔) = 2𝜆𝛼
𝜋ℎ

𝜔𝑐
𝜔2 + 𝜔2

𝑐
(1.90)

となります。ここで, 𝜔𝑐 は特徴周波数 (characteristic frequency) です。
†26

 スペク

トル密度と変位調和振動子, 溶媒緩和との関係などは参考文献 [23] の 3,6,7 章を参

照されたいです。

1.4.2.3. 熱浴相関関数としてのスペクトル密度

系-熱浴結合演算子が線形

†26 arctan の積分に帰着させることで 𝜆𝛼 が取り出せることを確認できます。
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𝐵̂ = 1
ℎ

∑
𝑖

𝜅𝑖𝑄𝑖 = ∑
𝑖

𝜅𝑖√
2
(𝑎𝑖 + 𝑎†

𝑖) (1.91)

で与えられるとき, この演算子の相関関数を考えます。 ここで 𝐵̂ の単位が角周波数 

𝜔𝑖 と一致するように ℎ で割ってあります。ハイゼンベルク描像では,

𝑖ℎd𝑎𝑖
d𝑡

= [𝑎𝑖, 𝐻̂] = [𝑎𝑖, ∑
𝑖

ℎ𝜔𝑖(𝑎†
𝑖𝑎𝑖 + 1

2
)] = ℎ𝜔𝑖𝑎 (∵ [𝑎𝑖, 𝑎

†
𝑗] = 𝛿𝑖𝑗)

∴ 𝑎𝑖(𝑡) = exp(−𝑖𝜔𝑖𝑡)𝑎𝑖(0)

(1.92)

となります。同様に, 𝑎†
𝑖 (𝑡) = exp(𝑖𝜔𝑖𝑡)𝑎

†
𝑖 (0) となります。これらを用いて, 𝐵̂(𝑡) の相

関関数を計算すると,

𝐶𝐵(𝑡) = ⟨𝐵̂(𝑡)𝐵̂(0)⟩ = ∑
𝑓

𝑖=1

𝜅2
𝑖

2ℎ2 [(𝑛𝑖 + 1)𝑒−𝑖𝜔𝑖𝑡 + 𝑛𝑖𝑒𝑖𝜔𝑖𝑡] (1.93)

となります。ここで 𝑛𝑖 はボーズ・アインシュタイン (Bose-Einstein) 分布であり, 次

のように表されます。

𝑛𝑖 = 1
exp(𝛽ℎ𝜔𝑖) − 1

(= ⟨𝑎†
𝑖 (0)𝑎𝑖(0)⟩) (1.94)

デルタ関数のフーリエ変換表示

𝛿(𝜔) = 1
2𝜋

∫
∞

−∞
d𝑡𝑒𝑖𝜔𝑡 (1.95)

に注意して, 相関関数 𝐶𝐵(𝑡) を逆フーリエ変換すると, 次式を得ます。

ℱ︀−1[𝐶𝐵(𝑡)] = ∑
𝑓

𝑖=1

𝜅2
𝑖

2ℎ2 [(𝑛𝑖 + 1)𝛿(𝜔 − 𝜔𝑖) + 𝑛𝑖𝛿(𝜔 + 𝜔𝑖)] (1.96)

ゼロ温度 (𝛽 → ∞) では 𝑛𝑖 = 0 となり, 次式を得ます。

ℱ︀−1[𝐶𝐵(𝑡)] = ∑
𝑓

𝑖=1

𝜅2
𝑖

2ℎ2 𝛿(𝜔 − 𝜔𝑖) = ∑
𝑓

𝑖=1
𝜔2𝑔2

𝑖 𝛿(𝜔 − 𝜔𝑖) (1.97)

これは式 (1.88) のスペクトル密度を 𝜔2 倍したものに一致します。流儀によっては, 

こちらをスペクトル密度と呼ぶこともあります。特に, 相関関数が以下のような指数

減衰するような系を考えてみます。

𝐶𝐵(𝑡) = 2𝜆
ℎ

exp(−𝜔𝑐 |𝑡|) (1.98)
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(energy)
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Continuous Debys spectral density

JDebye( ) = 2 c
2
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(energy)

J(
)

Discrete spectral density

図 1-9 デバイスペクトル密度 (エネルギースケール) の離散化

この相関関数は実偶関数であるから, 逆フーリエ変換すると,

ℱ︀−1[𝐶𝐵(𝑡)] = 2𝜆
𝜋ℎ

∫
∞

0
d𝑡 exp(−𝜔𝑐𝑡) cos(𝜔𝑡) = 2𝜆

𝜋ℎ
𝜔𝑐

𝜔2
𝑐 + 𝜔2 (1.99)

となり, 式 (1.90) のスペクトル密度に一致します。なお, 文献によっては, スペクト

ル密度をエネルギーの次元をもつ量として,

𝐽Debye(𝜉) = 2𝜆𝜉𝜉𝑐
𝜉2
𝑐 + 𝜉2 (1.100)

と表すこともあります。この場合, 離散化した式は

𝐽(𝜉) = 𝜋
2

∑
𝑓

𝑖=1
𝜅2

𝑖 𝛿(𝜉 − 𝜉𝑖) (1.101)

に対応し, 式 (1.90) のスペクトル密度 𝐽(𝜔) と比較して

𝜉 = ℎ𝜔

𝐽(𝜉) = 𝜋𝜉𝜔𝐽(𝜔)

𝜆 = ∫
∞

0
d𝜉𝐽(𝜉)

𝜋𝜉
= ℎ ∫

∞

0
d𝜔𝜔𝐽(𝜔)

(1.102)

の関係があることを注意します。

1.4.2.4. 連続スペクトル密度関数から再び線形振電結合模型へ

連続スペクトル密度関数 𝐽(𝜔) によって定義される調和振動子熱浴をもつ量子多

体系を考えます。系–熱浴ハミルトニアンは次のように与えられます。
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𝐻̂ = 𝐻̂sys + 𝐻̂bath + 𝐻̂sys-bath

𝐻̂bath = ∫
𝑥max

0
d𝑥𝑔(𝑥)𝑎†

𝑥𝑎𝑥

𝐻̂sys-bath = 𝐴 ∫
𝑥max

0
d𝑥ℎ(𝑥)(𝑎𝑥 + 𝑎†

𝑥)

(1.103)

ここで 𝐴 は系の演算子（例：𝐴 = |𝑖⟩⟨𝑖|）, 𝑥 は連続変数の添字で特に物理的な意味は

ない無次元量です。𝑔(𝑥) と ℎ(𝑥) の意味を考えてみます。どちらもエネルギーの次元

をもつ量であることは明らかです。さらに, 𝑔(𝑥) は積分変数を離散化すると, 𝜉 = ℎ𝜔 

に対応するはずです。さらに, ℎ(𝑥) も同様に, 𝜅√
2  に対応するはずです。𝑥 に物理的な

意味はないので, 簡単のために,

𝑥 : 0 → 1

Δ𝑥 = 1
𝑁

𝑥𝑖 = 𝑖Δ𝑥

(1.104)

として離散化してみよう。このとき,

𝑔(𝑥) = 𝜉max
𝑥

Δ𝑥
(1.105)

とおくと,

∫
1

0
d𝑥𝑔(𝑥) = ∑

𝑁

𝑖=1
𝑔(𝑥𝑖)Δ𝑥 = 𝜉max ∑

𝑁

𝑖=1
𝑖Δ𝑥 (1.106)

∫
1

0
d𝑥ℎ(𝑥)

√
2 = ∑

𝑁

𝑖=1
ℎ(𝑥𝑖)

√
2Δ𝑥 (1.107)

となります。式 (1.106) はエネルギー周波数 𝜉max までの調和振動子に離散化したこ

とに対応します。そして, 𝑖 番目の調和振動子のエネルギー周波数は 𝜉𝑖 = 𝜉max
𝑖
𝑁  とな

ります。また, 系-熱浴結合を表す 𝜅 の離散化は,

𝜅𝑖 = ℎ(𝑥𝑖)
√

2Δ𝑥 (1.108)

となると都合がよいです。いま, スペクトル密度 𝐽(𝜉) が連続関数として与えられて

それを離散化することを考えます。 式 (1.101) のスペクトル密度を離散化を参照す

れば,

𝜅𝑖 = √2
𝜋

𝐽(𝜉𝑖)𝐶𝜆 (1.109)
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になると都合がよいです。したがって,

ℎ(𝑥𝑖) = √𝐽(𝜉𝑖)
𝜋

𝐶𝜆
Δ𝑥

(1.110)

のような関係があるはずです。ここで 𝐶𝜆 は再配向エネルギー 𝜆 (例えば, 電子励起

によって溶媒や分子配置が変化することで安定化されるエネルギー) を保存するた

めに導入した比例定数です。連続スペクトル密度を離散化したときに, 再配向エネル

ギーが保存することを要請します。 𝜉𝑖
2 𝑄2 の調和振動子を 𝑄 = 𝜅𝑖

𝜉𝑖
 だけ変位させるエ

ネルギーが再配向エネルギー 𝜆 になるので,

𝜆 = ∑
𝑁

𝑖=1

𝜅2
𝑖

2𝜉𝑖
= ∑

𝑁

𝑖=1

1
𝜋

𝐽(𝜉𝑖)
𝜉𝑖

𝐶2
𝜆

∴ 𝐶𝜆 =
√

 𝜆

∑𝑁
𝑖=1

1
𝜋

𝐽(𝜉𝑖)
𝜉𝑖

∴ 𝜅𝑖 =
√




2𝜆 𝐽(𝜉𝑖)
∑𝑁

𝑖=1
𝐽(𝜉𝑖)

𝜉𝑖

(1.111)

のようにとれば, 再配向エネルギーが保存するように離散化され

𝐻̂bath = ∑
𝑁

𝑖=1
𝜉𝑖(𝑃 2

𝑖 + 𝑄2
𝑖 )

𝐻̂sys-bath = 𝐴 ∑
𝑁

𝑖=1
𝜅𝑖𝑄𝑖

(1.112)

の線形振電相互作用の形に帰着できます。ただし, 𝜉𝑖 = ℎ𝜔𝑖 であり, ゼロ点エネル

ギー (定数項) を補正しました。

1.4.2.5. 鎖マッピングについて

線形振電結合模型は熱浴モード間の結合はありませんが, 系と熱浴モードはすべ

て結合しています。とある変数変換をかけることで, この模型は隣接相互作用形式の

ハミルトニアンに変換できます。

𝐻sys-bath + 𝐻bath = 𝐴𝑐0(𝑏†
0 + 𝑏0) + ∑

𝑁

𝑛=1
(𝜔𝑛𝑏†

𝑛𝑏𝑛 + 𝑡𝑛𝑏†
𝑛+1𝑏𝑛 + 𝑡𝑛𝑏𝑛𝑏†

𝑛+1)(1.113)

この変形は鎖マッピング (chain mapping) と呼ばれます。例えばランチョス法を

使った方法 [24–26] や直交多項式を使った方法 [27] がありますが, 本質は直交多項
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式の漸化式の性質やランチョス法のヘッセンベルグ行列が三重対角行列になる性質

を利用しています。鎖マッピングは振動モードの解釈性を失ってしまいますが, ハミ

ルトニアンの相互作用が局所的なものになるためテンソルネットワークのスケーラ

ビリティを上げられる可能性があります。
†27

1.4.2.6. 複数の系からなるハミルトニアン

さらに系が 𝑁  個の二準位系からなる場合を考えてみよう。(例: 𝑁  個の励起子) 

𝛼𝑛 ∈ {1, 2} (𝑛 = 1, ⋯, 𝑁) とし, 𝑖 番目の二準位系と結合している振動子の数を 𝑓𝑖 と

すれば, 全体のハミルトニアンは

𝐻̂ = ∑
𝑁

𝑛=1
𝐻̂𝑛 + ∑

𝑛≠𝑚
𝐻̂𝑛,𝑚

𝐻̂𝑛,𝑚 = ∑
𝛼𝑛∈{1,2}

∑
𝛼𝑚∈{1,2}

𝐽𝛼𝑛𝛼𝑚
𝑐†
𝛼𝑛

𝑐𝛼𝑚

𝐻̂𝑛 = 𝐻̂sys−𝑛 + 𝐻̂bath−𝑛 + 𝐻̂sys-bath−𝑛

𝐻̂sys−𝑛 = ∑
𝛼𝑛∈{1,2}

𝐸𝛼𝑛
𝑐†
𝛼𝑛

𝑐𝛼𝑛
+ ∑

𝛼𝑛≠𝛼′
𝑛

𝐽𝛼𝑛𝛼′
𝑛
𝑐†
𝛼𝑛

𝑐𝛼′
𝑛

𝐻̂bath−𝑛 = ∑
𝛼𝑛∈{1,2}

𝑐†
𝛼𝑛

𝑐𝛼𝑛
∑
𝑓𝑛

𝑖=1
ℎ𝜔𝑖

𝛼𝑛
(𝑏̂†

𝛼𝑛,𝑖𝑏̂𝛼𝑛,𝑖 + 1
2
)

𝐻̂sys-bath−𝑛 = ∑
𝛼𝑛∈{1,2}

𝑐†
𝛼𝑛

𝑐𝛼𝑛
∑
𝑓𝑛

𝑖=1

𝜅𝑖
𝛼𝑛√
2

(𝑏̂†
𝛼𝑛,𝑖 + 𝑏̂𝛼𝑛,𝑖)

(1.114)

となりヒルベルト空間は 𝑁  個の電子状態 (2𝑁  次元) と 𝑓1 + ⋯ + 𝑓𝑁  個の振動子 

(𝑑𝑁×𝑓  次元) の直積空間となり巨大な量子多体系を構成します。(節 3.2.1 で説明し

ます。)

1.4.3. ラジカル対模型

ラジカル対とは異なる分子に局在化した二つの不対電子スピンと, それらを囲む

数十個の原子核スピンからなる系のことを指し, 電子スピンを系, 原子核スピンをス

ピン熱浴とみなして扱われます。電子スピンの緩和スケールはナノ (10−9) 秒からマ

イクロ秒 (10−6 秒) 程度であり, 分子振動や電子励起子の運動スケールはフェムト秒 

(10−15 秒) からピコ秒 (10−12 秒) 程度で, 電子スピンの方が圧倒的に遅いです。した

がって, 電子スピンの動力学を考えるときは, 原子核運動や電子励起子の量子力学的

†27 ただし文献 [26] では比較した結果あまり効果がなかったという結論もあります。
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な振る舞いを積分によって周辺化したマルコフ近似で扱うことが多いです。
†28

 一般

的に分子の基底状態は閉殻, すなわち偶数個の電子が 2 個ずつ分子軌道に占有され

ています。そこに光を照射させると, 片方の電子は励起されます。さらに, 周囲に電

子供与分子があれば, 電子が分子間を移動することで, 二つの分子に一つずつ局在化

します。二つの電子は

span{|↑↑⟩, |↑↓⟩, |↓↑⟩, |↓↓⟩} (1.115)

の四つの状態を張ります。二つの電子は 𝑆1 ⋅ 𝑆2 の固有状態となるように回転させる

と便利です。

|𝑆⟩ = |𝑆 = 0, 𝑀𝑆 = 0⟩ = 1√
2
(|↑↑⟩ − |↓↓⟩)

|𝑇+⟩ = |𝑆 = 1, 𝑀𝑆 = 1⟩ = |↑↑⟩

|𝑇0⟩ = |𝑆 = 1, 𝑀𝑆 = 0⟩ = 1√
2
(|↑↓⟩ + |↓↑⟩)

|𝑇−⟩ = |𝑆 = 1, 𝑀𝑆 = −1⟩ = |↓↓⟩

(1.116)

のような基底を用いて表現する方が一般的です。

交換相互作用 (exchange interaction) は次式で与えられます。

𝐻̂J = −2𝐽𝑆1 ⋅ 𝑆2 (1.117)

ここで, 𝐽  は交換積分に対応しており, 一重項状態と三重項状態のエネルギー差は 

2𝐽  になります。

双極子相互作用 (dipolar interaction) は点-双極子近似 (point-dipole 

approximation) を用いて次式で与えられます。

𝐻̂D = 𝑺⊤
1 · 𝑫 · 𝑺2

𝑫 = 𝜇0
4𝜋

(𝛾eℎ)2

𝑟3 (𝟙 − 3𝒓⊤𝒓)
(1.118)

ここで, 𝜇0 は真空の透磁率, 𝒓 は二つの電子スピンの相対ベクトルの単位ベクトルで

す。点-双極子近似では, 双極子相互作用が電子の距離の 3 乗に反比例するほか, 相対

的な位置による異方的 (anisotropic) な相互作用を産み出します。𝟙 − 3𝒓⊤𝒓 の固有値

は常に 1, 1, −2 であるため, 双極子相互作用はスカラー 𝐷 を用いて

†28 もちろん, 高磁場環境下など電子スピンの反転にかかるエネルギースケールが低周波分子振動のエネルギースケールと
近い場合は, 両者を同時に量子力学的に扱うスピン-ボソン模型 (spin-boson model) などを用いることで, スピン格子
緩和を正確に考慮することができます。
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図 1-10 ラジカル対のエネルギー準位図

𝑫 =

[


−2𝐷

3
0
0

0
−2𝐷

3
0

0
0

4𝐷
3 ]





𝐷 = −3𝜇0
8𝜋

(𝛾eℎ)2

𝑟3 < 0

(1.119)

のように表すこともあります。このとき, 三重項状態の縮退が解け, |𝑇+⟩, |𝑇−⟩ は |𝑇0⟩ 
よりもエネルギーが 2|𝐷| だけ高くなります。交換相互作用と双極子相互作用を合わ

せて電子スピン間の結合テンソル

𝑪 = 𝑫 − 2𝐽𝟙 (1.120)

と表すことができます。

電子スピン共鳴分光実験では, 磁場の強さを掃引することで, 電子スピンのエネル

ギー準位の変化を観測します。このとき, ゼーマン相互作用によってリフトされるこ

とで異なるエネルギー準位が交差するような磁場を与えると, 蛍光収率が大幅に変

化することがあります。この現象を磁場効果 (magnetic field effect; MFE) と呼

びます。図 1-10にラジカル対のエネルギー準位図を示しました。電子スピン共鳴の

文脈ではエネルギーをmT単位で表すことが多いです。これは本来磁場の強さの単位

ですが, 磁場が電子に与えるゼーマン相互作用によりエネルギーへ換算されます。し

たがって, 𝐽  や 𝑫 のエネルギー量を mT 単位で表すときは, 磁気回転比とプランク

定数の積 𝛾eℎ で割ることで換算できます。特に ℎ = 1 として省略されることも多い

ので注意が必要です。

一般にスピン多重度の異なる電子準位間で遷移が起きるためには, 原子核ス
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ピンとの相互作用が必要です。
†29

 ラジカル対問題の文脈では超微細相互作用 

(hyperfine interaction) は特に原子核スピンと電子スピンの相互作用を表し, 次

式で与えられます。

𝐻̂A = 𝑺⊤ · 𝑨 · 𝑰 (1.121)

ここで, 𝐴 ∈ ℝ3×3 は超微細結合定数です。

これらの相互作用をふまえて, ラジカル対のハミルトニアンは次式で与えられ

ます。

𝐻̂tot = 𝐻Z + 𝐻J + 𝐻D + 𝐻A

𝐻Z = −𝑩⊤

(
𝛾e ∑

2

𝑖=1
𝑺𝑖 + ∑

2

𝑖=1
∑
𝑁𝑖

𝑗=1
𝛾𝑖,𝑗

n 𝑰𝑖,𝑗
)


𝐻J = −2𝐽𝑺⊤
1 · 𝑺2

𝐻D = 𝑺⊤
1 · 𝑫 · 𝑺2

𝐻A = ∑
2

𝑖=1
∑
𝑁𝑖

𝑗=1
𝑺𝑖 · 𝑨𝑖,𝑗 · 𝑰𝑖,𝑗

(1.122)

原子核スピンの磁気回転比は電子スピンのそれよりも 1000 倍程度小さいですから, 

原子核スピン間の超微細相互作用は通常無視されます。さらに, 𝐼 > 1 の原子核スピ

ンの四極子相互作用も通常無視されます。また, ゼーマン相互作用の 𝑔 因子も本来は

異方性をもちますが, 低磁場領域では 𝑨, 𝑫 の異方性と比較して小さいため, 等方的 

(isotropic) な磁気回転比として扱うことが多いです。

スピン選択的な緩和を考えるときは, ハバーコーン (Haberkorn) 模型を考えま

す。[28] ハバーコーン模型は次の歪エルミート演算子で与えられます。

𝐻̂K = −𝑖ℎ
2

(𝑘𝑆𝑃𝑆 − 𝑘𝑇 𝑃𝑇 ) (1.123)

ここで, 𝑘𝑆, 𝑘𝑇  はスピン選択的な緩和率です。時間依存シュレディンガー方程式

𝑖ℎ 𝜕
𝜕𝑡

𝜓 = 𝐻̂K𝜓 (1.124)

の両辺を 𝑖ℎ で割ると,

†29 他にも, 電子のスピン軌道結合 (spin-orbit coupling) や 𝑔 因子の相違などによって, 異なるスピン多重度間の遷移が誘
発されますが, ラジカル対を構成するような有機分子の場合, 原子核スピンの寄与が支配的です。
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𝜕
𝜕𝑡

𝜓 = −1
2
(𝑘𝑆𝑃𝑆 − 𝑘𝑇 𝑃𝑇 )𝜓 (1.125)

となります。この方程式を解くと,

|𝜓(𝑡)|2 = exp(−(𝑘𝑆 + 𝑘𝑇 )𝑡) |𝜓(0)|2 (1.126)

となることから, 𝑘𝑆 と 𝑘𝑇  が速度定数と対応していることが確認できます。そして特

に, 𝑘 = 𝑘𝑆 = 𝑘𝑇  のときは, 𝐻̂K ∝ 𝟙̂ となり, ハミルトニアンと可換になるので, 計算

結果に exp(−𝑘𝑡) という因子を乗じているのと等価です。

1.5. 周波数領域と時間領域の双対性

時間依存シュレディンガー方程式による量子動力学と, 時間非依存シュレディ

ンガー方程式による固有状態計算は表裏一体の関係にあります。すなわち, 時間発展

方程式を解くことによって, 固有エネルギーを推定することもできます。時間非依存

計算における静的な観測量は, 固有エネルギーや固有状態波動関数の密度, 重なり積

分, 期待値などの量になります。時間依存計算の場合も同様に, 時間変数 𝑡 の自由度

をもった, 密度, 重なり積分, 期待値などでもよいです。時間依存計算の場合は, この

他に, 相関関数を計算することで時間非依存系との対応を見出すこともできます。ま

ず, 量子力学の教科書に登場する, フェルミの黄金律を思い出してみましょう。この

式は, 一次の時間依存摂動理論から導出される遷移確率を与える式であり, 次式で与

えられます。

𝑇f←i = 2𝜋
ℎ

|⟨𝜓f|𝑉 |𝜓i⟩|2 𝛿(𝐸f − 𝐸i − ℎ𝜔) (1.127)

ここで, 𝑉  は周波数 𝜔 で振動する摂動演算子 (例えば, 双極子演算子 𝜇̂ · 𝐸) で 𝜓f, 𝜓i 

はそれぞれ終状態と始状態の波動関数で, 𝐸f, 𝐸i はそれぞれの固有エネルギーです。

さらに, 吸収スペクトル強度は次の式で表現できます。
†30

𝐼(𝜔) = 𝜋𝜔
3𝑐𝜀0ℎ2 ∑

𝑛
|⟨𝜓𝑛|𝜇̂|𝜓i⟩ |2 𝛿(ℎ𝜔 − 𝐸𝑛 + 𝐸i) (1.128)

この値は時間非依存計算によって, 固有対 (𝐸𝑛, 𝜓𝑛) をすべて求め, 初期状態 𝜓i を固

有状態で展開して評価することも可能です。しかしながら, 高エネルギー吸収などを

みようとした場合は, クリロフ部分空間法で下の固有状態から順に計算する必要が

あり, 骨の折れる計算となります。特に低周波振動を多数含む場合は, 低エネルギー

†30 気相や液相では自由回転しているため 3 成分の双極子モーメントは平均化されるため, 1
3  倍される。入射平面波の時間

平均強度が 1
2𝑐𝜀0𝐸2

0  となるため, その規格化の都合で電場強度の 2 乗が消え, 分母に𝑐𝜀0 が現れる。本質的なのはパワー
スペクトルにエネルギーを乗じたものが吸収スペクトル強度に比例するという点である。
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準位の数が膨大で現実的ではありません。一方で, 時間領域において時間依存シュレ

ディンガー方程式を解くことによって, 吸収強度や遷移確率を評価することもでき

ます。まず, 次式で与えられる波動関数 Ψ のパワースペクトル (power spectrum) 

関数を考えてみましょう。

𝜎(𝐸) = ⟨Ψ|𝛿(𝐸 − 𝐻̂)|Ψ⟩ (1.129)

ここで, 𝛿(𝐸 − 𝐻̂) はデルタ関数で, 𝐸 はエネルギーです。いま, Ψ が 𝐻̂ の固有状態 

|𝜓𝑖⟩ の線形結合で表されているとき,

Ψ = ∑
𝑛

𝑖=1
𝑐𝑖|𝜓𝑖⟩ (1.130)

となるから,

𝜎(𝐸) = ∑
𝑛

𝑖=1
|𝑐𝑖|2 𝛿(𝐸 − 𝐸𝑖) (1.131)

となります。つまり, エネルギー 𝐸 の状態の重みの関数として表現できます。デルタ

関数のフーリエ変換表示

𝛿(𝜔) = 1
2𝜋

∫
∞

−∞
d𝑡𝑒𝑖𝜔𝑡 (1.132)

を代入してみましょう。

𝜎(𝜔) = 1
2𝜋

∫
∞

−∞
d𝑡⟨Ψ|𝑒𝑖(𝐸−𝐻̂)𝑡|Ψ⟩

= 1
2𝜋

∫
∞

−∞
d𝑡𝑒𝑖𝐸𝑡⟨Ψ(0)|Ψ(𝑡)⟩

= 1
2𝜋

∫
∞

−∞
d𝑡𝑒𝑖𝐸𝑡𝑎(𝑡)

(1.133)

これは, 自己相関関数 (autocorrelation function) 𝑎(𝑡) = ⟨Ψ(0)|Ψ(𝑡)⟩ の逆フー

リエ変換になっています。特に, 原子核波束動力学など, ハミルトニアンおよび初期

状態が実である場合は, 以下のような変形により, 時刻 𝑡
2  までの情報で時刻 𝑡 の自己

相関関数を評価することができます。
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𝑎(𝑡) = ⟨Ψ(0)|Ψ(𝑡)⟩

= ⟨Ψ(0)|exp(−𝑖𝐻̂𝑡)|Ψ(0)⟩

= ⟨Ψ(0)|exp(−𝑖𝐻̂ 𝑡
2
) exp(−𝑖𝐻̂ 𝑡

2
)|Ψ(0)⟩

= ⟨(exp(−𝑖𝐻̂ 𝑡
2
)Ψ(0))

∗
|exp(−𝑖𝐻̂ 𝑡

2
)Ψ(0)⟩ (∵ 𝐻̂† = 𝐻̂∗, Ψ(0) = Ψ(0)∗)

= ⟨Ψ( 𝑡
2
)

∗
|Ψ( 𝑡

2
)⟩

(1.134)

非平衡系では自己相関は十分な時間発展後に消失し, ゼロになりますが, 振動状態な

どの場合は自己相関は周期的に振動することになります。このようなとき, 𝑡 ∈
(−∞, ∞) での積分は困難になります。そこで実用的には以下の条件を満たす窓関数 

𝑔(𝑡) を導入します。

0 ≤ 𝑔(𝑡) ≤ 1, 𝑔(0) = 1, 𝑔(𝑡) = 0 for |𝑡| > 𝑇 , 𝑔(𝑡) = 𝑔(−𝑡) (1.135)

例えば,

𝑔(𝑡) = cos2( 𝜋𝑡
2𝑇

)𝜃(𝑇 − |𝑡|) (1.136)

などがよく用いられます。このとき, パワースペクトルは

𝑎(−𝑡) = ⟨Ψ(0)|𝑒𝑖𝐻̂𝑡|Ψ(0)⟩ = ⟨Ψ(𝑡)|Ψ(0)⟩ = [𝑎(𝑡)]∗ (1.137)

の関係から

𝜎𝑔(𝐸) = 1
2𝜋

∫
𝑇

−𝑇
d𝑡𝑔(𝑡)𝑎(𝑡)𝑒𝑖𝐸𝑡

= 1
𝜋

Re[∫
𝑇

0
d𝑡𝑔(𝑡)𝑎(𝑡)𝑒𝑖𝐸𝑡]

(1.138)

と表現できます。ですから
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∑
𝑛

|⟨𝜓𝑛|𝜇̂|𝜓i⟩ |2 𝛿(ℎ𝜔 − 𝐸𝑛 + 𝐸i)

= ∑
𝑛

⟨𝜓i|𝜇̂†|𝜓𝑛⟩𝛿(ℎ𝜔 + 𝐸i − 𝐸𝑛)⟨𝜓𝑛|𝜇̂|𝜓i⟩

= ⟨𝜓i|𝜇̂†𝛿(ℎ𝜔 + 𝐸i − 𝐻̂)𝜇̂|𝜓i⟩

= ⟨𝜓𝜇|𝛿(ℎ𝜔 + 𝐸i − 𝐻̂)|𝜓𝜇⟩

= 𝜎𝜓𝜇
(ℎ𝜔 + 𝐸i)

(1.139)

の形になります。ここで, 𝜓𝜇 = 𝜇̂𝜓i で, 𝜎𝜓𝜇
(𝐸) = ⟨𝜓𝜇|𝛿(𝐸 − 𝐻̂)|𝜓𝜇⟩ です。したがっ

て, 以下のような方針で吸収スペクトルを評価することができます。重要なのは, こ

の計算では ∑𝑛 が消えていることからわかる通り, すべての固有状態を明示的に計

算する必要がないことです。

1. 変分最適化などによって基底状態 𝜓i とそのエネルギー 𝐸i を求める。

2. 双極子演算子 𝜇̂ を用意する。

3. 双極子演算子を作用させた状態 𝜓𝜇 を時刻 0 の波動関数として用意する。

4. 𝜓𝜇 を時間依存シュレディンガー方程式にしたがって時間発展させる。

5. このとき自己相関関数 𝑎(𝑡) = ⟨𝜓𝜇(0)|𝜓𝜇(𝑡)⟩ = ⟨𝜓𝜇( 𝑡
2)∗|𝜓𝜇( 𝑡

2)⟩ を評価する。

6. 自己相関関数を逆フーリエ変換してパワースペクトル 𝜎𝜓𝜇
(𝐸) を得る。(必要に応

じて窓関数をかける。)

7. パワースペクトル関数を基底状態のエネルギー 𝐸i 分だけシフトする。

8. シフトしたパワースペクトル関数に周波数を乗じたものが吸収スペクトル強度に

比例する。

1.6. ヒルベルト空間からリウヴィル空間へ

前節で述べた物理量の計算は基底状態の波動関数や, それに双極子演算子を作用

させた状態を単一の初期状態として考えており, その一つの量子軌跡を考慮してい

ました。有限温度における統計平均や多数の量子状態測定を必要とする場合などは, 

複数の波動関数の軌跡を考慮する必要があります。このような計算においては, 純粋

状態 (pure-state) の波動関数ではなく, 混合状態 (mixed-state) を表す密度行

列 (density matrix) 𝜌 を用います。密度行列は, 純粋状態 |𝜓⟩ に対して

𝜌 = |𝜓⟩⟨𝜓| (1.140)

で与えられます。一方で, 混合状態は複数の純粋状態 |𝜓𝑖⟩ の統計的混合として
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𝜌 = ∑
𝑖

𝑝𝑖|𝜓𝑖⟩⟨𝜓𝑖| (1.141)

で与えられます。ここで, 𝑝𝑖 は各純粋状態の確率であり, ∑𝑖 𝑝𝑖 = 1 を満たします。例

えば, 逆温度 𝛽 での熱平衡密度行列は

𝜌 =
exp(−𝛽𝐻̂)

𝑍

𝑍 = tr(exp(−𝛽𝐻̂))
(1.142)

で与えられます。これは密度行列の基底として, ハミルトニアンのエネルギー固有状

態を選べば,

𝜌 ∝ ∑
𝑁

𝑖=1
exp(−𝛽𝐸𝑖)|𝜓𝑖⟩⟨𝜓𝑖| (1.143)

のようなボルツマン重み付きの密度行列になることからも確認できます。

密度行列の時間発展は, フォンノイマン・リウヴィル (von Neumann–Liouville) 

方程式

𝑖ℎ 𝜕
𝜕𝑡

𝜌 = [𝐻̂, 𝜌] (1.144)

で与えられます。ここで, [𝐴, 𝐵] = 𝐴𝐵 − 𝐵𝐴 は交換子です。この方程式は, 時間依存

シュレディンガー方程式

𝑖ℎ 𝜕
𝜕𝑡

|𝜓⟩ = 𝐻̂|𝜓⟩ (1.145)

から以下のように導出されます。

𝑖ℎ 𝜕
𝜕𝑡

𝜌 = 𝑖ℎ 𝜕
𝜕𝑡

(|𝜓⟩⟨𝜓|)

= (𝑖ℎ 𝜕
𝜕𝑡

|𝜓⟩)⟨𝜓| + |𝜓⟩(𝑖ℎ 𝜕
𝜕𝑡

⟨𝜓|)

= 𝐻̂|𝜓⟩⟨𝜓| − |𝜓⟩⟨𝜓|𝐻̂

= [𝐻̂, 𝜌]

(1.146)

密度行列の時間発展は, 完全正値トレース保存写像 (completely positive trace-
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preserving map; CPTP map) として表現されます。
†31

リウヴィル空間での数値

計算は以下の関係式を用いることで, 密度行列をベクトル化し, ベクトル化した密度

行列に対して交換子を線形演算子に変換することで行うことができます。

vec(𝐴𝜌𝐵) = 𝐵⊤ ⊗ 𝐴 vec(𝜌) (1.147)

例えば,

vec([𝐻̂, 𝜌]) = (𝟙 ⊗ 𝐻̂ − 𝐻̂⊤ ⊗ 𝟙) vec(𝜌) (1.148)

となりますから,

̂̂ℒ︀ = 𝟙 ⊗ 𝐻̂ − 𝐻̂⊤ ⊗ 𝟙 (1.149)

と定義すると

𝑖ℎ 𝜕
𝜕𝑡

vec(𝜌) = ̂̂ℒ︀ vec(𝜌) (1.150)

の形に帰着され, これは時間依存シュレディンガー方程式の形になっています。ここ

で

vec(𝜌) = [𝜌11 𝜌12 ⋯ 𝜌1𝑁 𝜌21 𝜌22 ⋯ 𝜌2𝑁 ⋯ 𝜌𝑁1 𝜌𝑁2 ⋯ 𝜌𝑁𝑁 ]⊤ (1.151)

のように密度行列の要素を平坦化したものを vec(𝜌) としました。ただし, ベクトル

化された 𝜌 の大きさは 𝜓 の大きさの二乗ですから, 次元の呪いに対してさらに敏感

になることに注意が必要です。

また演算子 𝑂̂ の期待値は次のような関係式で与えられます。

⟨𝑂̂⟩(𝑡) = ∑
𝑁

𝑖=1
𝑝𝑖⟨𝜓𝑖(𝑡)|𝑂̂|𝜓𝑖(𝑡)⟩ = tr(𝜌(𝑡)𝑂̂) (1.152)

これは 𝑁  本の量子軌跡の重み付き平均期待値とみなせます。

実は, 純粋状態も熱浴と見做した自由度について部分対角和 (partial trace) を

とることで混合状態として表現できます。すなわち, 熱浴自由度と系自由度をもつ純

粋状態の波動関数

|𝜓⟩ = ∑
𝑖,𝑗

𝑐𝑖𝑗|𝑆⟩𝑖|𝐵⟩𝑗 (1.153)

の密度行列について, 熱浴の自由度に関して部分対角和をとると

†31 密度行列がエルミート行列で固有値が非負であること, 対角和が保存することに加えてアフィン性 𝜌(0) = 𝑝𝜌1(0) +
(1 − 𝑝)𝜌2(0) ⇒ 𝜌(𝑡) = 𝑝𝜌1(𝑡) + (1 − 𝑝)𝜌2(𝑡) も成立します。完全正値とは, これに加えて任意の補助系を加えた合成系 
𝜌𝐴𝐵 において Γ𝐴 ⊗ 𝟙𝐵 のような写像を施しても固有値が非負であることを指します。
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𝜌 = tr𝐵[ ∑
𝑖,𝑗,𝑘,𝑙

𝑐𝑖𝑗𝑐∗
𝑘𝑙|𝑆⟩𝑖|𝐵⟩𝑗⟨𝑆|𝑘⟨𝐵|𝑙]

= ∑
𝑖,𝑘

𝑝𝑖𝑘|𝑆⟩𝑖⟨𝑆|𝑘

𝑝𝑖𝑘 = ∑
𝑗

𝑐𝑖𝑗𝑐∗
𝑘𝑗

(1.154)

となり, 混合状態として表現できます。特にこうした密度行列を縮約密度行列 

(reduced density matrix; RDM) と呼びます。
†32

余談: 二準位系におけるブロッホ球と純粋状態と混合状態

二準位系の任意の密度行列, すなわち, トレースが 1 の 2 × 2 のエルミート行列 

𝜌 は三つの観測変数 ⟨𝜎𝑥⟩, ⟨𝜎𝑦⟩, ⟨𝜎𝑧⟩ を用いて

𝜌 = 1
2
(𝟙̂ + ⟨𝜎𝑥⟩𝜎̂𝑥 + ⟨𝜎𝑦⟩𝜎̂𝑦 + ⟨𝜎𝑧⟩𝜎̂𝑧) (1.155)

の形で表現できます。ここで, 純粋状態の場合

⟨𝜎𝑥⟩2 + ⟨𝜎𝑦⟩2 + ⟨𝜎𝑧⟩2 = 1 (1.156)

となり, ブロッホ球の表面上にあり, 混合状態の場合は

⟨𝜎𝑥⟩2 + ⟨𝜎𝑦⟩2 + ⟨𝜎𝑧⟩2 < 1 (1.157)

となり, ブロッホ球の内部にあることを確認します。例えば, 𝜌 が

𝜌 = [𝑝
0

0
1 − 𝑝] (1.158)

のように記述できる場合,

tr(𝜌2) = 𝑝2 + (1 − 𝑝)2 = 2𝑝2 − 2𝑝 + 1 (1.159)

†32 電子状態計算ではクーロン積分や交換積分などの二電子積分を 2RDM と呼ぶことがありますが, これは第二量子化演
算子の作用しない軌道に関しては周辺化していることに由来します。
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となりますが, 一方で

tr(𝜌2) = 1
2
(1 + ⟨𝜎𝑥⟩2 + ⟨𝜎𝑦⟩2 + ⟨𝜎𝑧⟩2)

(∵ 𝜎̂𝑎𝜎̂𝑏 = 𝛿𝑎𝑏𝟙 + 𝑖𝜀𝑎𝑏𝑐𝜎̂𝑐, tr(𝜎̂𝑎) = 0, tr(𝟙̂) = 2)
(1.160)

とも記述できますから

𝑝2 − 𝑝 + 1
4
(1 − (⟨𝜎𝑥⟩2 + ⟨𝜎𝑦⟩2 + ⟨𝜎𝑧⟩2)) = 0

∴ 𝑝 =
1 ± √⟨𝜎𝑥⟩2 + ⟨𝜎𝑦⟩2 + ⟨𝜎𝑧⟩2

2

(1.161)

より, 確かに ⟨𝜎𝑥⟩2 + ⟨𝜎𝑦⟩2 + ⟨𝜎𝑧⟩2 = 1 のとき 𝑝 = 0, 1 となり純粋状態になって

いることが確認できます。よく混同されがちな波動関数の重ね合わせ状態につ

いて考えてみます。

|𝜓⟩ = 𝑒𝑖𝛿
2 [cos(𝜃

2
)𝑒𝑖𝜑

2 |↑⟩ + sin(𝜃
2
)𝑒−𝑖𝜑

2 |↓⟩] (1.162)

に関する密度行列は

𝜌 = |𝜓⟩⟨𝜓| = [
cos2(𝜃

2)
cos(𝜃

2) sin(𝜃
2)𝑒−𝑖𝜑

cos(𝜃
2) sin(𝜃

2)𝑒𝑖(𝛿+𝜑)

sin2(𝜃
2)

]

= 1
2
[1 + cos(𝜃)
sin(𝜃)𝑒−𝑖𝜑

sin(𝜃)𝑒𝑖𝜑

1 − cos(𝜃)]

(1.163)

となります。 一方で

𝜌 = 1
2
[

1 + ⟨𝜎𝑧⟩
⟨𝜎𝑥⟩ − 𝑖⟨𝜎𝑦⟩

⟨𝜎𝑥⟩ + 𝑖⟨𝜎𝑦⟩
1 − ⟨𝜎𝑧⟩

] (1.164)

ですから
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⟨𝜎𝑥⟩2 + ⟨𝜎𝑦⟩2 + ⟨𝜎𝑧⟩2 = (sin(𝜃) cos(𝜑))2 + (sin(𝜃) sin(𝜑))2 + cos2(𝜃)

= 1
(1.165)

となり重ね合わせ状態 (純粋状態) がブロッホ球の表面上にあることが確認でき

ます。この議論は 𝑆 = 1
2  のスピン系に限らず任意の二準位系について成り立ち

ます。

1.7. 変分法と時間発展と厳密対角化

基底と解くべき問題の解像度が上がってきましたが, もう一度抽象化して, ここで

は, 有限次元で基底展開された波動関数のエネルギー準位や時間発展を厳密に求め

る方法を考えます。規格化された試行波動関数 𝜓 のエネルギー期待値は

⟨𝐸⟩ = ⟨𝜓|𝐻̂|𝜓⟩ = ∫ d𝜏𝜓∗𝐻̂𝜓 (1.166)

で与えられます。𝜓 を真の基底状態に近づけるためには, エネルギー期待値

を最小化するような, 𝜓 を求めればよいです。
†33

 いま, |𝜓⟩ が 𝑛 個の規格直交基底 

(orthonormal basis) で展開されているとします。
†34

|𝜓⟩ = 𝐶1|𝜎1⟩ + 𝐶2|𝜎2⟩ + ⋯ + 𝐶𝑛|𝜎𝑛⟩

|𝐶1|2 + |𝐶2|2 + ⋯ + |𝐶𝑛|2 = 1
(1.167)

式 (1.166) を最小化するような複素数 𝐶𝑖 の組は,

𝐻𝑖𝑗 = ⟨𝜎𝑖|𝐻̂|𝜎𝑗⟩ (1.168)

を行列要素とする表現行列の固有値問題を解くことで求められます。𝐻𝑖𝑗 ∈ ℂ𝑛×𝑛 の

固有対 (𝐸𝑖, |𝜓𝑖⟩) について固有値が昇順に並んでいるとすると, |𝜓⟩ = |𝜓0⟩ が基底状

態の波動関数であり, 𝐸0 が基底エネルギーに対応します。また任意の励起状態も同

時に得られます。時間依存シュレディンガー方程式

𝑖ℎ 𝜕
𝜕𝑡

𝜓 = 𝐻̂𝜓 (1.169)

もまた, 対角化によって解くことができます。式 (1.169) の解は

†33 励起状態は, より下の励起状態および基底状態の直交補空間の中で再びエネルギー期待値を最小化するように再帰的に
計算できます。

†34 簡単のため, 規格直交性 ⟨𝜎𝑖|𝜎𝑗⟩ = 𝛿𝑖𝑗 を仮定しますが, 電子状態計算において原子核位置を中心とするガウス型基底を
用いる場合は, 重なり積分も考慮する必要があります。
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|𝜓(𝑡)⟩ = exp(𝐻̂
𝑖ℎ

𝑡)|𝜓(0)⟩ (1.170)

で与えられるから, 時間推進演算子 (propagator) 𝑈(𝑡) = exp( 𝐻̂
𝑖ℎ𝑡) を有限次元で評

価できればよいです。行列指数関数の定義は以下の通りです。

exp(𝐴) = 𝐼 + 𝐴 + 𝐴2

2!
+ 𝐴3

3!
+ ⋯ = ∑

∞

𝑘=0

𝐴𝑘

𝑘!
(1.171)

前処理として, 𝐴 を対角化して 𝐴 = 𝑉 †Λ𝑉  と表すと,

𝐴𝑘 = 𝑉 †Λ𝑉 𝑉 †Λ𝑉 ⋯𝑉 †Λ𝑉 = 𝑉 †Λ𝑘𝑉 (1.172)

であるから, 恒等演算子の分解 (resolution of identity; RI) 𝟙̂ = ∑𝑁
𝑖=1|𝜓𝑖⟩⟨𝜓𝑖| を時間

推進演算子の前後に挿入すると,

|𝜓(𝑡)⟩ = 𝑈(𝑡)|𝜓(0)⟩

= ∑
𝑛

𝑖=1
|𝜓𝑖⟩⟨𝜓𝑖|𝑈(𝑡) ∑

𝑛

𝑗=1
|𝜓𝑗⟩⟨𝜓𝑗|𝜓(0)⟩

= ∑
𝑛

𝑖=1
|𝜓𝑖⟩ exp(𝐸𝑖

𝑖ℎ
𝑡) ∑

𝑛

𝑗=1
𝛿𝑖𝑗⟨𝜓𝑗|𝜓(0)⟩

= ∑
𝑛

𝑖=1
exp(𝐸𝑖

𝑖ℎ
𝑡)𝑐𝑖(0)|𝜓𝑖⟩

(1.173)

のように評価できます。つまり, 任意の時刻 𝑡 における波動関数 |𝜓(𝑡)⟩ は, 初期

波動関数 |𝜓(0)⟩ の各固有状態成分 𝑐𝑖(0) = ⟨𝜓𝑖|𝜓(0)⟩ の時間発展の和として表されま

す。また, 波動関数の時間発展は時間依存変分原理 (time-dependent variational 

principle; TDVP)

⟨𝛿𝜓|𝑖ℎ 𝜕
𝜕𝑡

− 𝐻̂|𝜓⟩ = 0 (1.174)

に基づいて, 変分的に求めることもできます。いま, 波動関数が時間に依存しない規

格直交基底 |𝜎𝑖⟩ の線形結合で表されるとします。

|𝜓⟩ = 𝒄|𝝈⟩ = ∑
𝑛

𝑖=1
𝑐𝑖(𝑡)|𝜎𝑖⟩ (1.175)

このとき, 波動関数の変分は

|𝛿𝜓⟩ = 𝛿𝒄|𝝈⟩ (1.176)
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で与えられるから, 式 (1.174) は

𝛿𝒄†(𝑖ℎ ̇𝒄 − 𝐻𝒄) = 0 (1.177)

となり, 任意の 𝛿𝒄† に対して成立するためには,

𝑖ℎ ̇𝒄 = 𝐻𝒄 (1.178)

を満たす必要があります。ただし, 𝐻 は 𝐻̂ の基底 |𝜎𝑖⟩ による表現行列です。この

運動方程式を解くことによっても, 波動関数の時間発展を求めることができます。さ

て, 厳密解は, 表現行列の対角化により得られると述べました。しかし, ヒルベルト

空間の大きさ 𝑛 は自由度に対して指数関数的に増大するうえ, 対角化の計算量は一

般に 𝒪︀(𝑛3) です。一方で, すべての励起状態が必要ない場合であったり, あるいは任

意の時刻 𝑡 の時間発展が必要ない場合は, 例えば, 試行ベクトル 𝒄 と表現行列の作

用素 𝐻 の積 𝒪︀(𝑛2) の反復計算によって, 基底状態や低励起状態, あるいは短時間ス

テップ幅での時間発展を対角化なしで効率的に求めることができます。また, 対角化

は一般に表現行列の全要素を必要としますが, 変分的手法から導出される反復法で

は, 作用素と試行ベクトルの積 𝐻𝒄 のみを評価できればよいため, 後述するテンソル

ネットワークの圧縮性を活かした効率的な計算も可能となります。

1.8. クリロフ部分空間法

クリロフ (Krylov) 部分空間法はモンテカルロ (Monte Carlo) 法や高速フーリエ

変換 (fast Fourier transform; FFT) と並び 20 世紀を代表する 10 大アルゴリズムの

一つに数えられます。クリロフ部分空間法は主に, 巨大な疎行列 𝐴 の固有値問題 𝐴 =
𝑃−1Λ𝑃  や線形方程式 𝐴𝑥 = 𝑏 を反復法により効率良く解くために用いられます。特

に, 量子多体系においては, ハミルトニアンの表現行列 𝐻𝑖𝑗 は一般に非常に大きな疎

行列となるうえ, 我々の興味のある物理は基底状態といくつかの低エネルギー励起

状態に限られるため, クリロフ部分空間法が非常に有効です。また, クリロフ部分空

間法は作用素と試行ベクトルの積を繰り返し計算するだけで済むため, 次章で述べ

るテンソルネットワークの変分最適化や時間発展に際しても, 作用素の全成分を明

示的に計算する必要がないというメリットがあります。

1.8.1. レイリー・リッツ法

レイリー・リッツ (Rayleigh–Ritz) 法は, 部分空間内で固有対を近似的に求める

クリロフ部分空間法の基礎となる手法です。いま適当な 𝑛 × 𝑛 の行列 𝐻 の 𝑚(< 𝑛) 
本の固有ベクトル 𝝍1, 𝝍2, ⋯, 𝝍𝑚 に対して, 𝑛 × 𝑚 の行列
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Ψ = [𝝍1 𝝍2 ⋯ 𝝍𝑚] (1.179)

を考えます。このとき

𝐻[𝝍1 𝝍2 ⋯ 𝝍𝑚] = [𝝍1 𝝍2 ⋯ 𝝍𝑚]

[



𝐸1

0
⋮
0

0
𝐸2
⋮
0

⋯
⋯
⋮
⋯

0
0
⋮

𝐸𝑚]





∴ 𝐻Ψ = Ψ𝐸

(1.180)

が成立します。いま, Ψ を長さ 𝑛 の 𝑚 本の規格直交ベクトル 𝒗1, 𝒗2, ⋯, 𝒗𝑚 の空間

𝑉 = [𝒗1 𝒗2 ⋯ 𝒗𝑚] (1.181)

と適当な 𝑚 × 𝑚 の回転行列 𝑈  を用いて

Ψ = 𝑉 𝑈 (1.182)

と表します。このとき, 式 (1.180) は

𝐻𝑉 𝑈 = 𝑉 𝑈𝐸
∴ 𝑉 †𝐻𝑉 𝑈 = 𝑈𝐸

∴ 𝐻̃𝑈 = 𝑈𝐸
(1.183)

となります。ここで, 𝐻̃ は 𝐻 の 𝑉  による部分空間への射影であり, 𝑚 × 𝑚 の小さ

な行列です。この式は, 式 (1.180) において 𝐻 → 𝐻̃, Ψ → 𝑈  と置き換えたものと同

じ形をしています。つまり, もし仮に, 𝐻̃ の固有値が 𝐸 となるような都合の良い射

影 𝑉  を見つけることができれば, 𝐻̃ の固有値問題を解くことで, 𝑈, 𝐸 を求めること

ができ, Ψ = 𝑉 𝑈  によって元の固有ベクトルも復元できます。この都合の良い射影 𝑉  

の構成法こそ, クリロフ部分空間法による対角化です。次節で 𝐻 の最大あるいは最

小固有値を求める場合を例に, クリロフ部分空間が都合の良い射影 𝑉  となる理由を

示します。

1.8.2. べき乗法からクリロフ部分空間へ

べき乗法 (power method) は, 行列の絶対値が最大となる固有値および, その

固有ベクトルを求めるための反復法です。具体的には, 初期ベクトル 𝒗0 を与えられ

たとき, 次のように反復を行います。

1. 𝒗𝑘+1 = 𝐴𝒗𝑘 を計算します。

2. 𝒗𝑘+1 = 𝒗̃𝑘+1
|𝒗̃𝑘+1|  と規格化します。

3. 収束するまで 1.2.を繰り返します。収束したときの 𝒗𝑘 が最大固有値に対応する

固有ベクトルの近似となります。
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No, 𝑘 = 𝑘 + 1

Yes

𝒗0, 𝑘 = 0 𝒗𝑘+1 = 𝐴𝒗𝑘

𝒗𝑘+1 = 𝒗̃𝑘+1
|𝒗̃𝑘+1|

|𝒗𝑘+1 − 𝒗𝑘| < 𝜀 ?

𝝍max = 𝒗𝑘+1

Λmax = |𝒗𝑘+1|

図 1-11 べき乗法

簡単に理由を示すと, 初期ベクトルが

𝒗0 = ∑
𝑛

𝑖=1
𝑐𝑖𝝍𝑖 (1.184)

と 𝐴 の固有ベクトル 𝝍𝑖 の線形結合で表されていたとき,

𝒗𝑘 ∝ (𝐴𝑘)𝑘𝒗0 = ∑
𝑛

𝑖=1
𝑐𝑖Λ𝑘

𝑖 𝝍𝑖

= Λ𝑘
max(𝑐max𝝍max + ∑

𝑖≠ max
𝑐𝑖(

Λ𝑖
Λmax

)
𝑘

𝝍𝑖) →
𝑘→∞

Λ𝑘
max𝑐max𝝍max

(1.185)

となるから, 規格化された 𝒗𝑘 は 𝐴 の最大固有値に対応する固有ベクトル 𝝍max に

収束し, 𝐴𝝍max = Λmax𝝍max となるから, 最大固有値は Λmax = |𝐴𝝍max| と評価できま

す。したがって, この手法は, 特にノルムが最大の固有値が他の固有値よりも大きく

離れている場合に有効です。また, 固有状態は作用素の対角シフト 𝐴′ = 𝐴 − 𝜎𝐼 を用

いることで, 収束速度を改善したり, 最小固有値を狙い撃ちして, 求めることもでき

ます。また, 特定のスペクトル領域 𝜎 を狙い撃ちするには, 対角シフトした作用素の

逆行列 (𝐴 − 𝜎𝐼)−1 に対してべき乗法を適用することで, 𝜎 に最も近い固有値を求め

ることができます。
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虚時間発展 (imaginary time propagation) 法もまた, べき乗法の一種とみな

すことができ, 時間依存シュレディンガー方程式を時間ステップ幅 −𝑖Δ𝑡 で更新し

ます。

|𝑣(𝑖Δ𝑡)⟩ = exp(−𝐴
ℎ

Δ𝑡)|𝑣(0)⟩

= ∑
𝑛

𝑖=1
exp(−Λ𝑖

ℎ
Δ𝑡)𝑐𝑖|𝜓𝑖⟩

= exp(−Λmin
ℎ

Δ𝑡)(𝑐min|𝜓min⟩ + ∑
𝑖≠ min

exp(−Λ𝑖 − Λmin
ℎ

Δ𝑡)𝑐𝑖|𝜓𝑖⟩)

→
Δ𝑡→∞

exp(−Λmin
ℎ

Δ𝑡)𝑐min|𝜓min⟩

(1.186)

すると, 規格化された時刻 𝑖Δ𝑡 における状態は 𝐴 の最小固有値に対応する固有ベク

トル |𝜓min⟩ に収束します。
†35

 また, べき乗法は部分空間が 1 次元 span{𝐴𝑘𝑣0} であ

るレイリー・リッツ法とも解釈できます。

クリロフ部分空間は, べき乗法を広げた部分空間であり,

𝒦︀𝑛(𝐴, 𝑣) = span{𝑣, 𝐴𝑣, 𝐴2𝑣, ⋯, 𝐴𝑛−1𝑣} (1.187)

で定義され, 最大固有値だけでなく, いくつかの周辺の固有値も同時に求めることが

できます。

1.8.3. アーノルディ過程

アーノルディ (Arnoldi) 過程は, クリロフ部分空間の基底を直交化しながら生成

する手法であり, 特に量子多体系においては, ハミルトニアンの表現行列が非エル

ミート行列, エルミート行列を問わず適用できます。最終的には

𝒦︀𝑛(𝐴, 𝑣0) = span{𝑣0, 𝐴𝑣0, 𝐴2𝑣0, ⋯, 𝐴𝑛−1𝑣0} = span{𝑣0, 𝑣1, ⋯, 𝑣𝑛−1} (1.188)

を用意することが目標です。ここで, 𝑣𝑖 と 𝑣𝑗 は規格直交しています。まず, 規格化さ

れた初期ベクトル 𝑣0 から始めます。このとき,

𝒦︀1(𝐴, 𝑣0) = span{𝑣0} (1.189)

†35 虚時間発展法は, 基底状態を求めるのみならず, 有限温度状態を求める際に exp(−𝛽𝐻) の作用を効率的に評価するため
にも用いられます。
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です。次に, 作用素 𝐴 とすでに用意されたクリロフ基底 𝑣0 の積 𝑣1 = 𝐴𝑣0 を計算し

ます。このとき, クリロフ部分空間は

𝒦︀2(𝐴, 𝑣0) = span{𝑣0, 𝑣1} (1.190)

に広がります。ここで, 𝑣1 は 𝑣0 は直交していませんから, グラム・シュミット直交

化を行います。すなわち, 𝑣1 から 𝑣0 の 𝑣1 方向への射影, すなわち ⟨𝑣0|𝑣1⟩ を引いて

規格化したものを 𝑣1 とします。

𝑣1 →
orthogonalise

𝑣1 − ⟨𝑣0|𝑣1⟩𝑣0 →
normalise

𝑣1 (1.191)

ここで, 内積を ℎ1,1 = ⟨𝑣0|𝑣1⟩ = ⟨𝑣0|𝐴𝑣0⟩ と表すことにします。また, 規格化したと

きの系数を ℎ2,1 = |𝑣1 − ℎ1,1𝑣0| と表すことにします。このとき, 𝑣0 と 𝑣1 は規格直交

しており,

𝒦︀2(𝐴, 𝑣0) = span{𝑣0, 𝑣1} (1.192)

と書けます。また,

𝐴𝑣0 − ℎ1,1𝑣0 = ℎ2,1𝑣1 ⇔ 𝐴𝑣0 = ℎ1,1𝑣0 + ℎ2,1𝑣1 (1.193)

の関係から,

[𝑣†
0

𝑣†
1
]𝐴[𝑣0] = [

ℎ1,1
ℎ2,1

] (1.194)

となります。

同様に, 作用素 𝐴 とクリロフ基底 𝑣1 の積 𝑣2 = 𝐴𝑣1 を計算し, グラム・シュミッ

ト直交化を行い, 𝑣2 を得ます。

𝐴𝑣1 − ℎ2,1𝑣0 − ℎ2,2𝑣1 = ℎ3,2𝑣2 (1.195)

の関係から,

[


𝑣†

0

𝑣†
1

𝑣†
2]




𝐴[𝑣0 𝑣1] =

[

ℎ1,1

ℎ2,1
0

ℎ2,1
ℎ2,2
ℎ3,2]




(1.196)

となります。

この操作を繰り返すことで, 最終的には
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𝐴[𝑣0, 𝑣1, ⋯, 𝑣𝑛] = [𝑣0, 𝑣1, ⋯, 𝑣𝑛+1]

[






ℎ1,1

ℎ2,1
0
⋮
0
0

ℎ1,2
ℎ2,2
⋱
⋱
0
0

⋯
⋯
⋱
⋱
⋱
0

ℎ1,𝑛−1
ℎ2,𝑛−1

⋮
⋮

ℎ𝑛,𝑛−1
0

ℎ1,𝑛
ℎ2,𝑛

⋮
⋮

ℎ𝑛,𝑛
ℎ𝑛+1,𝑛]









⇔ 𝑉 †
𝑛+1𝐴𝑉𝑛 = 𝐻𝑛+1,𝑛

(1.197)

を得ます。ここで, グラム・シュミット直交化のときに計算した, 内積を格納した行

列 𝐻 はヘッセンベルグ行列 (Hessenberg matrix) とよばれ, 式 (1.197) からも

わかるように, ヘッセンベルグ行列は, 作用素 𝐴 をクリロフ部分空間に射影した行

列にもなっています。つまり, 𝐴 に関する固有値問題を解く際は, ヘッセンベルグ行

列を代わりに解き, 得られた固有ベクトルをレイリー・リッツ法の式 (1.183) と同様

に 𝑉  によって復元して上げればよいです。Algorithm 1-1 に 𝑉𝑛 と 𝐻𝑛+1,𝑛 を求め

るアルゴリズムを示します。

Algorithm 1-1 アーノルディ過程

1: procedure Arnoldi(𝐴, 𝑣0, 𝑛, 𝜀) 

2: for 𝑘 ∈ 1, 2, …, 𝑛 do

3: ▷ Extend Krylov space

4: 𝑣𝑘 ← 𝐴𝑣𝑘−1

5: ▷ Gram-Schmidt Orthogonalisation

6: for 𝑖 ∈ 1, 2, …, 𝑘 − 1 do

7: ▷ この内積計算は独立なので並列化可能

8: ℎ𝑖,𝑘 ← ⟨𝑣𝑖|𝑣𝑘⟩

9: end

10: for 𝑖 ∈ 1, 2, …, 𝑘 − 1 do

11: 𝑣𝑘 ← 𝑣𝑘 − ℎ𝑖,𝑘𝑣𝑖
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12: end

13: ℎ𝑘+1,𝑘 ← |𝑣𝑘|

14: 𝑣𝑘+1 ← 𝑣̃𝑘
ℎ𝑘+1,𝑘

15: end

16: return {𝑣}, {ℎ}

17: end

1.8.4. ランチョス法による基底状態計算

ランチョス (Lanczos) 法は, アーノルディ過程のエルミート行列に特化した手法

であり, 量子多体系における基底状態計算に広く用いられています。作用素がエ

ルミート行列である場合, 式  (1.197) に示したようにヘッセンベルグ行列もま

たエルミート行列になります。ヘッセンベルグ行列の ℎ𝑖,𝑗(𝑖 > 𝑗 + 1) はゼロなので, 

エルミート行列であるとき ℎ𝑖,𝑗(𝑗 > 𝑖 + 1) もまたゼロになります。また, エルミート

行列の対角成分は実数なので, ℎ𝑖,𝑖 ≕ 𝛼𝑖 は実数です。さらに, ヘッセンベルグ行列の 

ℎ𝑖+1,𝑖 はベクトルのノルムで定義されていたので, これも実数になります。したがっ

て, ヘッセンベルグ行列がエルミート行列であるとき, ℎ𝑖+1,𝑖 = ℎ𝑖,𝑖+1 ≕ 𝛽𝑖 もまた実

数になります。
†36

 したがって, 𝐴 がエルミート行列であるとき, ヘッセンベルグ行

列 𝐻𝑛 は帯成分に 𝛼𝑖, 𝛽𝑖 をもつ実対称三重対角行列になります。Algorithm 1-2 に

ランチョス法によるエルミート作用素 𝐴 の固有値問題を解くアルゴリズムを示し

ます。

Algorithm 1-2 ランチョス法

1: procedure Lanczos(𝐴, 𝑣0, 𝑛, 𝜀) 

2: 𝛽0 ← |𝑣0|

3: for 𝑘 ∈ 1, 2, …, 𝑛 do

†36 複素吸収ポテンシャルを加えた場合など, ハミルトニアンがエルミート行列と歪エルミート (skew-Hermitian) 行列の
和で記述した場合は, 𝛼𝑖 が虚数になりますが, 三重対角性は維持されるはずです。それ以外の非エルミート作用素の場
合は, アーノルディ過程を用いるべきです。
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4: 𝛼𝑘 ← ⟨𝑣𝑘|𝐴|𝑣𝑘⟩

5: ▷ Extend Krylov space and orthogonalisation

6: if 𝑘 = 1 then

7: 𝑣𝑘 ← 𝐴𝑣𝑘−1 − 𝛼𝑘−1𝑣𝑘−1

8: else  

9: 𝑣𝑘 ← 𝐴𝑣𝑘−1 − 𝛼𝑘−1𝑣𝑘−1 − 𝛽𝑘−2𝑣𝑘−2

10: end

11: 𝛽𝑘 ← |𝑣𝑘|

12: 𝑣𝑘 ← 𝑣𝑘
𝛽𝑘

13: ▷ Diagonalise tridiagonal Hessenberg matrix

14:
𝑇  ← 

(




𝛼1
𝛽1
0
⋮
0

𝛽1
𝛼2
𝛽2
⋱
0

0
𝛽2
⋱
⋱
…

…
…
⋱

𝛼𝑘−1
𝛽𝑘−1

0
0
⋮

𝛽𝑘−1
𝛼𝑘 )





15: (𝐸, 𝑌 ) ← Eigen(𝑇 )

16: if 𝛽𝑛 < 𝜀 then

17: break

18: end

19: end

20: 𝑉  ← [𝑣1 𝑣2 ⋯ 𝑣𝑘]

21: Ψ ← 𝑉 𝑌

22: return (𝐸, Ψ)

23: end
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1.8.5. 固有値計算のための発展的な部分空間

ランチョス法では部分空間 𝒦︀𝑛 を拡張する際に, 新しい直交基底は愚直に 𝐴𝑣𝑘 を 

𝒦︀𝑘 に規格直交化して追加していました。ランチョス法はヘッセンベルグ行列が作用

素 𝐴 をクリロフ部分空間に射影した行列になっているという性質を活かせますが, 

𝒦︀𝑛 における近似的な固有対を求めたときに得られる情報を使っていません。

そこで, 最低固有状態の固有対を効率的に求めるために, 部分空間を改良します。

デービッドソン (Davidson) 法では残差ベクトル

𝑟𝑘 = 𝐴𝑌0 − 𝐸0𝑌0 (1.198)

についての修正方程式 (線形方程式)

(diag(𝐴)𝟙 − 𝐸𝟙)𝑣𝑘+1 = 𝑟𝑘 (1.199)

を解いたあとに, 𝑣𝑘+1 を 𝒦︀𝑘 に対して規格直交化します。ここで, (𝐸0, 𝑌0) は 𝑘 反復

目の部分空間で得られた最低固有対です。理想的には 𝐴 − 𝐸0𝟙 について解きたいで

すが, 𝐴 が巨大な行列のときはそれが困難になるので, 𝐴 の対角成分だけを取り出し

たもので 𝐴 ≈ diag(𝐴) と近似して解きます。
†37

 特にデービッドソン法は 𝐴 の対角

項が支配的なときに有効であることが知られています。[29]

ヤコビ–デービッドソン (Jacobi–Davidson) 法は, 修正方程式を

(𝟙 − 𝑌0𝑌
†

0 )(𝐴 − 𝐸0𝟙)(𝟙 − 𝑌0𝑌
†

0 )𝑣𝑘+1 = 𝑟𝑘 (1.200)

にしたものです。[30] この修正方程式はGMRES法 [31] などの反復法で解かれます。

𝐴 ≈ diag(𝐴) のような近似は使いません。

ランチョス法, デービッドソン法, ヤコビ–デービッドソン法で, 固有値を −1.0 か

ら 1.0 の範囲に等間隔にもつような 101 × 101 の密行列を対角化したときの様子を

図  1-12 に示します。ランチョス法では, 修正方程式を解く必要がないため, 1 ス

テップあたりの計算時間が短くなります。また, 最低固有エネルギーと最大固有エネ

ルギーの両方の方に漸近していく様子がみえます。デービッドソン法も修正方程式

はベクトルの割り算をするだけなので計算量は低いです。ただし, 𝐴 の対角項が支配

的でないので, この系では良い結果は得られません。ヤコビ–デービッドソン法では, 

早期ステップでは初期ベクトルが悪いと, なかなか最低固有エネルギー −1.0 に近づ

きませんが, 一度最低固有エネルギーに近づけば, そのあとは数ステップで計算機誤

†37 ランチョス法は, 修正方程式を diag(𝐴)𝟙 − 𝜃𝑘𝟙 → 𝟙 にしたものに対応します。
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差 (∼ 10−15) 程度に収束していくことがわかります。また, 修正方程式を解く際に反

復法を用いるため計算時間が長くなります。

また電子状態計算では, 低励起状態にも興味があるため, デービッドソン法を求め

たい固有状態 (根) の数だけ部分空間を用意するように拡張したデービッドソン-リ

ウ (Davidson–Liu) 法がよく用いられます。対角化アルゴリズムを網羅的に解説した

邦書として参考文献 [32] を挙げます。

1.8.6. ランチョス法による時間発展

短い時間ステップ幅での時間発展は, ランチョス法を用いて効率的に計算できま

す。これは時間推進演算子が作用素のテイラー展開でうまく近似できるためです。

exp(𝐻̂
𝑖ℎ

Δ𝑡) ≈ ∑
𝑝−1

𝑛=0

( 𝐻̂
𝑖ℎΔ𝑡)

𝑛

𝑛!
(1.201)

大抵の量子動力学計算の場合 𝑝 = 10 程度もあれば十分な精度が得られます。節 1.7

で示したように波動関数の時間発展は次のように与えられます。

|𝜓(Δ𝑡)⟩ = exp(𝐻̂
𝑖ℎ

Δ𝑡)|𝜓(0)⟩ (1.202)

式 (1.202) に式 (1.201) を代入すると,

|𝜓(Δ𝑡)⟩ ≈ ∑
𝑝−1

𝑛=0

(Δ𝑡
𝑖ℎ )𝑛

𝑛!
𝐻̂𝑛|𝜓(0)⟩ (1.203)

となります。これの右辺をよく見ると,

|𝜓(Δ𝑡)⟩ ∈ 𝒦︀𝑝(𝐻̂, |𝜓(0)⟩) = span{|𝜓(0)⟩, 𝐻̂|𝜓(0)⟩, ⋯, 𝐻̂𝑝−1|𝜓(0)⟩} (1.204)

となっていることがわかります。ということは, ランチョス過程 (非エルミート作用

素の場合はアーノルディ過程) を用いて, クリロフ部分空間の規格直交基底 𝑉 =
[𝑣0 𝑣1 ⋯ 𝑣𝑝−1] を用意できれば, 式 (1.202) に恒等演算子の分解 𝟙̂ = ∑𝑝−1

𝑖=0 |𝑣𝑖⟩⟨𝑣𝑖| を
挿入して,

|𝜓(Δ𝑡)⟩ ≈ ∑
𝑝−1

𝑖=0
|𝑣𝑖⟩⟨𝑣𝑖| exp(𝐻̂

𝑖ℎ
Δ𝑡) ∑

𝑝−1

𝑗=0
|𝑣𝑗⟩⟨𝑣𝑗|𝜓(0)⟩

= 𝑉 𝑉 † exp(𝐻̂
𝑖ℎ

Δ𝑡)𝑉 𝑉 †|𝜓(0)⟩

(1.205)
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図 1-12 ランチョス法 (上), デービッドソン法 (中), ヤコビ–デービッドソン法 (下) で, 固有

値を 10, 20, 30, ⋯, 1000 にもつような 100 × 100 の密行列を対角化したときの様子。
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と書けます。Algorithm 1-1 に示したように, |𝜓(0)⟩ が規格化されていれば, クリ

ロフ部分空間の最初の基底は 𝑣0 = |𝜓(0)⟩ であり,

⟨𝑣𝑖|𝜓(0)⟩ = {1 (𝑖 = 0)
0 (𝑖 > 0) (1.206)

が成立します。また, 𝑉 †𝐻̂𝑉 ∈ ℂ𝑝×𝑝 の固有対を (𝐸, 𝑈) とすると,

𝑉 † exp(𝐻̂
𝑖ℎ

Δ𝑡)𝑉 = 𝑈† exp(𝐸
𝑖ℎ

Δ𝑡)𝑈 (1.207)

となります。したがって,

|𝜓(Δ𝑡)⟩ ≈ 𝑉 𝑈† exp(𝐸
𝑖ℎ

Δ𝑡)𝑈

[



1

0
⋮
0]





= 𝑉 𝑈† exp(𝐸
𝑖ℎ

Δ𝑡)𝑈[1 : 𝑝, 1] (1.208)

と して 時 間 発 展 を 評 価 で き ま す。 こ こ で , 𝑉 ∈ ℂ𝑛×𝑝, 𝑈† exp(𝐸
𝑖ℎΔ𝑡)𝑈 ∈ ℂ𝑝×𝑝, 

[1 0 ⋯ 0]⊤ ∈ ℂ𝑝×1 です。このとき, ヘッセンベルグ行列の対角化は必要ですが, せい

ぜい 10 × 10 程度の小行列なので, その計算量はほぼ無視できます。計算複雑性のボ

トルネックはランチョス過程において, 𝐻̂𝑣𝑖 を計算する部分で 𝜓(0) の長さを 𝑁  と

すると行列–ベクトル積の計算量は 𝒪︀(𝑁2) です。また GPU 使用する際にはもう一つ

注意すべき箇所があります。𝑉  と 𝑈† exp(𝐸
𝑖ℎΔ𝑡)𝑈[1 : 𝑝, 1] の積 𝒪︀(𝑁𝑝) を計算する

際, 大きい配列 𝑉  は GPU の VRAM に保存していることが多いですが, 小行列の対

角化を CPU で実行した場合には 𝑈† exp(𝐸
𝑖ℎΔ𝑡)𝑈[1 : 𝑝, 1] は CPU メモリに保存され

ています。したがって, この行列–ベクトル積を評価するには, どちらかを別のメモリ

に通信する必要があり, そこもボトルネックになりうります。この方法は特に短反復

ランチョス (short iterative Lanczos; SIL) 法と呼ばれます。[33] 複素吸収ポテ

ンシャル (complex absorbing potential; CAP) やリウヴィル空間における時間発展

では, 作用素が非エルミート行列となるため, アーノルディ過程を用いる必要があり

ますが, 基本的な考え方は同じです。
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2.

テンソルネットワーク

2.1. テンソルネットワークの歴史

テンソルネットワークは 1992 年に Steven White によって一次元量子多体系を厳

密解に迫る精度で変分的に解く手法として開発されました。[34,35] 古典統計物理で

もテンソルネットワークが使われてきたほか, 物理学の歴史とは独立に情報科学

分野でも高次元データを効率よく圧縮する技術としてテンソル分解が再発見され

ています。近年発展の著しいニューラルネットワークも実は非線形活性化間数を

含まないテンソルネットワークとしてみなすこともできます。テンソルネットワーク

の発展は計算資源の発展とも一心同体であり, 1992年にWhiteが最初に提案した論

文では, 限られた計算資源のもとでいかに正確に量子多体問題を解くべく, 結合次元 

𝑚 = 50 で実証されていましたが, 近年の半導体技術の発展により 2023 年には結合

次元 𝑚 = 65 536 の計算まで実証されています。[36] そしておそらく, 数十年後には

さらに巨大な系でも計算が可能になり, 量子コンピュータによる置き換えも進んで

いるかもしれません。しかしながら量子回路はテンソルネットワークにほかならず, 

既存の古典アルゴリズムと新しい量子アルゴリズムが互いにフィードバックを与え

ながら発展していく時代に突入していくでしょう。

2.2. 多様体とテンソルネットワーク

多様体 (manifold) というと専門的な数学知識を要する印象を抱くかもしれませ

んが, 情報科学, とりわけテンソルネットワークの観点から利用する多様体は限られ

たものです。多様体に関する参考文献として [37] が役に立つでしょう。例を挙げた
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方が理解しやすいでしょうから, まず, もっとも身近でイメージしやすい多様体とし

て2 次元球面を考えてみます。

我々に最も身近な空間である 3 次元ユークリッド空間

ℝ3 = {(𝑥, 𝑦, 𝑧) | 𝑥 ∈ ℝ, 𝑦 ∈ ℝ, 𝑧 ∈ ℝ} (2.1)

の中に半径1の球面があるとします。この球面こそ多様体の一つであり, 集合的な書

き方をするならば

𝒮︀2 = {(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ ℝ3 | 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 1} (2.2)

と表せます。これは 3 次元ユークリッド空間の中に 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 1 という拘束条件

を課した集合とも解釈できます。テンソルネットワークや計算化学で必要な多様体

をあげるとすれば, 𝑛 次直交群 (orthogonal group)

𝑂(𝑛) = {𝑋 ∈ ℝ𝑛×𝑛 | 𝑋⊤𝑋 = 𝐼𝑛} (2.3)

や(実)シュティーフェル多様体 (Stiefel manifold)

St(𝑝, 𝑛) = {𝑋 ∈ ℝ𝑛×𝑝 | 𝑋⊤𝑋 = 𝐼𝑝} (2.4)

や複素シュティーフェル多様体

St(𝑝, 𝑛; ℂ) = {𝑋 ∈ ℂ𝑛×𝑝 | 𝑋†𝑋 = 𝐼𝑝} (2.5)

などが挙げられます。そして後述するように, テンソルネットワーク自身も 

ℝ𝑛1×𝑛2×⋯×𝑛𝑓  や ℂ𝑛1×𝑛2×⋯×𝑛𝑓  という高次元配列データの集合を後述する結合次元 𝑚 

という拘束条件のもとで表現している多様体 ℳ︀𝑚 として解釈することもできます。

2.3. 図表表現と縮約

テンソルネットワークは高次元配列データの添字を「辺」あるいは「脚」, データ

を「頂点」として図表表現することで, アインシュタイン和 (Einstein summation) 

と呼ばれる多数の添字に対する積和演算, すなわち縮約 (contraction) を図形的に

表現することで理解しやすくします。はじめに, ベクトル 𝑣𝑖, 行列 𝑀𝑖𝑗, 3 次元配列 

(特にこの文脈では 3 階テンソルと呼びます) 𝑇𝑖𝑗𝑘 を考えます。またテンソルの添字は

どこに書いても問題ありません。それぞれの図表表現は以下の通りです。

𝑖
𝑣𝑖 = 𝑣 ,  

𝑖 𝑗
𝑀𝑖𝑗 = 𝑀 ,  

𝑖

𝑗

𝑘
𝑇𝑖𝑗𝑘 = 𝑇 𝑗

𝑖𝑘 = 𝑇 (2.6)
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多次元配列の場合, どの脚がどの添字に対応しているかは図表表現では一意に定ま

らないことがあるので, 添字を脚の近くに記述しておきます。すると, 行列–ベクトル

積は次のように書けます。

𝑖 𝑖 𝑗
𝑢𝑖 = ∑

𝑁

𝑗=1
𝑀𝑖𝑗𝑣𝑗 ⇔ 𝑢 = 𝑀 𝑣 , (2.7)

行列–ベクトル積の計算量は 𝒪︀(𝑁2) ですが, これは 𝑁  通りの添字 𝑖 を埋めるのに, 𝑁  

通りの添字 𝑗 に対して走査する必要があることからきています。これは上の図表表

現からも演算に関わっている脚の本数を数えることで視覚的に解釈できます。行列–

行列積は次のように書けます。

𝑖 𝑗 𝑖 𝑘 𝑗
𝐶𝑖𝑗 = ∑

𝑁

𝑘=1
𝐴𝑖𝑘𝐵𝑘𝑗 ⇔ 𝐶 = 𝐴 𝐵 , (2.8)

この計算量は 𝒪︀(𝑁3) です。これは (𝑖, 𝑗) の 𝑁2 通りの添字を埋めるのに, 𝑁  通りの

添字 𝑘 に対して走査する必要があることからきています。密度行列の期待値は次の

ように書けます。

tr(𝜌𝑂̂) = ∑
𝑁

𝑖=1
∑
𝑁

𝑗=1
𝜌𝑖𝑗𝑂𝑗𝑘𝛿𝑖𝑘 = ∑

𝑁

𝑖=1
∑
𝑁

𝑗=1
𝜌𝑖𝑗𝑂𝑗𝑖 (2.9)

これをテンソルネットワークの図表表現で表すと次のようになります。

𝑗

𝑖

∑
𝑁

𝑖=1
∑
𝑁

𝑗=1
𝜌𝑖𝑗𝑂𝑗𝑖 ⇔ 𝜌 𝑂 , (2.10)

この計算量は 𝒪︀(𝑁2) です。これはスカラー期待値を評価するのに (𝑖, 𝑗) を 𝑁2 回走

査する必要があることからきています。
†1

 最後に以下のような図表表現の縮約にか

かる計算量を考えてみましょう。

𝛼1 𝛼2

𝜎1 𝜎2 𝜎3

𝛽1
𝛽2

𝜎′
1 𝜎′

2 𝜎′
3

𝛼′
1 𝛼′

2

Ψ1 Ψ2 Ψ3

𝑊1 𝑊2 𝑊3

Ψ′
1 Ψ′

2 Ψ′
3

(2.11)

†1 テンソルネットワークの図表を用いると, 対角和の巡回性 tr(𝐴𝐵) = tr(𝐵𝐴) も自明に見えてきます。
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この縮約を取ったあとに残る脚の数は 0 本ですから, これはスカラー量です。脚の総

数は 12 本ですからスカラー量を埋めるために愚直に走査すると 𝒪︀(𝑁12) の計算量

が最悪の場合かかります。ですが, 次のように縮約をとるとどうなるでしょうか。

𝐿1 𝑅1

𝛼1 𝛼2

𝜎2

𝛽1
𝛽2

𝜎′
1 𝜎′

2 𝜎′
3

𝛼′
1 𝛼′

2

Ψ2

𝑊2

Ψ′
1 Ψ′

2 Ψ′
3

(2.12)

これは 𝐿1 および 𝑅1 という三つの脚をもつテンソルを作るために, 𝜎1 および 𝜎3 の

脚を縮約しています。したがってこの縮約にかかる計算量は 𝒪︀(𝑁4) です。次に 𝜎′
1 お

よび 𝜎′
3 の脚を縮約します。

𝐿2 𝑅2

𝛼1 𝛼2

𝜎2

𝛽1
𝛽2

𝜎′
2

𝛼′
1 𝛼′

2

Ψ2

𝑊2

Ψ′
2

(2.13)

この計算量も脚が 4 本関わりますから 𝒪︀(𝑁4) です。次に 𝛼1 を縮約してみます。

𝐿3 𝑅2

𝛼2

𝜎2

𝛽1
𝛽2

𝜎′
2

𝛼′
1 𝛼′

2

𝑊2

Ψ′
2

(2.14)

この縮約に関わる脚の数は 5 本ですから, 計算量は 𝒪︀(𝑁5) です。次に 𝜎2 と 𝛽1 を縮

約してみます。



2.3. 図表表現と縮約  75

𝐿4 𝑅2

𝛼2

𝛽2

𝜎′
2

𝛼′
1 𝛼′

2
Ψ′

2

(2.15)

この縮約に関わる脚の数は 6 本ですから, 計算量は 𝒪︀(𝑁6) です。最後に残った 5 本

の脚を計算量は 𝒪︀(𝑁5) で縮約することで最終的な評価値を得ます。以上の結果から

最悪計算量 𝒪︀(𝑁12) の縮約が脚の総数が増えないように積和計算の順序を工夫する

ことで 𝒪︀(𝑁6) に削減されることがわかりました。一般に, テンソルネットワークの

縮約の順序の組み合わせ数は階乗スケールで増大するため, 全探索することが困難

になる場合もありますが, 後述する一次元テンソルネットワーク程度であれば最適

な縮約順序を見つけることができます。また, 一部のテンソルネットワーク縮約は並

列化による恩恵を受けられます。例えば, 上の例であれば, 𝑅 と 𝐿 の縮約は途中まで

独立に実行できます。また, テンソル縮約を行列–行列積や行列–ベクトル積などの基

本的な演算に帰着させることで, BLASなどの既存の高速な行列演算ライブラリを利

用することができるため, 多次元配列をどの添字を先にして多次元配列に格納する

かについても高速化に大きく寄与します。また, この例ではすべての添字の取りうる

最大値を 𝑁  としましたが, 一般の量子多体系においては, 繰り込み次元に対応する

添字が巨大なものとなるため, その脚をいかに減らして情報を保持するかが重要に

なります。

余談: ニューラルネットワーク図表とテンソルネットワーク図表の関係

深層学習におけるニューラルネットワークでは 𝑊𝑖 ∈ ℝ𝑁𝑖+1×𝑁𝑖 の重み行列, 𝒃𝑖 ∈
ℝ𝑁𝑖+1×1 のバイアスベクトル, 活性化関数 𝑓𝑖 : ℝ𝑁𝑖+1 → ℝ𝑁𝑖+1 を用いて, 入力 

𝒙0 ∈ ℝ𝑁0×1 は

𝒙𝑁 = 𝑓𝑁(𝑊𝑁𝒙𝑁−1 + 𝒃𝑁)

𝒙𝑁−1 = 𝑓𝑁−1(𝑊𝑁−1𝒙𝑁−2 + 𝒃𝑁−1)
⋮

𝒙1 = 𝑓1(𝑊1𝒙0 + 𝒃1)

(2.16)

のように伝搬されます。例えば, 𝑁 = 3 層の場合は以下のような図表を深層学習

のコミュニティではよく見かけます。
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(2.17)

一方でテンソルネットワークでは, 活性化関数 𝑓𝑖 は線形写像です。
†2

 仮に, 𝑓𝑖 

を恒等演算子とすれば, 𝑁 = 3 層の場合は

𝒙3 = 𝑊3𝑊2𝑊1𝒙0 + 𝑊3𝑊2𝒃1 + 𝑊3𝒃2 + 𝒃3 (2.18)

となり, テンソルネットワークの図表では以下のように表現できます。

𝒙0 𝑊1 𝑊2 𝑊3 + 𝒃1 𝑊2 𝑊3 + 𝒃2 𝑊3 + 𝒃3 (2.19)

2.4. 特異値分解と低ランク近似

まず最も簡単なテンソルネットワークを用いた情報圧縮方法について, 特異値分

解 (singular value decomposition; SVD)を用いた方法について, 多様体の視点

から解説します。はじめに, 巨大な行列 𝑀 ∈ ℂ𝑚×𝑛 を考えます。
†3

 この行列は特異

値分解により次の形に表現しなおせます。

𝑀 = 𝑈Σ𝑉 † (2.20)

いま, 𝑘 = rank(𝑀)とします。このとき, 元の行列は直交行列 𝑈 ∈ St(𝑘, 𝑚; ℂ), 対角行

列 Σ ∈ ℂ𝑘×𝑘, 直交行列 𝑉 ∈ St(𝑘, 𝑛; ℂ) の積で正確に再現できます。特異値分解の計

算量に関しては対角化と同じおおよそ 𝒪︀(𝑘3) と認識して問題ないですが, 詳しい方

法については, 参考文献 [32] をあげておきます。このとき, 元の行列 𝑀  の要素数は 

𝑚𝑛 です。いま, 中心の対角行列 Σ = diag[𝜎1, 𝜎2, ⋯, 𝜎𝑘] の特異値が降順に並べられて

†2 線形写像であることにより, 縮約の順番について結合律をもちますが, ゲージ自由度も出てきます。また, 平行移動+回転
+スケール変換のアフィン変換とみなすことができます。

†3 ℂは実数でもよいです。
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いるとします。このとき, 上から 𝑟 (≤ 𝑘) 番目までの特異値と左右特異ベクトルを用

いることで元の行列 𝑀  を次式で近似できます。

𝑀̃ = 𝑈̃Σ̃𝑉 † (2.21)

ここで

𝑈̃ = 𝑈[1 : 𝑛, 1 : 𝑟]

Σ̃ = diag[𝜎1, 𝜎2, ⋯, 𝜎𝑟]

𝑉 = 𝑉 [1 : 𝑚, 1 : 𝑟]

(2.22)

です。右辺を構成する行列の要素数の総和は 𝑟(𝑚 + 𝑛 + 𝑟) です。例えば, 𝑚 = 𝑛 =
100, 𝑟 = 10 であったとすると元の配列要素数は 10000 であるのに対して, 特異値を

切り捨てたあとのデータ数は 2100 まで削減されています。さらに 𝑀̃  はランク 𝑟 の
多様体

ℳ︀(𝑚, 𝑛, 𝑟) = {𝑋 = 𝐴𝐵† | 𝐴 ∈ ℂ𝑚×𝑟, 𝐵 ∈ ℂ𝑛×𝑟} (2.23)

の中で最も元の行列とフロベニウスノルム

‖𝑀 − 𝑀̃‖𝐹 = √∑
𝑚

𝑖=1
∑

𝑛

𝑗=1
|𝑀𝑖𝑗 − 𝑀̃𝑖𝑗|2 (2.24)

が小さいものと言えます。
†4

フロベニウスノルムを最小化することの証明

𝐵 ∈ ℳ︀(𝑚, 𝑛, 𝑟) とし,

‖𝑀 − 𝐵‖2
𝐹 = ‖𝑈Σ𝑉 † − 𝐵‖2

𝐹 (2.25)

を最小化します。 𝑈  と 𝑉  はユニタリ行列なので 𝑈†𝑈 = 𝐼, 𝑉 †𝑉 = 𝐼 です。フロ

ベニウスノルムはユニタリ変換で不変なため,

‖𝑈†(𝑈Σ𝑉 † − 𝐵)𝑉 ‖2
𝐹 = ‖Σ − 𝑈†𝐵𝑉 ‖2

𝐹 (2.26)

となります。ここで, 𝐶 = 𝑈†𝐵𝑉  とおきます。𝑈  と 𝑉  は正則行列であるため,

†4 フロベニウスノルムの定義は, 各要素の二乗和の平方根です。
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rank(𝐶) = rank(𝐵) = 𝑟 (2.27)

となります。したがって, 元の問題は, ランク 𝑟 の行列 𝐶 の中で ‖Σ − 𝐶‖2
𝐹  を最

小化する問題に帰着します。

min
rank(𝐶)=𝑟

‖Σ − 𝐶‖2
𝐹 (2.28)

フロベニウスノルムの二乗は, 行列の全要素の二乗和であるから, 次のように書

けます。

‖Σ − 𝐶‖2
𝐹 = ∑

𝑘

𝑖=1
(𝜎𝑖 − 𝐶𝑖𝑖)

2 + ∑
𝑖≠𝑗

𝐶2
𝑖𝑗 (2.29)

この式を最小化するためには, 各項をできるだけ小さくする必要があります。右

辺第二項 ∑𝑖≠𝑗 𝐶2
𝑖𝑗 は, 非負の値の和です。これを最小化するには, 𝑖 ≠ 𝑗 のすべ

ての 𝐶𝑖𝑗 をゼロにするのが最適です。

𝐶𝑖𝑗 = 0 (𝑖 ≠ 𝑗) (2.30)

次に, 第一項 ∑𝑘
𝑖=1 (𝜎𝑖 − 𝐶𝑖𝑖)

2 を考えます。𝐶 は対角行列であり, かつ rank(𝐶) =
𝑟 という制約があります。したがって, 𝐶𝑖𝑖 のうち非ゼロであるものの個数は 𝑟 個
であり‖Σ − 𝐶‖2

𝐹  を最小化するランク 𝑟 の行列 𝐶opt は,

(𝐶opt)𝑖𝑖
= {𝜎𝑖 if 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑟

0 if 𝑖 > 𝑟 (2.31)

となり, 非対角成分はすべてゼロです。

このように特異値を切り落として圧縮する近似を低ランク近似 (low-rank 

approximation) と呼びます。
†5

 また特異値分解は

𝑀𝑖𝑗 = ∑
𝑟

𝑐=1
𝑈𝑖𝑐Σ𝑐𝑐(𝑉 †)

𝑐𝑗
(2.32)

†5 勘の良い読者は気づくかもしれないが, この圧縮は元の配列のすべてのデータにアクセスできるという仮定があり, 指数
関数的に大きな要素数のデータを特異値分解するのは現実的でない。
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と記述できるので, テンソルネットワークの図表で表現すると

𝑖 𝑗 𝑖 𝑐 𝑐 𝑗
𝑀 = 𝑈 Σ 𝑉 †

(2.33)

のように記述できます。図 2-1 に特異値分解による画像圧縮を示しました。元画像

は 100 × 100 ピクセルのグレースケール画像であり, 上から特異値を 10 個保持する

だけで元画像が鮮明に再現できることがわかります。また特異値分解を実行する前

に元画像をあらかじめ都合の良い方向に回転すると, 同じランクでもより高効率に

圧縮できることがわかります。
†6

 分子系では, 振動座標の回転や, 分子軌道の回転な

ど, こうした前処理の回転が許されるケースが多いです。その例については節 3.1.1

で解説します。

図 2-1 特異値分解による画像の圧縮

†6 基底の回転 𝑈, 𝑉  と元データの回転 𝑃  は別の話です。画像の例の場合 𝑈, 𝑉 ∈ O(100) ですが, 𝑃 ∈ SO(2) です。
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2.5. シュミット分解とエンタングルメントエントロピー

特異値分解による情報圧縮は量子系に対しても有効です。いま, ある量子系 |Ψ⟩ が
互いにもつれた部分系 𝐿 と 𝑅 から構成されているとします。それぞれの部分系の規

格直交 (orthonormal) 基底 |𝑖⟩𝐿, |𝑗⟩𝑅 を用いて

|Ψ⟩ = ∑
𝑚

𝑖=1
∑

𝑛

𝑗=1
𝑀𝑖𝑗|𝑖⟩𝐿|𝑗⟩𝑅 (2.34)

で記述できます。前節で説明したように規格化された複素行列 𝑀𝑖𝑗 ∈ ℂ𝑚×𝑛 を特異

値分解しランク 𝑟 まで保持することで,

|Ψ⟩ = ∑
𝑚

𝑖=1
∑

𝑛

𝑗=1
∑

𝑟

𝜌=1
𝐴𝑖𝜌𝜆𝜌𝐵∗

𝑗𝜌|𝑖⟩𝐿|𝑗⟩𝑅 (2.35)

と記述できます。
†7

|𝐴𝜌⟩𝐿
= ∑

𝑚

𝑖=1
𝐴𝑖𝜌|𝑖⟩𝐿, |𝐵𝜌⟩𝑅

= ∑
𝑛

𝑗=1
𝐵∗

𝑗𝜌|𝑗⟩𝑅 (2.36)

で定義されるシュミット (Schmidt) 基底を導入することで

|Ψ⟩ = ∑
𝑟

𝜌=1
𝜆𝜌|𝐴𝜌⟩𝐿

|𝐵𝜌⟩𝑅
(2.37)

となります。いま

𝜆1 = 1, 𝜆2 = 𝜆3 = ⋯ = 𝜆𝑟 = 0 (2.38)

であるならば, 全系は部分系 𝐿, 𝑅 の分離可能 (separable) な直積状態 |Ψ⟩ =
|𝐴1⟩𝐿|𝐵1⟩𝑅 で記述できます。このランク 1 の状態のことをエンタングルメントの

ない状態と呼びます。例えば, ハミルトニアンが 2 次元調和振動子系の場合は, 𝐻̂ =
𝐻̂𝐿 + 𝐻̂𝑅 のように左右のハミルトニアンが分離可能であり, 𝐻̂ の固有状態は 𝐻̂𝐿 と 

𝐻̂𝑅 の固有状態の積で記述され, 二つの 1 次元調和振動子は互いにエンタングルして

いないと言えます。逆にそうでないケースでは, 部分系がエンタングルしており, 全系

を記述するためには, 部分系の直交基底の積の重み付き和で表現されます。ここで重

み 𝜆𝑖 の小さな状態は全系に与える寄与が小さいため, 切り落としても良い近似とな

りうるでしょう。これが, 量子系に対する低ランク近似, すなわちシュミット分解に

よる情報圧縮の本質です。

†7 慣習的に, テンソルネットワーク分野では (𝑈, Σ, 𝑉 ) → (𝐴, Λ, 𝐵) で記述することが多いです。
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ではシュミット分解がうまく機能するケースとそうでない最悪のケースについて

考えてみましょう。まず全系は規格化されているため

∑
𝑟

𝜌=1
|𝜆𝜌|2 = 1 (2.39)

という制約があります。さらにそれぞれの重みが降順に並び替えられているとしても

一般性を失わないでしょう。
†8

𝜆1 ≥ 𝜆2 ≥ ⋯ ≥ 𝜆𝑟 ≥ 0 (2.40)

この制約下で最もうまく機能するのは, 前述した通り式 (2.38) のときです。このと

き, ランクは 1 だけで全系を正確に再現できます。最悪なケースは

𝜆1 = 𝜆2 = ⋯ = 𝜆𝑟 = 1√
𝑟

(2.41)

のときです。このとき, 仮に 𝑟 = 100 のうちランクを 10 まで保持しても, 全体の僅

か 10% の情報しか再現できません。系がどれほどエンタングルしているかの基準と

してフォンノイマン (von Neumann) エントロピーがあります。その定義は次式で

す。

𝑆 = − tr(𝜌 ln 𝜌) (2.42)

密度行列 𝜌 の対角和は

tr(𝜌) = tr(|Ψ⟩⟨Ψ|) = ∑
𝑖,𝑗,𝜌

𝐴𝑖𝜌𝜆𝜌𝑉 ∗
𝑗𝜌 ∑

𝑖′,𝑗′,𝜌′

𝐴∗
𝑖′𝜌′𝜆′

𝜌𝑉𝑗′𝜌′𝛿𝑖𝑖′𝛿𝑗𝑗′ = ∑
𝑟

𝜌=1
𝜆2

𝜌 (2.43)

であるから

𝑆 = − ∑
𝜌

𝜆2
𝜌 ln 𝜆2

𝜌 (2.44)

となります。これは式 (2.38) のとき最小値 𝑆 = 0 をとり, 式 (2.41) のとき最大値 

𝑆 = ln 𝑟 をとります。

2.6. 様々なテンソル分解

前説で見た低ランク近似を行列で表現できる二次元配列から一般の多次元配列へ

と拡張します。テンソルネットワークには様々なトポロジーがあります。そのいくつ

†8 特異値は必ず非負になります。
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かを紹介します。まず, 以下に 5 × 5 × 5 = 125 個の要素をもつテンソルを分解した

図表を示します。
†9

図 2-2 ランク 1 分解

+

図 2-3 CP 分解

図 2-4 タッカー分解

図 2-5 テンソルトレイン分解

2.6.1. CP 分解

CP (canonical polyadic) 分解は, 𝑑 次元テンソルをランク 1 テンソルの線形

結合として表す手法です。CP 分解では元のテンソル 𝒯︀𝑖1𝑖2⋯𝑖𝑑
 を以下のように分解し

ます。

𝒯︀𝑖1𝑖2⋯𝑖𝑑
≈ ∑

𝑟

𝛼=1
𝜆𝛼 ∏

𝑑

𝑛=1
𝐴(𝑛)

𝑖𝑛𝛼 =

𝑖1

𝛼

𝑖2

𝛼

𝑖𝑑

𝛼
Λ

𝐴(1) 𝐴(2) ⋯ 𝐴(𝑑)

(2.45)

†9 この図表表現は 3 次元までしか表示できないので, 物理の文脈ではあまり使いませんが, 情報科学分野ではよく用いられ
ます。特に, 配列の大きさが一目瞭然です。
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ここで 𝜆𝛼 はスカラーの重み, 𝐴(𝑛)
𝑖𝑛𝑟 はモード 𝑛 に対応する因子行列の要素であり, 𝑟 

が CP ランクです。すべての 𝛼 に対して要素の積をとることで, 元のテンソル要素を

再構成します。平均場近似波動関数は 𝑟 = 1 のランク 1 分解に対応し, 一つの積状態

だけで全体を記述します。例えば, 電子状態計算における平均場波動関数の式 (1.7) 

の場合, 原子軌道基底の係数 𝑐𝑘𝜇 が 𝐴𝑖𝑛𝛼 に対応します。図表表現においては, 中心の

ダイヤモンド Λ に 𝛼 添字が集約し, 各因子テンソル 𝐴(𝑛) の物理脚 𝑖𝑛 が外へ伸びて

います。CP 分解ではすべての因子が同じランク 𝛼 を共有するため, 縮約される仮想

脚は一本だけです。例えば, 多項式のように 1 変数関数の積の和で与えられる関数は 

𝑓(𝑞1, 𝑞2, ⋯, 𝑞𝑑) = ∑𝑟
𝛼=1 𝜆𝛼𝑓1

𝛼(𝑞1)𝑓2
𝛼(𝑞2)⋯𝑓𝑑

𝛼(𝑞𝑑) のように表現できます。この形式でポ

テンシャル演算子をフィッテングするときなどに CP 分解が応用されています。[38]

2.6.2. タッカー分解

タッカー (Tucker) 分解は, コアテンソル 𝒢︀ と各モードの因子行列 𝑈𝑛 によって

テンソルを表す一般化された直交展開です。

𝒯︀𝑖1𝑖2⋯𝑖𝑑
≈ ∑

𝑟1

𝛼1=1
⋯ ∑

𝑟𝑑

𝛼𝑑=1
𝒢︀𝛼1𝛼2⋯𝛼𝑑

∏
𝑑

𝑛=1
𝑈 (𝑛)

𝑖𝑛𝛼𝑛
=

𝑖1

𝛼1

𝑖2

𝛼2

𝑖𝑑

𝛼𝑑𝒢︀

𝑈 (1) 𝑈 (2) ⋯ 𝑈 (𝑑)

(2.46)

各 𝑟𝑛 はモード 𝑛 に対応するタッカーランクであり, CP 分解に比べてモー

ドごとに独立したランク調整が可能です。多配置時間依存ハートリー (multi-

configuration time-dependent Hartree; MCTDH) 法 [11,39] の波動関数が

この形式に対応します。
†10

 コアテンソルが高次元の多体相関を保持しますが, その

大きさは 𝑟1𝑟2⋯𝑟𝑑 と指数関数的に増大するため注意が必要です。図表表現ではコア

テンソル 𝒢︀ に各仮想脚 𝛼𝑛 が接続し, その先で物理脚 𝑖𝑛 をもつ因子テンソル 𝑈 (𝑛) 

と縮約されます。CP 分解は 𝑟𝑛 = 𝑟 かつ 𝒢︀ が対角的なタッカー分解ともみなせます。

†10 電子状態計算の完全活性空間 (complete active space; CAS) 法 [40] も多配置時間依存ハートリーと同様に一体基底
を扱いやすい形に回転させたあとに多配置関数を考えるという点で共通点がありますが, テンソルネットワークの視点
では, 分子軌道法は第二量子化した代数を扱うので, タッカー分解では表現できません。例えば, 𝛼𝑛 を分子軌道の 
{|vac⟩, |↓⟩, |↑⟩, |↓↑⟩} に対応させると, 𝑈𝑖𝑛𝛼𝑛

 を構成する 𝑖𝑛 の脚に意味をもたせることができません。
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2.6.3. テンソルトレイン分解

テンソルトレインは一次元鎖状に仮想添字を並べたテンソルネットワークで, 次

のように表現されます。

𝒯︀𝑖1𝑖2⋯𝑖𝑑
≈ ∑

𝛼1,…,𝛼𝑑−1

𝐺(1)
1𝑖1𝛼1

𝐺(2)
𝛼1𝑖2𝛼2

⋯𝐺(𝑑)
𝛼𝑑−1𝑖𝑑1

=

𝑖1

𝛼1

𝑖2

𝛼2 𝛼𝑑−1

𝑖𝑑

𝐺(1) 𝐺(2) ⋯ 𝐺(𝑑)

(2.47)

ここで 𝐺(𝑘) は 𝑘 番目のコアテンソルであり, 仮想添字 𝛼𝑘 の最大値を結合次元ある

いはテンソルトレインランク 𝑟𝑘 と呼びます。最初と最後の添字は 𝛼0 = 𝛼𝑑 = 1 で, 

鎖の両端がスカラーに閉じています。本書では特にテンソルトレイン分解に焦点を

おき, 節 2.7 以降で詳細に解説します。

2.6.4. 木テンソル分解

木テンソルネットワーク (tree tensor network; TTN) は, 階層的に配置され

た内部テンソルと葉テンソルの縮約で多体テンソルを表現する方法です。二分木の

例を考えると, 葉が物理添字 𝑖𝑙 をもち, 内部ノードが仮想添字 𝛼 で結ばれます。木テ

ンソルネットワークは階層タッカー (hierarchical Tucker) 分解とも呼ばれ, 特に層

数が 1 の場合はタッカー分解に帰着します。木テンソルネットワークでは, テンソル 

𝒯︀𝑖1𝑖2𝑖3𝑖4
 を以下のように分解します。

𝒯︀𝑖1𝑖2𝑖3𝑖4
≈ ∑

𝛼1,𝛼2,𝛼3,𝛼4,𝛼5,𝛼6

𝑇 (0)
𝛼1𝛼2

𝑇 (1)
𝛼1𝛼3𝛼4

𝑇 (2)
𝛼2𝛼5𝛼6

𝐴(1)
𝑖1𝛼3

𝐴(2)
𝑖2𝛼4

𝐴(3)
𝑖3𝛼5

𝐴(4)
𝑖4𝛼6

= 𝛼1 𝛼2

𝛼3 𝛼4 𝛼5 𝛼6

𝑖1 𝑖2 𝑖3 𝑖4

𝑇 (0)

𝑇 (1) 𝑇 (2)

𝐴(1) 𝐴(2) 𝐴(3) 𝐴(4)

(2.48)



2.7. テンソルトレイン分解  85

ここで 𝑇 (0) は根ノード, 𝑇 (1), 𝑇 (2) は内部ノード, 𝐴(𝑙) は葉ノードのテンソル

です。縮約される仮想添字の次元を調整することで, 系の各階層に応じた相関の強さ

を表現できます。例えば原子核波束動力学では多層多配置時間依存ハートリー (ML-

MCTDH) 法などの木テンソル分解が用いられています。[41–43] より多くの自由度

を扱う場合は, 内部ノードを増やしたり木の分岐数を変えたりすることで階層を拡

張できます。テンソルトレインでは一次元鎖に沿って縮約されますが, 木テンソルで

は上位ノードに情報を集約しやすく, 遠隔な自由度どうしの相関をより少ないラン

クで保持できる場合があります。

2.7. テンソルトレイン分解

テンソルトレイン (tensor train; TT) は一次元テンソルネットワークで, 𝑑 階テ

ンソル 𝐴 を鎖状に並んだコアテンソル 𝐺𝑘 の縮約で表現します。

𝐴(𝑖1, 𝑖2, ⋯, 𝑖𝑑) = ∑
𝛼1,…,𝛼𝑑−1

𝐺1(1, 𝑖1, 𝛼1)𝐺2(𝛼1, 𝑖2, 𝛼2)⋯𝐺𝑑(𝛼𝑑−1𝑖𝑑, 1)

⇔ 𝐴𝑖1,𝑖2,⋯,𝑖𝑑
= ∑

𝛼1,…,𝛼𝑑−1

𝐺𝑖1
1𝛼1

𝐺𝑖2𝛼1𝛼2
⋯𝐺𝑖𝑑

𝛼𝑑−11

(2.49)

ここで 𝐺𝑘 = 𝐺𝑖𝑘𝛼𝑘−1𝛼𝑘
 は 𝑟𝑘−1 × 𝑛𝑘 × 𝑟𝑘 の3階テンソルであり, 𝛼0 = 𝛼𝑑 = 1 とするこ

とで鎖の端がスカラーに閉じています。仮想添字の最大値 𝑟𝑘 = max{𝛼𝑘} を結合次元 

(bond dimension) あるいはテンソルトレインランク (tensor train rank; TT 

rank) と呼び, テンソルが保持できる相関の大きさを決める指標になります。

このネットワークでは各仮想添字 𝛼𝑘 が隣接する二つのコアだけに現れるため, 局

所的な結合次元を小さく保ちながら高次元テンソルを表現できます。𝑖1 と 𝑖𝑑 といっ

た離れた添字に関するデータが強く相関している場合, 途中に現れる 𝛼𝑘 のすべてが

その相関を記述するのに十分なランクを保持する必要があり, テンソルトレイン分

解は適していません。一方で, 𝑖1 と 𝑖2 といった近接した添字に関するデータが強く

相関している場合, 𝛼𝑘(𝑘 ≥ 2) はその相関を記述する必要はなく, 効率的な計算を実

現することができます。また, すべての 𝑟𝑘 が 1 である場合, これはランク 1 分解に対

応し, テンソルトレイン形式の波動関数は平均場近似波動関数になります。

2.7.1. 特異値分解による構築

特異値分解を再帰的に繰り返すことで, 2 次元配列に限らず, 一般の多次元

配列からテンソルトレインを構築することができます。多次元配列の元データ 
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𝐴(𝑖1, 𝑖2, ⋯, 𝑖𝑑) が入手できていたと仮定しましょう。
†11

 この多次元配列を以下のよ

うに二次元配列に変換します。

𝐴(𝑖1, 𝑖2, ⋯, 𝑖𝑑) → 𝐴1(𝑖1, 𝑖2 ⊗ ⋯ ⊗ 𝑖𝑑) (2.50)

ここで行列 𝐴1 の形状は 𝑛1 × ∏𝑑
𝑘=2 𝑛𝑘 です。この行列 𝐴1 を特異値分解すると以下

のように記述できます。

𝐴(𝑖1, 𝑖2 ⊗ ⋯ ⊗ 𝑖𝑑) = ∑
𝛼1

𝑈(𝑖1, 𝛼1)Σ(𝛼1, 𝛼1)𝑉 †(𝛼1, 𝑖2 ⊗ ⋯ ⊗ 𝑖𝑑)

= ∑
𝛼1

𝐺(1, 𝑖1, 𝛼1)𝐴(𝛼1, 𝑖2 ⊗ ⋯ ⊗ 𝑖𝑑)
(2.51)

ここで 𝐺(1, 𝑖1, 𝛼1) = 𝑈(𝑖1, 𝛼1), 𝐴(𝛼1, 𝑖2 ⊗ ⋯ ⊗ 𝑖𝑑) = Σ(𝛼1, 𝛼1)𝑉 †(𝛼1, 𝑖2 ⊗ ⋯ ⊗ 𝑖𝑑) と
しました。𝛼1 のとりうる最大値 𝑟1 を考えてみましょう。特異値分解は 𝑛1 × ∏𝑑

𝑘=2 𝑛𝑘 

の行列に対して行われているため, 𝑟1 は rank(𝐴1) (≤ min(𝑛1, ∏
𝑑
𝑘=2 𝑛𝑘)) です。

†12
 

次に, 𝑖2 の添字を列から行に移すような変形を考えてみましょう。

𝐴(𝛼1, 𝑖2 ⊗ 𝑖3 ⊗ ⋯ ⊗ 𝑖𝑑) → 𝐴2(𝛼1 ⊗ 𝑖2, 𝑖3 ⊗ ⋯ ⊗ 𝑖𝑑) (2.52)

ここで行列 𝐴2 の形状は 𝑟1𝑛1 × ∏𝑑
𝑘=3 𝑛𝑘 です。この行列を再び特異値分解します。

𝐴(𝛼1 ⊗ 𝑖2, 𝑖3 ⊗ ⋯ ⊗ 𝑖𝑑) = ∑
𝛼2

𝑈(𝛼1 ⊗ 𝑖2, 𝛼2)Σ(𝛼2, 𝛼2)𝑉 †(𝛼2, 𝑖3 ⊗ ⋯ ⊗ 𝑖𝑑)

= ∑
𝛼2

𝐺(𝛼1, 𝑖2, 𝛼2)𝐴(𝛼2, 𝑖3 ⊗ ⋯ ⊗ 𝑖𝑑)
(2.53)

ここで 𝐺(𝛼1, 𝑖2, 𝛼2) = 𝑈(𝛼1 ⊗ 𝑖2, 𝛼2), 𝐴(𝛼2, 𝑖3 ⊗ ⋯ ⊗ 𝑖𝑑) = Σ(𝛼2, 𝛼2)𝑉 †(𝛼2, 𝑖3 ⊗ ⋯ ⊗
𝑖𝑑) としました。𝛼2 のとりうる最大値 𝑟2 は同様に rank(𝐴2)(≤ min(𝑟1𝑛1, ∏

𝑑
𝑘=3 𝑛𝑘)) 

です。この操作を右端まで再帰的に繰り返すとことで, テンソルトレインを

構築することができます。この分解の最悪計算量は 𝒪︀(𝑟3) です。ここで 𝑟 =
max{min(∏𝑘

𝑗=1 𝑛𝑗, ∏
𝑑
𝑗=𝑘+1 𝑛𝑗)| 𝑘 = 1, 2, …, 𝑑} です。その模式図を以下にします。

†11 このデータ準備には 𝑛1𝑛2⋯𝑛𝑑 の計算量がかかります。

†12 左端の場合, 大抵は 𝑟1 = 𝑛1 です。
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𝐴 𝐴

𝐴

𝑖1 𝑖2 ⋯ 𝑖𝑑

𝛼1

𝑖1 𝑖2 ⋯ 𝑖𝑑

𝛼1

𝑖1 𝑖2

𝛼2

⋯ 𝑖𝑑

𝛼1

𝑖1

𝛼2

𝑖2

𝛼𝑑−1

𝑖𝑑

= 𝐺

= 𝐺 𝐺

⋮

= 𝐺 𝐺 ⋯ 𝐺

さて, この分解では特異値分解を 𝑑 − 1 回行う必要があります。そしてそれぞれの

分解でフロベニウスノルムの誤差が 𝜀𝑘 となる特異値の寄与率まで考慮した場合, 最

終的なテンソルトレイン分解ともとの多次元配列のフロベニウスノルムの誤差は 

√∑𝑑−1
𝑘=1 𝜀2

𝑘 と見積もれます。したがって, 最終的なフロベニウスノルムの誤差を 𝜀 に
抑えたければ, 各特異値分解では誤差が 𝜀𝑘 = 𝜀√

𝑑−1
 以下となるように特異値を選べ

ばよいことがわかります。この方法については参考文献 [44] が詳しいです。

2.7.2. テンソル交差内挿による構築

本 書 で は 応 用 例 を 示 し ま せ ん が , テ ン ソ ル 交 差 内 挿  (tensor cross 

interpolation; TCI) と呼ばれるテンソル分解法もあります。この分解は特異値分解

による構築とは異なり, 元の多次元配列のデータすべてを事前に用意する必要があ

りません。まず, 2 次元の行列交差内挿 (matrix cross interpolation; MCI) を考えて

みます。
†13

 𝕀 = {1, 2, ⋯, 𝑀}, 𝕁 = {1, 2, ⋯, 𝑁} をそれぞれ行と列の添字とするような

行列 𝐴(𝕀, 𝕁) と, ℐ︀ ⊂ 𝕀, 𝒥︀ ⊂ 𝕁 をそれぞれ行と列とするような行列 𝐴(ℐ︀, 𝒥︀) が与えら

れたとします。このとき元の行列は

𝐴(𝕀, 𝕁) ≈ 𝐴(𝕀, 𝒥︀)𝐴(ℐ︀, 𝒥︀)−1𝐴(ℐ︀, 𝕁) (2.54)

と近似できます。この 𝐴(ℐ︀, 𝒥︀) を枢軸 (pivot) 行列と呼びます。行列要素を可視化す

るならば以下のようになります。ここで, ■ の要素は用意する必要はありません。

†13 文献によっては骨格近似 (skeleton approximation) と呼ばれることもあります。
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60x40 image MCI (r=12)
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図 2-6 行列交差内挿による画像圧縮 (左: 元画像と選択された行・列, 中央: 交差内挿による再

構成, 右: ノルム誤差と体積の関係)
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部分集合 ℐ︀, 𝒥︀ の選び方を総当たりで探すのは現実的ではありません。そこで, 枢

軸行列 𝑈 ≔ 𝐴(ℐ︀, 𝒥︀) の体積 | det 𝑈| を最大化する 最大体積原理 (maximal volume 

principle; maxvol) にしたがってヒューリスティックに枢軸を選ぶ方法を用い

ます。厳密な誤差ノルムの評価については例えば参考文献 [45,46] を参照してくださ

い。直観的には, | det 𝑈| が小さいとき, ℐ︀ の行や 𝒥︀ の列のあいだに強い線形従属があ

り, 𝑈−1 のノルムが大きくなります。逆に | det 𝑈| を大きくする選び方は, 枢軸とな

る行・列を互いに強く独立（直交に近い）に保つことに対応し, 少ない基底で情報を

効率よく張る内挿につながります。主成分分析が分散の大きい方向を基底に選ぶの

と同じ趣旨です。また, この近似では行列の ℐ︀, 𝒥︀ の添字, すなわち上の図表の ■ 以

外の要素に関しては完全にもとのデータを再現できます。画像圧縮の例を図 2-6 に

示します。

これを多次元配列に拡張してみましょう。まず最初に思い浮かぶのが特異

値分解による近似と同様に, 多次元配列 𝐴(𝑖1, 𝑖2, ⋯, 𝑖𝑁) を行列 𝐴(𝑖1, 𝑖2 ⊗ ⋯ ⊗ 𝑖𝑁) =
𝐴1(𝕀1, 𝕁2) に変形し, 交差内挿をして,

𝐴(𝑖1, 𝑖2, ⋯, 𝑖𝑁) ≈ 𝐴1(𝕀1, 𝒥︀2)𝐴1(ℐ︀1, 𝒥︀2)
−1𝐴1(ℐ︀1, 𝕁2)

≕ 𝑇1(𝕀1, 𝒥︀2)𝑃−1
1 (𝒥︀2, ℐ︀1)𝐴1(ℐ︀1, 𝕁2)

(2.55)
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とします。ここで, 𝑖2 の添字を 𝕁2 から ℐ︀1 に移動するような変形をし, 𝕀2 = ℐ︀1 ⊗ {𝑖2}, 

𝕁3 = {𝑖3} ⊗ {𝑖4} ⊗ ⋯ ⊗ {𝑖𝑁} とします。つまり

𝐴1(ℐ︀1, 𝕁2) = 𝐴2(𝕀2, 𝕁3) (2.56)

のように変形します。すると 𝐴2 の交差内挿により

𝐴2(𝕀2, 𝕁3) ≈ 𝑇2(𝕀2, 𝒥︀3)𝑃−1
2 (𝒥︀3, ℐ︀2)𝐴2(ℐ︀2, 𝕁3) (2.57)

近似できます。𝐴𝑘 を 𝐴𝑘+1 へ変形し交差内挿を繰り返す再帰的に左端から右端へと

繰り返していくことで, 多次元配列 𝐴(𝑖1, 𝑖2, ⋯, 𝑖𝑁) のテンソルトレイン形式を構成で

きます。数式および図表表現は以下の通りです。

𝐴(𝑖1, 𝑖2, ⋯, 𝑖𝑁)

≈ 𝑇1({𝑖1}, 𝒥︀2)𝑃−1
1 (𝒥︀2, ℐ︀1)𝑇2(ℐ︀1, {𝑖2}, 𝒥︀3)𝑃−1

2 (𝒥︀3, ℐ︀2)⋯𝑇𝑁(ℐ︀𝑁−1, {𝑖𝑁})

𝒥︀2

𝑖1

ℐ︀1 𝒥︀3

𝑖2

ℐ︀2 ℐ︀𝑁−1

𝑖𝑁

= 𝑇1 𝑃−1
1 𝑇2 𝑃−1

2 ⋯ 𝑇𝑁

(2.58)

ここで上の図表の ℐ︀𝑘 および 𝒥︀𝑘 は添字の集合であって, 先の節で導入した図表表現

の記法とは異なることに注意してください。 ℐ︀𝑘 と 𝒥︀𝑘 は以下の再帰構造を有します。

ℐ︀𝑘 ⊂ 𝕀𝑘 = ℐ︀𝑘−1 ⊗ {𝑖𝑘}

𝒥︀𝑘 ⊂ 𝕁𝑘 = {𝑖𝑘} ⊗ 𝒥︀𝑘+1

𝕀1 = {𝑖1}

𝕁𝑁 = {𝑖𝑁}

(2.59)

𝑁 = 4, 𝑑 = 3, 𝑟 = 3 の具体例を以下の表に示します。ランクが 𝑟 = 3 = |ℐ︀𝑘| = |𝒥︀𝑘| と
なるように選ばれています。

𝑘 {𝑖𝑘} 𝕀𝑘 ℐ︀𝑘 𝕁𝑘 𝒥︀𝑘

1 {1, 2, 3} {𝑖1} {1, 2, 3} − −
2 {𝐴, 𝐵, 𝐶} {1, 2, 3} ⊗ {𝑖2} {1𝐴, 2𝐴, 3𝐵} {𝑖2} ⊗ {𝑎𝛼, 𝑏𝛽, 𝑏𝛾} {𝐶𝑎𝛼, 𝐴𝑏𝛽, 𝐵𝑏𝛾}
3 {𝑎, 𝑏, 𝑐} {1𝐴, 2𝐴, 3𝐶} ⊗ {𝑖3} {1𝐴𝑏, 2𝐴𝑏, 3𝐶𝑐} {𝑖3} ⊗ {𝛼, 𝛽, 𝛾} {𝑎𝛼, 𝑏𝛽, 𝑏𝛾}
4 {𝛼, 𝛽, 𝛾} − − {𝑖4} {𝛼, 𝛽, 𝛾}

実用的には, 適当な少数の添字の集合から始めて枢軸行列を選ぶときに段階的に

添字の集合を取捨選択しながら, 左右の掃引を閾値以下になるまで繰り返すこと

になりますが, 特異値分解の場合とは異なり, 初期添字集合の用意の仕方, 掃引の回

数, 最大体積原理のアルゴリズム, テンソル要素の並列評価などヒューリスティック
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な項目が多数あり, 構築すべき多次元配列の性質によって様々な工夫が必要になり

ます。この構成方法の恩恵は先にも述べた通り, 最大体積原理に基づいてテンソル要

素の一部を臨機応変に選択することで, 指数関数的に大きな多次元配列の要素を事

前にすべて用意することなくテンソルトレイン形式で近似できることです。テンソル

交差内挿に関しても Ivan Oseledets の文献 [47] が起源ですが, 最近の総説論文 [48] 

が最大体積原理の選択や実装なども含めて詳しく解説しています。また, 多次元デー

タをいくつかの「断面」から外層しているとも解釈できて, 式 (1.78) で示した多次元

ポテンシャルの切断高次元模型表現との共通点も見出せそうです。

余談: 2 電子積分の恒等分解 (resolution of the identity; RI) 近似と行列交

差内挿の関係

式  (1.9) に示したように量子化学計算には二電子積分という 4 次元配列のデー

タが頻出します。このデータを準備するには 𝒪︀(𝑁4) の計算量がかかりますか

ら, 平均場近似計算の計算量が 𝒪︀(𝑁3) 程度であっても, この二電子積分の準備

の方がボトルネックになってしまいます。恒等分解近似または密度フィッテング 

(density fitting) と呼ばれるアプローチにより二電子積分を以下のように記述し

ます。

⟨𝑖𝑗|𝑘𝑙⟩ ≈ ∑
𝐾,𝐿

⟨𝑖𝑗|𝐾⟩𝑉 −1
𝐾𝐿⟨𝐿|𝑘𝑙⟩ (2.60)

ここで 𝐾, 𝐿 は補助基底と呼ばれます。もし, 𝐾, 𝐿 の大きさが他の原子基底と同

程度であれば, この近似は 𝒪︀(𝑁3) に削減されます。通常は原子基底ごとに事前

にフィッテングされた補助基底を用いますが, 行列交差内挿 (この文脈では特に

半正定値行列であるため, 枢軸コレスキー (pivoted Cholesky) 分解 [49–51]) を

用いて構築してもよいわけです。

2.7.3. 交互最小二乗法による構築

テンソルネットワークを, 事前に用意した学習データ集合から構築する方法とし

て, 交互最小二乗 (alternating least squares; ALS) 法があります。この方法も

交差内装と同様に, すべてのテンソル要素を用意しなくても構築できます。(すべての

要素を用意していても大丈夫です。) まず, 通常の最小二乗法から考えてみましょう。

通常の最小二乗法は学習データ 𝒟︀ = {(𝒙𝑛, 𝑦𝑛) | 𝒙𝑛 ∈ ℝ𝑀 , 𝑦𝑛 ∈ ℝ, 𝑛 = 1, …, 𝑁} が与

えられたとき, 以下のような最小二乗誤差関数を最小化するパラメータ 𝒘̂ ∈ ℝ𝑀  を

求めます。
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𝐸(𝒘̂) = ∑
𝑁

𝑛=1
|𝑦𝑛 − 𝒘̂ · 𝒙𝑛|2 = (𝑌 − 𝑋𝒘̂)⊤(𝑌 − 𝑋𝒘̂)

𝑋 = [𝒙1 𝒙2 ⋯ 𝒙𝑁 ]⊤ ∈ ℝ𝑁×𝑀 ,  𝑌 = [𝑦1 𝑦2 ⋯ 𝑦𝑁 ]⊤ ∈ ℝ𝑁×1,

(2.61)

二次関数の最小化は凸最適化問題であり, 解析的に解くことができます。

∇𝒘̂𝐸(𝒘̂) = 0 ⇔ −2𝑋⊤𝑌 + 2𝑋⊤𝑋𝒘̂ = 0 ⇔ 𝑋⊤𝑋𝒘̂ = 𝑋⊤𝑌 (2.62)

このとき, 最適な 𝒘̂ は以下のように求められます。

𝒘̂ = (𝑋⊤𝑋)−1𝑋⊤𝑌 (2.63)

ここで 𝑋+ ≔ (𝑋⊤𝑋)−1𝑋⊤ は 𝑋 のムーア・ペンローズ (Moore-Penrose) の擬逆

行列 (pseudo-inverse matrix) です。
†14

交互最小二乗法は以下のような問題を考えます。入力添字 𝑰𝑛 と出力データ 𝑦𝑛 の

組 𝒟︀ = {(𝑰𝑛, 𝑦𝑛)𝑁
𝑛=1} が学習データとして与えられているとします。このとき, 以下

のような最小二乗誤差関数を最小化するテンソルトレイン 𝐴 を求めます。

𝐸(𝐴) = ∑
𝑁

𝑛=1
|𝑦𝑛 − 𝐴(𝑰𝑛)|2 (2.64)

ここでテンソルトレインの添字 𝑰𝑛 の評価値は

𝐴(𝑰𝑛) = ∑
𝛼1,…,𝛼𝑑−1

𝐺1(1, 𝑖(𝑛)
1 , 𝛼1)𝐺2(𝛼1, 𝑖

(𝑛)
2 , 𝛼2)⋯𝐺𝑑(𝛼𝑑−1, 𝑖

(𝑛)
𝑑 , 1) (2.65)

と書けます。ここで 𝐺𝑘(𝛼𝑘−1, 𝑖𝑘, 𝛼𝑘) を残して, 他の左右部分を以下のように縮約を

取ります。

𝐿𝑘(𝑖1, 𝑖2, ⋯, 𝑖𝑘−1, 𝛼𝑘−1) ≔ ∑
𝛼1,…,𝛼𝑘−1

𝐺1(1, 𝑖(𝑛)
1 , 𝛼1)⋯𝐺𝑘−1(𝛼𝑘−2, 𝑖

(𝑛)
𝑘−1, 𝛼𝑘−1)

𝑅𝑘(𝛼𝑘, 𝑖𝑘+1, 𝑖𝑘+2, ⋯, 𝑖𝑑) ≔ ∑
𝛼𝑘+1,…,𝛼𝑑

𝐺𝑘+1(𝛼𝑘, 𝑖(𝑛)
𝑘+1, 𝛼𝑘+1)⋯𝐺𝑑(𝛼𝑑−1, 𝑖

(𝑛)
𝑑 , 1)

(2.66)

さらに

𝐺𝑘(𝛼𝑘−1, 𝑖
(𝑛)
𝑘 , 𝛼𝑘) ≕ 𝑤𝑘(𝛼𝑘−1 ⊗ 𝛼𝑘; 𝑖(𝑛)

𝑘 ) (2.67)

𝑥𝑘(𝑰𝑛 \ {𝑖(𝑛)
𝑘 }, 𝛼𝑘−1 ⊗ 𝛼𝑘) ≔ 𝐿𝑘(𝑖(𝑛)

1 , ⋯, 𝑖(𝑛)
𝑘−1, 𝛼𝑘−1)𝑅𝑘(𝛼𝑘, 𝑖(𝑛)

𝑘+1, ⋯, 𝑖(𝑛)
𝑑 )(2.68)

†14 逆行列 (𝑋⊤𝑋)−1
 を明示的に求めて行列積を計算すると数値的に不安定になることがあるので, 通常は 𝐴 = 𝑋⊤𝑋, 𝒃 =

𝑋⊤𝑌  として線形方程式 𝐴𝒘̂ = 𝒃 を共役勾配 (conjugate gradient; CG) 法などの反復法で解きます。
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とおけば, テンソルトレインの添字 𝑰𝑛 の評価値は

𝐴(𝑰𝑛) = ∑
𝛼𝑘−1,𝛼𝑘

𝑤𝑘(𝛼𝑘−1 ⊗ 𝛼𝑘; 𝑖(𝑛)
𝑘 )𝑥𝑘(𝑰𝑛 \ {𝑖(𝑛)

𝑘 }, 𝛼𝑘−1 ⊗ 𝛼𝑘) (2.69)

と書けます。いま, 学習データのうち 𝑘 番目の添字が 𝑖𝑘 になるような部分集合を 𝒟︀𝑖𝑘
 

として以下のように定義します。

𝒟︀ = ∪𝑑𝑘
𝑖𝑘=1 𝒟︀𝑖𝑘

𝒟︀𝑖𝑘
= {(𝑰𝑛, 𝑦𝑖𝑘𝑛 ) | 𝑖(𝑛)

𝑘 = 𝑖𝑘}
(2.70)

ここで, 𝑘 番目以外のコアテンソル {𝐺𝑙}{𝑙≠𝑘} をすべて定数として固定すると, 

𝑤𝑘(𝛼𝑘−1 ⊗ 𝛼𝑘; 𝑖𝑘) (すなわち 𝐺𝑘(𝛼𝑘−1, 𝑖𝑘, 𝛼𝑘)) の最適化問題は以下の二乗和誤差関数

∑
(𝑰𝑛,𝑦𝑖𝑘𝑛 )∈𝒟︀𝑖𝑘

|𝑦𝑖𝑘𝑛 − 𝑤𝑘(𝛼𝑘−1 ⊗ 𝛼𝑘; 𝑖(𝑛)
𝑘 )𝑥𝑘(𝑰𝑛 \ {𝑖(𝑛)

𝑘 }, 𝛼𝑘−1 ⊗ 𝛼𝑘)|
2

(2.71)

を最小化する問題になります。𝑤𝑘 の解析解は擬似逆行列を用いて

𝑤𝑘 = (𝑋⊤
𝑘 𝑋𝑘)−1𝑋⊤

𝑘 𝑌𝑘 (2.72)

と書けます。ここで

𝑋𝑘 = [𝑋𝑘(𝑰𝑛 \ {𝑖(𝑛)
𝑘 }, 𝛼𝑘−1 ⊗ 𝛼𝑘)]

|𝒟︀𝑖𝑘
|

𝑛=1

𝑌𝑘 = [𝑦𝑖𝑘𝑛 ]|𝒟︀𝑖𝑘
|

𝑛=1

(2.73)

としました。

さて, 計算量について考えてみましょう。いま, 𝛼𝑘−1 ⊗ 𝛼𝑘 のとりうる範囲は 𝑟𝑘−1𝑟𝑘 

ですから, 𝑋𝑘 の大きさは |𝒟︀𝑖𝑘
| × 𝑟𝑘−1𝑟𝑘 です。したがって行列–ベクトル積 𝑋⊤

𝑘 𝑌𝑘 の

計算量は 𝒪︀(|𝒟︀𝑖𝑘
| 𝑟𝑘−1𝑟𝑘) , 行列–行列積 𝑋⊤

𝑘 𝑋𝑘 の計算量は 𝒪︀(𝑟2
𝑘−1𝑟2

𝑘 |𝒟︀𝑖𝑘
|) です。

さらに逆行列 (𝑋⊤
𝑘 𝑋𝑘)−1

 の計算量は 𝒪︀(𝑟3
𝑘−1𝑟3

𝑘) です。この効率化を考えます。まず, 

𝑋⊤
𝑘 𝑋𝑘 の評価について再考します。

𝑋⊤
𝑘 𝑋𝑘 = ∑

𝐼𝑛\{𝑖(𝑛)
𝑘 }

{𝐿′
𝑘(𝑖(𝑛)

1 , ⋯, 𝑖(𝑛)
𝑘−1, 𝛼′

𝑘−1)𝑅′
𝑘(𝛼′

𝑘, 𝑖(𝑛)
𝑘+1, ⋯, 𝑖(𝑛)

𝑑 )

𝐿𝑘(𝑖(𝑛)
1 , ⋯, 𝑖(𝑛)

𝑘−1, 𝛼𝑘−1)𝑅𝑘(𝛼𝑘, 𝑖(𝑛)
𝑘+1, ⋯, 𝑖(𝑛)

𝑑 )}

(2.74)
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いま, 式 (2.51) のような特異値分解で左右のテンソルトレインが以下の直交条件を

満たしていたとします。
†15

∑
𝛼𝑗−1

∑
𝑖𝑗

𝐺𝑗(𝛼𝑗−1, 𝑖𝑗, 𝛼′
𝑗)𝐺𝑗(𝛼𝑗−1, 𝑖𝑗, 𝛼𝑗) = 𝛿𝛼′

𝑗𝛼𝑗
for 𝑗 < 𝑘

∑
𝛼𝑗

∑
𝑖𝑗

𝐺𝑗(𝛼𝑗−1, 𝑖𝑗, 𝛼′
𝑗)𝐺𝑗(𝛼𝑗−1, 𝑖𝑗, 𝛼𝑗) = 𝛿𝛼′

𝑗−1𝛼𝑗−1
for 𝑗 > 𝑘

(2.75)

このとき, 学習データ数が偏りなく十分あり 𝐼𝑛 \ {𝑖(𝑛)
𝑘 } の添字集合を単にすべての 

{𝑖𝑗}𝑗≠𝑘
 の組み合わせとして置換すれば,

𝑋⊤
𝑘 𝑋𝑘 ≈ ∑

𝑖1,⋯,𝑖𝑘−1,𝑖𝑘+1,⋯,𝑖𝑑

{∏
𝑗≠𝑘

𝐺′
𝑗(𝛼′

𝑗−1, 𝑖𝑗, 𝛼′
𝑗)𝐺𝑗(𝛼𝑗−1, 𝑖𝑗, 𝛼𝑗)} = ∏

𝑗≠𝑘
𝛿𝛼′

𝑗𝛼𝑗
(2.76)

のように単位行列に近似できます。したがって, 𝑋⊤
𝑘 𝑋𝑘 の逆行列は 𝒪︀(1) で評価でき

ます。すると

𝑊𝑘 ≈ 𝑋⊤
𝑘 𝑌𝑘 (2.77)

となり, 計算量は 𝒪︀(|𝒟︀𝑖𝑘
| 𝑟𝑘−1𝑟𝑘) に削減されます。もしこの近似を用いない場合で

も

𝑋⊤
𝑘 𝑋𝑘𝑊𝑘 = 𝑋⊤

𝑘 𝑌𝑘 (2.78)

を反復法で解くことでも計算量を抑えられます。例えば, 作用素 𝑋⊤
𝑘 𝑋𝑘 の 𝑊𝑘 への 

𝑚 回の作用は 𝒪︀(𝑚 |𝒟︀𝑖𝑘
| 𝑟𝑘−1𝑟𝑘) ですから, 𝑚 を少なくとれるような問題であれば

愚直な方法よりも効率的です。

このようにして一度ある 𝑘 に対してコアテンソル 𝐺𝑘 を更新したら, 次に 𝑘 + 1 に

進み, 同様の手続きを繰り返します。そして, 𝑘 = 𝑑 まで進んだら, また 𝑘 → 𝑘 − 1 →
… → 1 と逆方向に進みます。その際に QR 分解や特異値分解を用いて直交条件を保

ちながら進めば, 先ほどの近似も有効に働きます。この操作を掃引 (sweeping)と呼

びます。掃引回数を 𝑁sweep とすれば, 全体の計算量は 𝒪︀(𝑁sweep(|𝒟︀| 𝑟2 + 𝑑𝑟3)) とな

ります。ここで 𝑑𝑟3 は 𝐺𝑘 を QR 分解により直交条件を保ちながら更新する計算量

に対応します。交互最小二乗法は節 2.11 で説明する密度行列繰り込み群と目的関数

は違いますが, 最適化の共通点も多いです。この構築方法を部分的に用いた応用例を

節 3.1.3 で紹介します。

†15 QR 分解でも同じことができます。
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2.7.4. リーマン多様体上の最適化による構築

本節は節 2.13 で説明する射影演算子と式 (2.135) で示すようなテンソルトレイン

の和に関する知識が必要になるのであとで読むことを推奨します。Novikov と

Oseledets らにより提案されたリーマン多様体上の最適化によるテンソルトレイン

の構築方法を紹介します。[52]

特徴量 𝒙(𝑛) と出力 𝑦(𝑛) の組がデータ集合として

𝒟︀ = {(𝒙(𝑛), 𝑦(𝑛)) | 𝒙(𝑛) ∈ ℝ𝑁 , 𝑦(𝑛) ∈ ℝ, 𝑛 = 1, …, |𝒟︀|} (2.79)

と与えられたとき, 損失関数

ℒ︀ = ∑
|𝒟︀|

𝑛=1

1
2
‖ 𝚽(𝒙(𝑛))𝑾 − 𝑦(𝑛) ‖2 (2.80)

を最小化するようなランク 𝑟 のテンソルトレイン

𝑾 = 𝑊 𝜌1
1 𝑊 𝜌2

2 ⋯𝑊 𝜌𝑁
𝑁 (2.81)

を求めます。ここで 𝚽 : ℝ𝑁 → ℝ𝑑𝑁
 はテンソル積で与えられる関数です。

𝚽𝜌1𝜌2⋯𝜌𝑓
(𝒙(𝑛)) = {𝜙𝜌1

(𝑥(𝑛)
1 )} ⊗ {𝜙𝜌2

(𝑥(𝑛)
2 )} ⊗ … ⊗ {𝜙𝜌𝑓

(𝑥(𝑛)
𝑓 )} (2.82)

ここで, 𝜙𝜌𝑖
(𝑥(𝑛)

𝑖 ) : ℝ → ℝ𝑑 は適当な関数で例えば節 2.7.3 のような離散化添字を考

えるならば,

𝜙𝜌𝑖
(𝑥(𝑛)

𝑖 ) =

[





𝛿(𝑥(𝑛)

𝑖 − 1)

𝛿(𝑥(𝑛)
𝑖 − 2)

⋮
𝛿(𝑥(𝑛)

𝑖 − 𝑑)
]







(2.83)

のように 𝑥𝑖 ∈ ℕ 番目の添字を 1 にしたようなワンホットベクトルでもよいですし, 

多項式のように

𝜙𝜌𝑖
(𝑥(𝑛)

𝑖 ) =

[







 1

𝑥(𝑛)
𝑖

(𝑥(𝑛)
𝑖 )

2

⋯

(𝑥(𝑛)
𝑖 )

𝑑−1

]









∈ ℝ𝑑 (2.84)
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としてもよいです。すると, これらのテンソル積は 𝚽(𝒙(𝑛)) ∈ ℝ𝑑𝑁
 となります。ここ

で損失勾配は

𝜕ℒ︀
𝜕𝑾

= ∑
|𝒟︀|

𝑛=1
(𝚽(𝒙(𝑛))𝑾 − 𝑦(𝑛))𝚽(𝒙(𝑛)) = ∑

|𝒟︀|

𝑛=1
𝑐𝑛𝚽(𝒙(𝑛)) (2.85)

となります。ここで, 右辺の前半の項 𝚽(𝒙(𝑛))𝑾 − 𝑦(𝑛) はスカラー量ですから, 𝑐𝑛 と

おきました。すると右辺は CP 分解の形で表せます (節 2.6.1 参照)。 この CP 分解は 

|𝒟︀| 個のランク 1 のテンソルトレインの和ですから, 節 2.9.1 で説明するような方法

でランク |𝒟︀| のテンソルトレインに表現しなおせます。

𝜕ℒ︀
𝜕𝑾

= [𝑐1𝜙(1)
𝜌1

𝑐2𝜙(2)
𝜌1

⋯ 𝑐|𝒟︀|𝜙(|𝒟︀|)
𝜌1

]

[




𝜙(1)

𝜌2

0
⋮
0

0
𝜙(2)

𝜌2

⋱
⋯

⋯
⋱
⋱
0

0
⋮
0

𝜙(|𝒟︀|)
𝜌2 ]







⋯

[




 𝜙(1)

𝜌𝑁

𝜙(2)
𝜌𝑁

⋮
𝜙(|𝒟︀|)

𝜌𝑁 ]






≕ 𝐶𝜌1
1 𝐶𝜌2

2 ⋯𝐶𝜌𝑁
𝑁

(2.86)

ここで 𝜙(𝑛)
𝜌𝑖

≕ 𝜙𝜌𝑖
(𝑥(𝑛)

𝑖 ) です。愚直にステップ幅 𝜂 で勾配降下法を行うと

𝑾 ← 𝑾 − 𝜂 𝜕ℒ︀
𝜕𝑾

(2.87)

となりますが, テンソルネットワークにはゲージ自由度があるのでこのままで

は不安定になりやすいです。(節 3.1.3 参照) また, 𝑾 − 𝜂 𝜕ℒ︀
𝜕𝑾  の結合次元は |𝒟︀| + 𝑟 

に達してしまい 節 2.5 で説明するような特異値分解による圧縮するために左右正準

系にするには 𝒪︀(𝑁(|𝒟︀| + 𝑟)3) の計算量がかかり非現実的です。そこで, 式 (2.86) を

式 (2.242) の射影演算子 𝒫︀𝑇𝑾 ℳ︀𝑟
 を用いてランク 𝑟 のテンソルトレインの多様体の 

𝑾  における接空間に射影します。事前にテンソルトレイン 𝑾  を掃引して左右正準

系 (節 2.8.2 参照) にしておきます。

𝑾 = 𝐴𝜌1
1 ⋯𝐴𝜌𝑗−1

𝑗−1 Ψ𝜌𝑗
𝑗 𝐵𝜌𝑗+1

𝑗+1 ⋯𝐵𝜌𝑁
𝑁 = 𝐴𝜌1

1 ⋯𝐴𝜌𝑗
𝑗 𝜆𝑗𝐵

𝜌𝑗+1
𝑗+1 ⋯𝐵𝜌𝑁

𝑁 (2.88)

これをすべての 𝑗 について行い保存しておきます。すると,
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𝒫︀𝑇𝑾 ℳ︀𝑟
[ 𝜕ℒ︀
𝜕𝑾

]

= (∑
𝑁

𝑗=1
𝒫︀[1:𝑗−1]

𝐿 ⊗ 𝟙̂𝑗 ⊗ 𝒫︀[𝑗+1:𝑁]
𝑅 − ∑

𝑁−1

𝑗=1
𝒫︀[1:𝑗]

𝐿 ⊗ 𝒫︀[𝑗+1:𝑁]
𝑅 )[ 𝜕ℒ︀

𝜕𝑾
]

= ∑
𝑁

𝑗=1
𝐴𝜌1

1 ⋯𝐴𝜌𝑗−1
𝑗−1 𝐶𝜌𝑗

𝑗⏟
≔ ∑𝜌1,…,𝜌𝑗−1,

𝜌𝑗+1,…,𝜌𝑁
(∏𝑗−1

𝑖=1 𝐴𝜌𝑖
𝑖 𝐶𝜌𝑖

𝑖 )(∏𝑁
𝑖=𝑗+1 𝐵𝜌𝑖

𝑖 𝐶𝜌𝑖
𝑖 )𝐶

𝜌𝑗
𝑗

𝐵𝜌𝑗+1
𝑗+1 ⋯𝐵𝜌𝑁

𝑁

− ∑
𝑁−1

𝑗=1
𝐴𝜌1

1 ⋯𝐴𝜌𝑗
𝑗 Σ̃𝑗⏟

≔ ∑𝜌1,𝜌2,…,𝜌𝑁
(∏𝑗

𝑖=1 𝐴𝜌𝑖
𝑖 𝐶𝜌𝑖

𝑖 )(∏𝑁
𝑖=𝑗+1 𝐵𝜌𝑖

𝑖 𝐶𝜌𝑖
𝑖 )

𝐵𝜌𝑗+1
𝑗+1 ⋯𝐵𝜌𝑁

𝑁

= [𝐴𝜌1
1 𝐶𝜌1

1 ][𝟙
0

−Σ̃1
𝟙 ]

⏟
≔𝑊̃𝜌1

1

[𝐴𝜌2
2
0

𝐶𝜌2
2

𝐵𝜌2
2

][𝟙
0

−Σ̃2
𝟙 ]

⏟
≔𝑊̃𝜌2

2

[𝐴𝜌3
3
0

𝐶𝜌3
3

𝐵𝜌3
3

][𝟙
0

−Σ̃3
𝟙 ]

⏟
≔𝑊̃𝜌3

3

⋯ [𝐶𝜌𝑁
𝑁

𝐵𝜌𝑁
𝑁

]
⏟

≔𝑊̃𝜌𝑁
𝑁

(2.89)

のような結合次元 2𝑟 のテンソルトレイン 𝑾̃  になります。なお, 射影により 𝐶𝜌𝑗
𝑗  や 

Σ̃𝑗 を評価する計算量は 𝒪︀(𝑁(|𝒟︀| + 𝑟)𝑟2) です。これをステップ幅 𝜂 で勾配降下法を

行うと

𝑾 ← 𝑾 − 𝜂𝒫︀𝑇𝑾 ℳ︀𝑟
[ 𝜕ℒ︀
𝜕𝑾

] = 𝑾 − 𝜂𝑾̃

= [𝐴𝜌1
1 𝐶𝜌1

1 ][𝟙
0

−Σ̃1
𝟙 ][𝐴𝜌2

2
0

𝐶𝜌2
2

𝐵𝜌2
2

][𝟙
0

−Σ̃2
𝟙 ]⋯[Ψ𝜌𝑁

𝑁 − 𝜂𝐶𝜌𝑁
𝑁

−𝜂𝐵𝜌𝑁
𝑁

]
(2.90)

のような結合次元 2𝑟 のテンソルトレインになります。これをステップ毎に結合次元

が 𝑟 となるように特異値分解で切り捨てれば, 結合次元が 𝑟 のテンソルトレインの

多様体上で最適化を行うことができます。

2.7.5. 多重積分への応用

情報科学分野におけるテンソルトレインの最もよく知られた応用例は多重積分の

効率化です。以下の多重積分を考えてみましょう。

∫
𝒟︀

d𝑥1d𝑥2⋯d𝑥𝑁𝑓(𝑥1, 𝑥2, ⋯, 𝑥𝑁) (2.91)

ここで, 𝒟︀ ⊂ ℝ𝑁  は積分領域です。この積分をテンソルトレイン形式で効率よく評価

する方法を考えてみましょう。いま, 仮に関数 𝑓(𝑥1, 𝑥2, ⋯, 𝑥𝑁) が数値積分に必要な
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グリッドを脚とするテンソルトレインとして記述できていたと仮定しましょう。す

なわち

𝑓(𝑖1, 𝑖2, ⋯, 𝑖𝑁) = ∑
𝛼0,𝛼1,⋯,𝛼𝑁

𝐺1(𝛼0, 𝑖1, 𝛼1)𝐺2(𝛼1, 𝑖2, 𝛼2)⋯𝐺𝑁(𝛼𝑁 , 𝑖𝑁 , 𝛼𝑁) (2.92)

とします。さらに, グリッド 𝑖𝑘 の体積要素を 𝑤𝑘(𝑖𝑘) とすれば, 積分は

∑
𝑖1,𝑖2,⋯,𝑖𝑁

𝑓(𝑖1, 𝑖2, ⋯, 𝑖𝑁)𝑤1(𝑖1)𝑤2(𝑖2)⋯𝑤𝑁(𝑖𝑁) (2.93)

の形で離散化されます。この計算量は 𝑖𝑘 = 1, 2, …, 𝑑 の反復計算をすべての 𝑘 につい

て行うことになりますから 𝒪︀(𝑑𝑁) で指数関数的に増大します。ですから, 多重積分

を近似的に扱う場面ではモンテカルロ積分で代用されることが多いです。テンソル

トレイン形式はこの場面において効率化を実現します。離散化された多重積分の式

にテンソルトレインを代入すれば

∑
𝑖1,𝑖2,⋯,𝑖𝑁

𝛼0,𝛼1,⋯,𝛼𝑁

𝐺1(𝛼0, 𝑖1, 𝛼1)𝐺2(𝛼1, 𝑖2, 𝛼2)⋯𝐺𝑁(𝛼𝑁 , 𝑖𝑁 , 𝛼𝑁)𝑤1(𝑖1)⋯𝑤𝑁(𝑖𝑁) (2.94)

となります。すべての 𝑘 について

∑
𝑖𝑘

𝐺𝑘(𝛼𝑘, 𝑖𝑘, 𝛼𝑘+1)𝑤𝑘(𝑖𝑘) ≕ 𝐻𝑘(𝛼𝑘, 𝛼𝑘+1) (2.95)

と縮約する計算量は 𝒪︀(𝑁𝑑𝑟2) です。ここで, 𝛼𝑘 = 1, 2, …, 𝑟 としました。すると多重

積分の離散化は

∑
𝛼0,𝛼1,⋯,𝛼𝑁

𝐻1(𝛼0, 𝛼1)𝐻2(𝛼1, 𝛼2)⋯𝐻𝑁(𝛼𝑁 − 1, 𝛼𝑁) (2.96)

の形で記述できます。左から順番に行列–行列積を評価する計算量は 𝒪︀(𝑁𝑟3) ですか

ら, 多重積分の計算量は 𝒪︀(𝑁(𝑟3 + 𝑑𝑟2)) となり, ランク 𝑟 が定数に抑えられるよう

に被積分関数を再現できれば多重積分を線形の計算量で評価できます。この本質が

量子多体計算にも応用されていきます。

余談: テンソルトレインからの多項式時間サンプリング

テンソルトレイン形式が多重積分を効率よく評価できることから, 多次元の分

布関数をテンソルトレイン形式で近似することで, 多項式時間でサンプリング

を行うことができます。例えば, 参考文献 [53] では手書き文字の画像データの

生成模型をテンソルトレイン形式で構築しています。基本的な発想はベイズの

定理 𝑝(𝑥, 𝑦) = 𝑝(𝑥|𝑦)𝑝(𝑦) と左右正準系 (節 2.8.2 参照) のゲージの直交条件を利
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用することです。多次元の分布関数 𝑝(𝜎1, 𝜎2, ⋯, 𝜎𝑁) がテンソルトレインで表さ

れているとします。このとき, 𝑝(𝜎1) は 𝜎2, 𝜎3, ⋯, 𝜎𝑁  について周辺化した分布関

数です。テンソルトレインが左端の 𝜎1 に直交中心をもつとき, 𝜎2, 𝜎3, ⋯, 𝜎𝑁  に

ついて周辺化すると直交関係式 (2.104) より, 𝑝(𝜎1) = tr((Ψ𝜎1
1 )†Ψ𝜎1

1 ) のような

形で表現できます。一変数分布関数からのサンプリングは一様乱数からのサン

プリングと同じように容易に行えます。次に, 𝑝(𝜎1, 𝜎2) = 𝑝(𝜎2|𝜎1)𝑝(𝜎1) からの

サンプリングを実行します。ある 𝜎′
1 に対して, 𝑝(𝜎2|𝜎′

1) はふたたび直交条件を

利用して, tr((𝐵𝜎2
2 )†(Ψ𝜎′

1
1 )

†
Ψ𝜎′

1
1 𝐵𝜎2

2 ) のような形で表現できます。この一変数分

布関数からのサンプリングもまた一様乱数からのサンプリングと同じように容

易に行えます。以降これを右端まで繰り返せば, 多項式時間で (𝜎′
1, 𝜎′

2, ⋯, 𝜎′
𝑁) ∼

𝑝(𝜎1, 𝜎2, ⋯, 𝜎𝑁) を用意できます。これにより混合ガウス模型に頼らずとも, より

複雑な分布関数を解析的にサンプリングできる形で模型化できるようになり

ます。さらに化学系においては, exp(−𝛽𝐸(𝑹)) をテンソルトレインで近似でき

れば有限温度の構造を生成できるようになりますし, 自由エネルギー 𝐹 =
∫ d𝑹 exp(−𝛽𝐸(𝑹)) も推定できるようになります。また Ψ(𝑹) をテンソルトレ

イン形式で表現できれば, 波動関数の分布関数から臨機応変に構造点をサンプ

リングできるようになります。すると, テンソルトレインポテンシャルを機械学

習で構築する方法と組み合わせて, 波動関数が到達しうる周辺領域のみポテン

シャル面の値を評価するいわゆる on-the-fly シミュレーション [54,55] も可能

になります。

2.8. 行列積状態

2.8.1. 行列積状態の図表表現

行列積状態 (matrix product state; MPS) はテンソルトレインの多体波動関数

であり, 式 (1.1) を次式で表現したものです。

|Ψ⟩ = ∑
𝜎1𝜎2⋯𝜎𝑁

∑
𝛼1𝛼2⋯𝛼𝑁−1

𝐶𝜎1
1𝛼1

𝐶𝜎2𝛼1𝛼2
⋯𝐶𝜎𝑁

𝛼𝑁−11|𝜎1𝜎2⋯𝜎𝑁⟩ (2.97)

図表では

𝛼1

𝜎1

𝛼2

𝜎2

𝛼3

𝜎3

𝛼4

𝜎4

𝛼5

𝜎5 𝜎6

𝐶 𝐶 𝐶 𝐶 𝐶 𝐶 (2.98)
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のように記述できます。特に, 𝛼𝑖 のとりうる最大値を結合次元 (bond dimension) 

と呼び, 𝑚 と表記することにします。一般に, 𝜎𝑖 のとりうる最大値が 𝑑 なら

ば, 𝑚 = 𝑑⌊𝑁
2 ⌋ です。これは左右からテンソルトレイン分解をしたときに, ランクが端

から, 𝑑, 𝑑2, ⋯, 𝑑⌊𝑁
2 ⌋ となるためです。式 (2.97) における総和 Σ は明示的に評価する

と指数関数的なメモリ容量が必要になることに注意してください。必要に応じて期

待値や内積, 縮約密度行列などより具体的な低次元量を計算する際に, テンソルネッ

トワークの縮約演算を用いて評価するのが定石です。例えば, 𝑁 = 5 の場合, 演算子 

𝑂̂ = 𝑜1 ⊗ 𝑜2 ⊗ ⋯ ⊗ 𝑜5 の期待値は以下のような図表表現の縮約で与えられます。

⟨Ψ|𝑂̂|Ψ⟩ = ∑
𝜎1𝜎2⋯𝜎5
𝛼1𝛼2⋯𝛼4

∑
𝜎′

1𝜎′
2⋯𝜎′

5
𝛼′

1𝛼′
2⋯𝛼′

4

∏
5

𝑖=1
(𝐶𝜎′

𝑖
𝛼′

𝑖−1𝛼′
𝑖
)

∗
⟨𝜎′

𝑖|𝑜𝑖|𝜎𝑖⟩𝐶𝜎𝑖𝛼𝑖−1𝛼𝑖

=

𝛼1
𝜎1 𝛼2

𝜎2 𝛼3
𝜎3 𝛼4

𝜎4 𝜎5

𝛼′
1

𝜎′
1

𝛼′
2

𝜎′
2

𝛼′
3

𝜎′
3

𝛼′
4

𝜎′
4 𝜎′

5

𝐶 𝐶 𝐶 𝐶 𝐶

𝑜1 𝑜2 𝑜3 𝑜4 𝑜5

𝐶∗ 𝐶∗ 𝐶∗ 𝐶∗ 𝐶∗
(2.99)

また重なり積分 ⟨Φ|Ψ⟩ は以下のような図表の縮約で与えられます。

⟨Φ|Ψ⟩ = ∑
𝜎1𝜎2⋯𝜎5
𝛼1𝛼2⋯𝛼4

∑
𝜎′

1𝜎′
2⋯𝜎′

5

∏
5

𝑖=1
(𝐷𝜎′

𝑖
𝛼𝑖−1𝛼′

𝑖
)

∗
𝐶𝜎𝑖𝛼𝑖−1𝛼𝑖

= 𝛼1
𝜎1 𝛼2

𝜎2 𝛼3
𝜎3 𝛼4

𝜎4 𝜎5

𝛼′
1 𝛼′

2 𝛼′
3 𝛼′

4

𝐶 𝐶 𝐶 𝐶 𝐶

𝐷∗ 𝐷∗ 𝐷∗ 𝐷∗ 𝐷∗ (2.100)

𝜎3 に関する縮約密度行列すなわち, 𝜎𝑘(𝑘 ≠ 3) に関する部分対角和は
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𝜌𝜎3,𝜎′
3

= tr{𝜎1,𝜎2,𝜎4,𝜎5}|Ψ⟩⟨Ψ|

= 𝛼1
𝜎1 𝛼2

𝜎2 𝛼3

𝜎3

𝛼4
𝜎4 𝜎5

𝛼′
1 𝛼′

2
𝜎′

3 𝛼′
3 𝛼′

4

𝐶 𝐶 𝐶 𝐶 𝐶

𝐶∗ 𝐶∗ 𝐶∗ 𝐶∗ 𝐶∗
(2.101)

で与えられます。

2.8.2. シュミット分解による左右正準形 (𝐴-𝐵 形式)

𝐶 = 𝐴𝐵 という関係があるとき, 行列 𝐶 を与えるような行列 𝐴, 𝐵 の組み合わせ

は無数に存在します。
†16

 このようなゲージ自由度はテンソルネットワークにも存在

します。ただし, 物理計算をするにあたって都合のよいゲージがいくつか存在するた

め, それらを紹介します。まず行列積状態の仮想添字 𝛼𝑘 を省略した式

|Ψ⟩ = ∑
𝜎1𝜎2⋯𝜎𝑁

𝐶𝜎1
1 𝐶𝜎2

2 ⋯𝐶𝜎𝑁
𝑁 |𝜎1𝜎2⋯𝜎𝑁⟩ (2.102)

を用いることにします。ここで 𝐶𝜎𝑘
𝑘  は, 𝜎𝑘 を定数とみなしたとき 𝑟𝑘−1 × 𝑟𝑘 の行列

です。

以下のようなゲージを, 左右正準形 (left-right canonical form) と呼びます。

|Ψ⟩ = ∑
𝜎1𝜎2⋯𝜎𝑁

𝐴𝜎1
1 ⋯𝐴𝜎𝑗

𝑗 Λ𝑗𝐵
𝜎𝑗+1
𝑗+1 ⋯𝐵𝜎𝑁

𝑁 |𝜎1𝜎2⋯𝜎𝑁⟩

= 𝛼1

𝜎1

𝛼2

𝜎2

𝛼3

𝜎3

𝛼3 𝛼4

𝜎4 𝜎5

𝐴 𝐴 𝐴 Λ 𝐵 𝐵

(2.103)

ここでテンソル 𝐴, 𝐵 は以下のような直交条件を満たします。

†16 例えば, 𝐴 が正則なら 𝐵 = 𝐴−1𝐶 として無数に存在します。
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𝛼𝑘
𝛼𝑘−1 𝜎𝑘

𝛼′
𝑘

∑𝜎𝑘
(𝐴𝜎𝑘

𝑘 )†𝐴𝜎𝑘
𝑘 =

𝐴

𝐴∗

=
𝛼𝑘

𝛼′
𝑘

= 𝛿𝛼𝑘,𝛼′
𝑘

= 𝟙𝑟𝑘

𝛼𝑘−1
𝛼𝑘𝜎𝑘

𝛼′
𝑘−1

∑𝜎𝑘
𝐵𝜎𝑘

𝑘 (𝐵𝜎𝑘
𝑘 )† =

𝐵

𝐵∗

=
𝛼𝑘−1

𝛼′
𝑘−1

= 𝛿𝛼𝑘−1,𝛼′
𝑘−1

= 𝟙𝑟𝑘−1

(2.104)

このような直交条件を満たすようなテンソル 𝐴, 𝐵 は QR/LQ 分解や特異値分解を端

のサイトから順番に適用することで構成できます。例えば, QR 分解では

𝐶𝜎𝑘
𝑘 = 𝐶(𝛼𝑘−1, 𝜎𝑘, 𝛼𝑘)

= 𝐶(𝛼𝑘−1 ⊗ 𝜎𝑘, 𝛼𝑘)

≕ 𝑄(𝛼𝑘−1 ⊗ 𝜎𝑘, 𝜏𝑘)𝑅(𝜏𝑘, 𝛼𝑘)

≕ 𝑄𝜎𝑘
𝑘 𝑅𝑘

(2.105)

と変形することで,

∑
𝜎𝑘

(𝑄𝜎𝑘
𝑘 )†𝑄𝜎𝑘

𝑘 = ∑
𝜎𝑘,𝛼𝑘−1

𝑄∗(𝜏 ′
𝑘, 𝛼𝑘−1 ⊗ 𝜎𝑘)𝑄(𝛼𝑘−1 ⊗ 𝜎𝑘, 𝜏𝑘) = 𝟙𝜏𝑘,𝜏′

𝑘
(2.106)

を満たします。よって, 𝐴𝜎𝑘
𝑘 = 𝑄𝜎𝑘

𝑘  とすればよいことがわかります。残った 𝑅𝑘 は右

隣の 𝐶𝜎𝑘+1
𝑘+1  と積をとり,

Ψ𝜎𝑘+1
𝑘+1 ≔ 𝑅𝑘𝐶𝜎𝑘+1

𝑘+1 (2.107)

として 𝐶𝜎𝑘+1
𝑘+1  を更新すればよいです。そして同じ操作を Ψ𝜎𝑘+1

𝑘+1  に対して行います。こ

れを再帰的に繰り返すことで, 𝐴𝜎𝑘
𝑘  を構成できます。図表表現では図 2-7 のような

操作に対応します。同じように LQ 分解を右端から実行すれば 𝐵𝜎𝑘
𝑘  も構築できます。

QR 分解による方法では 𝑅 は上三角行列となりますが, 特異値分解を用いた場合は

中心を対角行列にすることもできます。その図表を図 2-8 に示します。
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𝛼𝑘−1 𝛼𝑘

𝜎𝑘

𝛼𝑘+1

𝜎𝑘+1

𝐶を変形

𝛼𝑘−1 ⊗ 𝜎𝑘 𝛼𝑘 𝛼𝑘+1

𝜎𝑘+1

QR 分解

𝛼𝑘−1 ⊗ 𝜎𝑘 𝜏𝑘 𝛼𝑘 𝛼𝑘+1

𝜎𝑘+1

𝑄を変形

𝛼𝑘−1

𝜎𝑘

𝜏𝑘 𝛼𝑘 𝛼𝑘+1

𝜎𝑘+1

𝛼𝑘を縮約

𝛼𝑘−1

𝜎𝑘

𝜏𝑘 𝛼𝑘+1

𝜎𝑘+1

𝐶 𝐶 𝐶 𝐶

𝑄 𝑅 𝐶 𝐴 𝑅 𝐶

𝐴 Ψ

図 2-7 QR 分解による行列積状態の直交化

𝐶

𝐶

𝛼𝑘−1 𝛼𝑘

𝜎𝑘

𝛼𝑘+1

𝜎𝑘+1

𝛼𝑘 を縮約

𝛼𝑘

𝜎𝑘

𝛼𝑘+1

𝜎𝑘+1

𝐶を変形

𝛼𝑘−1 ⊗ 𝜎𝑘 𝛼𝑘+1 ⊗ 𝜎𝑘+1

特異値分解

𝛼𝑘−1 ⊗ 𝜎𝑘 𝛼𝑘 𝛼𝑘 𝛼𝑘+1 ⊗ 𝜎𝑘+1

𝑈, 𝑉 †を変形

𝛼𝑘−1

𝜎𝑘

𝛼𝑘 𝛼𝑘

𝜎𝑘+1

𝛼𝑘+1

𝐶 𝐶

𝑈 Λ 𝑉 †

𝐴 Λ 𝐵

図 2-8 特異値分解による行列積状態の直交化

式  (2.103) のゲージは, 左系を |𝑖⟩𝐿 = 𝐴1𝐴2⋯𝐴𝑗|𝜎1𝜎2⋯𝜎𝑗⟩, 右系を |𝑗⟩𝑅 =
𝐵𝑗+1𝐵𝑗+2⋯𝐵𝑁 |𝜎𝑗+1𝜎𝑗+2⋯𝜎𝑁⟩としたとき, |Ψ⟩ = ∑𝑚

𝑖=1 ∑𝑛
𝑗=1 𝑀𝑖𝑗|𝑖⟩𝐿|𝑗⟩𝑅 のシュミッ

ト分解に対応しています。詳しくは節 2.5 を参照してください。また, Ψ𝜎𝑗
𝑗 = 𝐴𝜎𝑗

𝑗 Λ𝑗 =
Λ𝑗−1𝐵

𝜎𝑗
𝑗  として

|Ψ⟩ = ∑
𝜎1𝜎2⋯𝜎𝑁

𝐴𝜎1
1 ⋯𝐴𝜎𝑗−1

𝑗−1 Ψ𝜎𝑗
𝑗 𝐵𝜎𝑗+1

𝑗+1 ⋯𝐵𝜎𝑁
𝑁 |𝜎1𝜎2⋯𝜎𝑁⟩

= 𝛼1

𝜎1

𝛼2

𝜎2 𝜎3

𝛼3 𝛼4

𝜎4 𝜎5

𝐴 𝐴 Ψ 𝐵 𝐵

(2.108)
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というゲージや Φ𝜎𝑗𝜎𝑗+1
𝑗,𝑗+1 = 𝐴𝜎𝑗

𝑗 Λ𝑗𝐵
𝜎𝑗+1
𝑗+1  を導入することで,

|Ψ⟩ = ∑
𝜎1𝜎2⋯𝜎𝑁

𝐴𝜎1
1 ⋯𝐴𝜎𝑗−1

𝑗−1 Φ𝜎𝑗𝜎𝑗+1
𝑗,𝑗+1 𝐵𝜎𝑗+1

𝑗+1 ⋯𝐵𝜎𝑁
𝑁 |𝜎1𝜎2⋯𝜎𝑁⟩

= Ψ
𝛼1

𝜎1

𝛼2

𝜎2 𝜎3

𝛼4

𝜎4 𝜎5

𝐴 𝐴 𝐵

(2.109)

といったゲージもよく用いられます。左右がすべて式 (2.104) の直交条件を満たすと

き, その中心のテンソル Λ𝑗, Ψ
𝜎𝑗
𝑗 , Φ𝜎𝑗𝜎𝑗+1

𝑗,𝑗+1  は直交中心 (orthogonal centre) と呼ば

れ, 掃引アルゴリズムの更新は基本的に直交中心に対して行われます。
†17

 直交中心

に対する縮約密度行列を考えてみましょう。まず, 式 (2.103) について, 直交中心は

物理脚 𝜎𝑗 をもちませんから, すべての物理脚 𝜎𝑗 について縮約をとってみましょう。

tr{𝜎1,𝜎2⋯𝜎𝑁}|Ψ⟩⟨Ψ| = ⟨Ψ|Ψ⟩

=

𝛼1 𝛼2 𝛼3 𝛼3 𝛼4

𝛼′
1

𝜎1 𝛼′
2

𝜎2 𝛼′
3

𝜎3 𝛼′
3 𝛼′

4
𝜎5 𝜎5

𝐴 𝐴 𝐴 Λ 𝐵 𝐵

𝐴∗ 𝐴∗ 𝐴∗ Λ∗ 𝐵∗ 𝐵∗

(2.110)

ここで, 式 (2.104) の直交条件を用いると,

𝛼3 𝛼′
3

Λ

Λ∗

= tr𝛼′
𝑗
(Λ𝑗Λ

†
𝑗) = ∑𝑑𝑗

𝑖=1 𝜆2𝑖
𝑗

(2.111)

となりますから, 直交中心の特異値の2乗和が波動関数のノルムの2乗に対応してい

ます。次に, 式 (2.108) について, 直交中心の物理脚 𝜎𝑗 以外について縮約をとってみ

ましょう。

†17 QR 分解の例で見たように, Λ𝑗 が直交中心となるには必ずしも対角行列である必要はないです。左右のテンソルが直交
条件を満たすことが直交中心であるための条件です。
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𝜌𝜎𝑗,𝜎′
𝑗

≔ tr{𝜎1,⋯,𝜎𝑗−1,𝜎𝑗+1,⋯,𝜎𝑁}|Ψ⟩⟨Ψ|

=

𝛼1 𝛼2

𝜎3

𝛼3 𝛼4

𝛼′
1

𝜎1 𝛼′
2

𝜎2

𝜎′
3

𝛼′
3 𝛼′

4
𝜎5 𝜎6

𝜎3

𝜎′
3

𝛼3𝛼2

𝐴 𝐴 Ψ 𝐵 𝐵

𝐴∗ 𝐴∗ Ψ∗ 𝐵∗ 𝐵∗

=
Ψ

Ψ∗

(2.112)

これは縮約密度行列を与えます。例えば, 式 (1.154) において, 𝜎𝑗 を系, それ以外の

物理脚を熱浴自由度として解釈することで, 系の密度行列を式 (2.112) のような縮約

で求めることができます。最後に, 式 (2.109) について, 直交中心の物理脚 𝜎𝑗, 𝜎𝑗+1 

以外について縮約をとってみましょう。

𝜌𝜎𝑗𝜎𝑗+1,𝜎′
𝑗𝜎′

𝑗+1
≔ tr{𝜎1,⋯,𝜎𝑗−1,𝜎𝑗+2,⋯,𝜎𝑁}|Ψ⟩⟨Ψ|

=
Ψ

Ψ∗

Ψ

Ψ∗

𝛼1 𝛼2

𝜎3 𝜎4

𝛼4

𝛼′
1

𝜎1 𝛼′
2

𝜎2

𝜎′
3 𝜎′

4

𝛼′
4

𝜎6

𝜎3

𝜎′
3

𝜎4

𝜎′
4

𝛼3𝛼2

𝐴 𝐴 𝐵

𝐴∗ 𝐴∗ 𝐵∗

=
(2.113)

さて, いま 2 サイト直交中心が何らかの更新式で更新され 𝑓(Ψ𝜎𝑗𝜎𝑗+1
𝑗,𝑗+1 ) = Φ𝜎𝑗𝜎𝑗+1

𝑗,𝑗+1  に

なったとします。このとき, Φ(𝛼𝑗−1 ⊗ 𝜎𝑗, 𝛼𝑗+1 ⊗ 𝜎𝑗+1) を特異値分解してみましょう。

Φ𝜎𝑗𝜎𝑗+1
𝑗,𝑗+1 = 𝐴𝜎𝑗

𝑗 Λ𝑗𝐵
𝜎𝑗+1
𝑗+1 (2.114)

ここで Λ𝑗 は min(𝑟𝑗−1𝑑𝑗, 𝑟𝑗+1𝑑𝑗+1) 個の特異値を対角成分にもつ対角行列です。こ

こで低ランク近似により, Λ𝑗 を 𝑟𝑗 個の特異値を保持して残りをゼロ埋めしたものを 

Λ̃𝑗 としましょう。そして対応する波動関数を |Φ̃⟩ とします。このとき, 全体の波動

関数のフロベニウスノルムの誤差の 2 乗は以下のようになります。

‖|Φ⟩ − |Φ̃⟩‖2
𝐹 = 1 − ⟨Φ|Φ̃⟩ − ⟨Φ̃|Φ⟩ + ⟨Φ̃|Φ̃⟩

= 1 − tr(|Φ̃⟩⟨Φ|) − tr(|Φ⟩⟨Φ̃|) + tr(|Φ̃⟩⟨Φ̃|)

= 1 − 2‖Λ𝑗 − Λ̃𝑗‖2
𝐹 + ‖Λ̃𝑗‖2

𝐹

(2.115)
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特異値切り捨て後の波動関数のノルムに由来する項 ‖Λ̃𝑗‖2
𝐹  を一旦無視すれば, 直交

中心の特異値の切り捨てによるフロベニウス誤差と全体の波動関数のフロベニウス

ノルム誤差が一致しています。この特性を利用して直交中心の特異値を切り捨てるこ

とで, 全体の密度行列のフロベニウスノルム誤差を最小化しながら圧縮していく操

作を密度行列の繰り込み (renormalisation) と呼びます。
†18

2.8.3. 並列計算のためのゲージ (Γ-Λ 形式と Ψ-𝑉  形式)

行列積状態に対して以下のような三つの脚をもつテンソル Γ𝜎𝑗
𝑗  を導入します。

𝐴𝜎𝑗
𝑗 = Λ𝑗−1Γ

𝜎𝑗
𝑗 , 𝐵𝜎𝑗

𝑗 = Γ𝜎𝑗
𝑗 Λ𝑗

⇔ Γ𝜎𝑗
𝑗 = (Λ𝑗−1)

−1𝐴𝜎𝑗
𝑗 = 𝐵𝜎𝑗

𝑗 (Λ𝑗)
−1 (2.116)

このとき, 𝐴-𝐵 形式の式 (2.103) は以下のように書き直せます。

𝐴𝜎1
1 𝐴𝜎2

2 ⋯𝐴𝜎𝑗
𝑗 Λ𝑗𝐵

𝜎𝑗+1
𝑗+1 ⋯𝐵𝜎𝑁

𝑁

= 𝐴𝜎1
1 ⋯𝐴𝜎𝑗−1

𝑗−1 Λ𝑗−1Γ
𝜎𝑗
𝑗 Λ𝑗𝐵

𝜎𝑗+1
𝑗+1 ⋯𝐵𝜎𝑁

𝑁

= 𝐴𝜎1
1 ⋯𝐴𝜎𝑗−1

𝑗−1 Λ𝑗−1𝐵
𝜎𝑗
𝑗 ⋯𝐵𝜎𝑁

𝑁

⋮

= Γ𝜎1
1 Λ1Γ

𝜎2
2 Λ2⋯Λ𝑁−1Γ

𝜎𝑁
𝑁

= 𝛼1

𝜎1

𝛼1 𝛼2

𝜎2

𝛼2 𝛼𝑁−1 𝛼𝑁−1

𝜎𝑁

Γ1 Λ1 Γ2 Λ2 ⋯ Λ𝑁−1 Γ𝑁

(2.117)

すると, すべての直交中心 Λ𝑗 を形式的に出すことができます。ここで Λ0 と Λ𝑁  は 

1 × 1 の単位行列となるので省略しました。この形式を Vidal の標準形と呼びます。 

[56,57]

Vidal の標準形から始めて, 以下のような行列

𝑉𝑗 = Λ+
𝑗 (2.118)

ここで, Λ+
𝑗  は Λ𝑗 の擬似逆行列です。

†19
 したがって,

Λ𝑗 = Λ𝑗𝑉𝑗Λ𝑗 (2.119)

†18 ノルム項 ‖𝜑‖𝐹  を無視すれば, ‖𝜓 − 𝜑‖𝐹  の最小化は, |⟨𝜓|𝜑⟩| の最大化や, ‖|𝜓⟩⟨𝜓| − |𝜑⟩⟨𝜑|‖𝐹  の最小化と等価です。

†19 ランク 𝑟 の対角行列 Λ = diag[𝜆1, 𝜆2, ⋯, 𝜆𝑟, 0, ⋯, 0] の疑似逆行列は特に, Λ+ = diag[ 1
𝜆1

, 1
𝜆2

, ⋯, 1
𝜆𝑟

, 0, ⋯, 0] として計算で

きます。
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が成立します。Vidal の標準形に式 (2.119) を代入すると,

Γ𝜎1
1 Λ1Γ

𝜎2
2 Λ2⋯Λ𝑁−1Γ

𝜎𝑁
𝑁

= Γ𝜎1
1 Λ1𝑉1Λ1Γ

𝜎2
2 Λ2𝑉2Λ2⋯Λ𝑁−1𝑉𝑁−1Λ𝑁−1Γ

𝜎𝑁
𝑁

= Ψ𝜎1
1 𝑉1Ψ

𝜎2
2 𝑉2⋯Ψ𝜎𝑁−1

𝑁−1 𝑉𝑁−1Ψ
𝜎𝑁
𝑁

(2.120)

が得られます。本書で, この形式は Stoudenmire の逆標準形と呼ぶことにします。

ただし, この形式は Vidal の標準形とほぼ同じ形式ですから, 基本的な発想は変わり

ません。ここで現れる

Ψ𝜎𝑗
𝑗 = Λ𝑗−1Γ

𝜎𝑗
𝑗 Λ𝑗 = 𝐴𝜎𝑗

𝑗 Λ𝑗 = Λ𝑗−1𝐵
𝜎𝑗
𝑗 (2.121)

は式 (2.108) のゲージで現れる直交中心 Ψ𝜎𝑗
𝑗  にほかなりません。この形式の最大の

利点は, 密度行列の繰り込みを並列的に計算できることです。例として, 𝑈 = 𝑈1,2 +
𝑈2,3 + 𝑈3,4 という演算子を行列積状態に作用させて 𝑈|Ψ⟩ を得ることを考えます。こ

こで, 簡単のため, [𝑈1,2, 𝑈2,3] = 0, [𝑈2,3, 𝑈3,4] = 0 とします。

𝑈1,2 𝑈3,4

𝑈2,3

𝛼1 𝛼1 𝛼2 𝛼2 𝛼3 𝛼3

𝜎1 𝜎4𝜎2 𝜎3

Ψ1 𝑉1 Ψ2 𝑉2 Ψ3 𝑉3 Ψ4

=

Ψ1,2 Ψ3,4

𝑈2,3

𝛼2 𝛼2

𝜎1 𝜎4𝜎2 𝜎3

𝑉2

(2.122)

ここで, 𝑈1,2 と 𝑈3,4 をはじめに縮約して Ψ1,2 と Ψ3,4 を得ました。作用前に Ψ2 が直交

中心であったことから, Ψ1,2 の右側のテンソルは 𝐵𝜎3
3 𝐵𝜎4

4  であり, Ψ1,2 も直交中心で

す。同様に, 作用前の Ψ3 も直交中心でしたから, その左側のテンソルは𝐴𝜎1
1 𝐴𝜎2

2  であ

り, Ψ3,4 も直交中心です。したがって, Ψ1,2 と Ψ3,4 の特異値分解による圧縮によるフ

ロベニウスノルム誤差は, 全体の圧縮後のフロベニウスノルム誤差と一致します。し

たがって, 特異値分解によって
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𝑈2,3

𝛼1

𝜎1

𝛼1 𝛼2 𝛼2 𝛼3 𝛼3

𝜎4𝜎2 𝜎3

𝐴1 Λ̃1 𝐵̃2 𝑉2 𝐴3 Λ̃3 𝐵̃4

= 𝑈2,3

𝛼1

𝜎1

𝛼1 𝛼2 𝛼2 𝛼3 𝛼3

𝜎4𝜎2 𝜎3

Ψ̃1 𝑉1 Ψ̃2 𝑉2 Ψ̃3 𝑉3 Ψ̃4

(2.123)

となります。ここで式 (2.119) と式 (2.121) を用いました。さらに, 𝑈2,3 を縮約して 

Ψ2,3 を得ると,

Ψ̃2,3

𝛼1

𝜎1

𝛼1

𝜎2 𝜎3

𝛼3 𝛼3

𝜎4

Ψ̃1 𝑉1 𝑉3 Ψ̃4 (2.124)

を得ます。Ψ̃2,3 も先と同じ論理で直交中心ですから, 特異値分解で圧縮できて

𝛼1

𝜎1

𝛼1 𝛼2

𝜎2

𝛼2 𝛼3

𝜎3

𝛼3

𝜎4

Ψ̃1 𝑉1 𝐴2 Λ̃2 𝐵̃3 𝑉3 Ψ̃4

= 𝛼1

𝜎1

𝛼1 𝛼2

𝜎2

𝛼2 𝛼3

𝜎3

𝛼3

𝜎4

Ψ̃1 𝑉1
̃̃Ψ2 𝑉2

̃̃Ψ3 𝑉3 Ψ̃4

(2.125)

のような元のゲージに戻ります。さて, いま直交中心が全体に存在するという特性を

活かして, 𝑈1,2 と 𝑈3,4 を縮約して Ψ1,2 と Ψ3,4 を更新, 繰り込みする操作は独立で

すから, 並列に行うことができました。Vidal は時間発展ブロック縮約法 (time-

evolving block decimation; TEBD) と呼ばれる式 (2.117) のゲージを用いた時

間発展手法を提案しました。[56,57] この方法は最近接 (nearest-neighbour) 相互作

用のハミルトニアン
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𝐻̂ = ∑
𝑁−1

𝑖=1
ℎ̂𝑖,𝑖+1 (2.126)

の時間発展を計算する際に, 時間推進演算子をトロッター分解し

𝑈̂(𝑡) = exp(−𝑖𝐻̂𝑡) ≈ ∏
𝑁−1

𝑖=1
exp(−𝑖ℎ̂𝑖,𝑖+1𝑡) (2.127)

exp(−𝑖ℎ̂𝑖,𝑖+1𝑡) を並列的に作用させたあと, 繰り込みを行うことで効率的な時間発

展を実現します。また, Stoudenmire と White は Ψ-𝑉  形式のゲージを導入して, 一

般のハミルトニアンに対する変分最適化の並列化手法を提案しています。[58] また, 

近接相互作用に限らない一般の時間推進演算子に対しても Ψ-𝑉  形式のゲージを導

入して並列化を実現しています。[59]
†20

2.9. 行列積演算子

量子力学で現れる大抵の演算子は一体の演算子の積の和 (sum of products; 

SOP) の形式で記述されます。一体の演算子とは, 例えば, 位置演算子 𝑄̂, 第二量子

化演算子 𝑎 そして恒等演算子 𝟙̂ などです。例として, 4 スピンからなる横磁場イジン

グ模型のハミルトニアン

𝐻̂ = ∑
4

𝑖<𝑗
−𝐽𝑖𝑗𝜎̂𝑧

𝑖 𝜎̂𝑧
𝑗 − ℎ ∑

4

𝑖=1
𝜎̂𝑥

𝑖 (2.128)

の期待値を行列積状態に対して計算することを考えてみましょう。積の演算子 𝑜1 ⊗
𝑜2 ⊗ ⋯ ⊗ 𝑜𝑁  の期待値は式 (2.99) に示したような縮約で評価できますから,

⟨Ψ|𝐻̂|Ψ⟩ = ∑
4

𝑖<𝑗
−𝐽𝑖𝑗⟨Ψ|𝜎̂𝑧

𝑖 𝜎̂𝑧
𝑗 |Ψ⟩ − ℎ ∑

4

𝑖=1
⟨Ψ|𝜎̂𝑥

𝑖 |Ψ⟩ (2.129)

のように (4
2) + 4 = 10 つの期待値の和を評価してもよいです。さて, 式 (2.128) を次

のように変形してみましょう。

†20 著者もこの時間発展の並列化手法を改良したものを導出し実装しましたが, トロッター分解誤差により時間ステップ幅
を大きく取れないことや, 変分最適化とは異なり波動関数を連続的に変化させる必要があり, 𝑉  に現れる擬似逆行列の
数値不安定性が課題であり, 必ずしもどんなハミルトニアンで実現できるという訳ではなさそうです。
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𝐻̂ = (𝟙̂)(−ℎ𝜎̂𝑥
3 − ℎ𝜎̂𝑥

4 − 𝐽34𝜎̂𝑧
3𝜎̂𝑧

4)

+(𝜎̂𝑧
1)(−𝐽13𝜎̂𝑧

3 − 𝐽14𝜎̂𝑧
4)

+(𝜎̂𝑧
2)(−𝐽23𝜎̂𝑧

3 − 𝐽24𝜎̂𝑧
4)

+(−ℎ𝜎̂𝑥
1 − ℎ𝜎̂𝑥

2 − 𝐽12𝜎̂𝑧
1𝜎̂𝑧

2)(𝟙̂)

(2.130)

すると, いくつかの演算子の対して, 共通する局所的な演算子を因数分解のようにし

て取り出すことができます。もし共通する演算子があるならば, その部分の縮約は使

いまわせます。例えば, 第二項 (𝜎̂𝑧
1)(−𝐽13𝜎̂𝑧

3 − 𝐽14𝜎̂𝑧
4) の評価を考えてみましょう。図

表では次のような縮約になるはずです。

𝛼1

𝜎1

𝛼2

𝜎2

𝛼3

𝜎3

𝜎4

𝛼′
1

𝜎′
1

𝛼′
2 𝛼′

3

𝜎′
3

𝛼1

𝜎1

𝛼2

𝜎2

𝛼3

𝜎3

𝜎4

𝛼′
1

𝜎′
1

𝛼′
2 𝛼′

3

𝜎′
4

𝛼1

𝜎1

𝛼2

𝜎2

𝛼′
1

𝜎′
1

𝛼′
2 𝛼′

2 𝛼′
3

𝜎′
3

𝛼2 𝛼3

𝜎3

𝜎4

𝛼′
2 𝛼′

3

𝜎′
4

𝛼2 𝛼3

𝜎3

𝜎4

𝐶 𝐶 𝐶 𝐶

𝜎̂𝑧
1−𝐽13 𝜎̂𝑧

3

𝐶∗ 𝐶∗ 𝐶∗ 𝐶∗

𝐶 𝐶 𝐶 𝐶

𝜎̂𝑧
1−𝐽14 𝜎̂𝑧

4

𝐶∗ 𝐶∗ 𝐶∗ 𝐶∗

=

𝐶 𝐶

𝜎̂𝑧
1

𝐶∗ 𝐶∗

−𝐽13 𝜎̂𝑧
3

𝐶∗ 𝐶∗

𝐶 𝐶

−𝐽14

𝐶∗ 𝐶∗

𝜎̂𝑧
4

𝐶 𝐶

(2.131)

ここで左側の部分は共通していますから, まず右側の 𝑟2 × 𝑟2 のテンソルの和を計算

してから, 左側の 𝑟2 × 𝑟2 のテンソルとの内積を計算することで計算量を削減できま

す。他の項に関しても共通ブロックを括り出すことで計算量を削減できます。

しかしながら, これまでみてきたように量子多体系は多様です。ハミルトニアンご

とにこのような最適な共通因子を見出して, 一から実装するのは現実的ではあり

ませんし, GPU をはじめとする高速化に際して特段の苦労を要することになります。
†21

†21 例えば式  (1.9) に示した電子状態の計算のみに興味がある場合など, 汎用性を犠牲にしても問題ない場合であれば, こ
の方法の方が愚直で簡単でしょう。このような共通する演算子を補助演算子 (complementary operator) として扱う実
装も昔は使われていました。[60]
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行列積演算子 (matrix product operator; MPO) は任意の演算子に対して, 行

列積状態との積を効率よく実装したもので, 多体演算子の表現行列は次式で表現さ

れます。

𝑂𝜎′
1𝜎′

2⋯𝜎′
𝑁𝜎1𝜎2⋯𝜎𝑁

= ∑
𝑀1

𝛽1=1
∑
𝑀2

𝛽2=1
⋯ ∑

𝑀𝑁−1

𝛽𝑁−1=1
𝑊 1𝛽1

𝜎′
1

𝜎1

𝑊𝛽1𝛽2

𝜎′
2

𝜎2

⋯𝑊𝛽𝑁−11
𝜎′

𝑁

𝜎𝑁

=
𝛽1

𝜎′
1

𝜎1

𝛽2

𝜎′
2

𝜎2

𝛽3

𝜎′
3

𝜎3

𝛽4

𝜎′
4

𝜎4

𝜎′
5

𝜎5

𝑊1 𝑊2 𝑊3 𝑊4 𝑊5

(2.132)

ここで, 行列積状態のときと同じように, 仮装添字の取りうる範囲を 𝛽𝑖 = 1, 2, …, 𝑀𝑖 

として, 𝑀𝑖 は行列積演算子の結合次元とよびます。行列積演算子の期待値は次式で

表現されます。

⟨Ψ|𝑂̂|Ψ⟩ =

𝛼1
𝜎1 𝛼2

𝜎2 𝛼3
𝜎3 𝛼4

𝜎4 𝜎5

𝛽1 𝛽2 𝛽3 𝛽4

𝛼′
1

𝜎′
1

𝛼′
2

𝜎′
2

𝛼′
3

𝜎′
3

𝛼′
4

𝜎′
4 𝜎′

5

𝐶 𝐶 𝐶 𝐶 𝐶

𝑊1 𝑊2 𝑊3 𝑊4 𝑊5

𝐶∗ 𝐶∗ 𝐶∗ 𝐶∗ 𝐶∗

(2.133)

この縮約は左右端から順に縮約していけばよいので, 演算子ごとに特別な式変形は

不要です。したがって, 何らかの方法で多体演算子を, 行列積演算子に変換できれば, 

共通した実装を使い回すことができ, 高速化も実現しやすいです。問題は, 積和演算

子をどのようにして行列積演算子に変換するかです。以下に二つの方法を紹介し

ます。

2.9.1. 特異値分解/QR 分解に基づく行列積演算子の構成

積の和の演算子を行列積演算子に変換する方法を考えるまえに, 行列積演算子の

和を一つの行列積演算子で表す方法を考えます。すなわち,

𝑊 1𝛽1

𝜎′
1

𝜎1

𝑊𝛽1𝛽2

𝜎′
2

𝜎2

⋯𝑊𝛽𝑁−11
𝜎′

𝑁

𝜎𝑁

= 𝑉 1𝑣1

𝜎′
1

𝜎1

𝑉 𝑣1𝑣2

𝜎′
2

𝜎2

⋯𝑉 𝑣𝑁−11
𝜎′

𝑁

𝜎𝑁

+ 𝑈1𝑢1

𝜎′
1

𝜎1

𝑈𝑢1𝑢2

𝜎′
2

𝜎2

⋯𝑈𝑢𝑁−11
𝜎′

𝑁

𝜎𝑁

(2.134)
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を考えてみます。𝑊̂𝑖 = 𝑊𝛽𝑖−1𝛽𝑖

𝜎′
𝑖

𝜎𝑖

∈ ℂ𝑀𝑖−1×𝑑𝑖×𝑑𝑖×𝑀𝑖 , 𝑉𝑖 = 𝑉 𝑣𝑖−1𝑣𝑖

𝜎′
𝑖

𝜎𝑖

∈ ℂ𝑀𝑉
𝑖−1×𝑑𝑖×𝑑𝑖×𝑀𝑉

𝑖 , 

𝑈̂𝑖 = 𝑈𝑢𝑖−1𝑢𝑖

𝜎′
𝑖

𝜎𝑖

∈ ℂ𝑀𝑈
𝑖−1×𝑑𝑖×𝑑𝑖×𝑀𝑈

𝑖  として,

∏
𝑁

𝑖=1
𝑊̂𝑖 = ∏

𝑁

𝑖=1
𝑉𝑖 + ∏

𝑁

𝑖=1
𝑈̂𝑖 (2.135)

と書き直せます。実は

𝑊̂𝑖 =

{



[𝑉1 𝑈̂1] for 𝑖 = 1

[𝑉𝑖

0
0
𝑈̂𝑖

] for 2 ≤ 𝑖 ≤ 𝑁 − 1

[𝑉𝑁
𝑈̂𝑁

] for 𝑖 = 𝑁

(2.136)

とおくことで, 式 (2.135) が成り立ちます。ここで, 𝑊̂𝑖 の結合次元について考えてみ

ましょう。𝑖 = 1 のとき左端のランクは 𝑀0 = 1 のままです。これは [𝑉1 𝑈̂1] の行方

向のランクが 1 であることからきています。次に, 𝑀1 について考えてみましょう。

[𝑉1 𝑈̂1] の列方向のランクおよび, [𝑉2
0

0
𝑈̂2

] の行方向のランクが 𝑀𝑉
1 + 𝑀𝑈

1  であるこ

とから, 𝑀1 = 𝑀𝑉
1 + 𝑀𝑈

1  です。同様にして 2 ≤ 𝑖 ≤ 𝑁 − 1 まで, 𝑀𝑖 = 𝑀𝑉
𝑖 + 𝑀𝑈

𝑖  で

す。𝑖 = 𝑁  のとき右端のランクは 𝑀𝑁 = 1 のままです。これは [𝑉𝑁
𝑈̂𝑁

] の列方向のラン

クが 1 であることからきています。

式 (2.136) の定義を見ると, その要素の大半はゼロ埋めされており, ゼロ成分の演

算は冗長です。また, 𝑉𝑖 と 𝑈̂𝑖 にも何かしら共通因子があり, 実際には 𝑀𝑖 < 𝑀𝑉
𝑖 +

𝑀𝑈
𝑖  で表せるかもしれません。節 2.7.1 や節 2.8.2 で説明したように, 左右端から

直交条件を満たすように前処理をしておけば, 局所的な直交中心の圧縮と大域的

な圧縮が一致します。ですから, 式 (2.136) によって, 行列積演算子を構築したあと

に, vec(𝑊̂𝑖) = 𝑊(𝛽𝑖−1, 𝜎′
𝑖 ⊗ 𝜎𝑖, 𝛽𝑖) とみなして行列積状態と同じように, 左右端から

QR 分解/LQ 分解を行い, 正準系にすることで冗長なランクを削ぎ落とすことができ

ます。ただし, 特異値分解により, 近似的な行列積演算子を得る場合には, 低ランク多

様体の中で最適な近似を得ているのであって, エルミート行列の多様体の中で最適

化していないため, 物理的に望ましい結果が得られない場合があります。

さて, 積の和の演算子を行列積演算子に変換する方法を考えてみます。式 (2.99) と

式 (2.133) を見比べると違いは仮想添字 𝛽𝑖 の有無のみです。したがって, 直積で与

えられるランク 1 の演算子 𝑜1 ⊗ 𝑜2 ⊗ ⋯ ⊗ 𝑜𝑁  は, 結合次元 𝑀 = 1 の行列積演算子と

みなせます。ですから, これまでの行列積演算子の和の取り扱いと同じような処理で

一つの行列積演算子に変換できます。
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例として, 式 (2.128) のハミルトニアンを行列積演算子に変換してみましょう。ま

ず, 脚をもたないサイトは 𝟙̂ で埋めます。例えば

𝜎̂1
𝑥𝜎̂3

𝑥 ⇒ 𝜎̂1
𝑥 ⊗ 𝟙̂2 ⊗ 𝜎̂3

𝑥 ⊗ 𝟙̂4 (2.137)

のように変換しておきます。このハミルトニアンは 10 個の項からなるので, 

式 (2.136) に基づいて, 𝑊̂𝑖 を埋めていくと以下のような 𝑀𝑖 = 10 (1 < 𝑖 < 4) の形

に変換できます。
†22

𝑊̂1 = [−ℎ𝜎̂1
𝑥 𝟙̂ 𝟙̂ 𝟙̂ −𝐽12𝜎̂1

𝑧 −𝐽13𝜎̂1
𝑧 −𝐽14𝜎̂1

𝑧 𝟙̂ 𝟙̂ 𝟙̂],

𝑊̂2 =

[












𝟙̂

0
0
0
0
0
0
0
0
0

0
−ℎ𝜎̂2

𝑥
0
0
0
0
0
0
0
0

0
0
𝟙̂
0
0
0
0
0
0
0

0
0
0
𝟙̂
0
0
0
0
0
0

0
0
0
0
𝜎̂2

𝑧
0
0
0
0
0

0
0
0
0
0
𝟙̂
0
0
0
0

0
0
0
0
0
0
𝟙̂
0
0
0

0
0
0
0
0
0
0

−𝐽23𝜎̂2
𝑧

0
0

0
0
0
0
0
0
0
0

−𝐽24𝜎̂2
𝑧

0

0
0
0
0
0
0
0
0
0
𝟙̂
]














,

𝑊̂3 =

[










𝟙̂

0
0
0
0
0
0
0
0

0
𝟙̂
0
0
0
0
0
0
0

0
0

−ℎ𝜎̂3
𝑥

0
0
0
0
0
0

0
0
0
𝟙̂
0
0
0
0
0

0
0
0
0
0
0
0
0
0

0
0
0
0
𝟙̂
0
0
0
0

0
0
0
0
0
𝟙̂
0
0
0

0
0
0
0
0
0
𝜎̂3

𝑧
0
0

0
0
0
0
0
0
0
𝟙̂
0

0
0
0
0
0
0
0
0

−𝐽34𝜎̂3
𝑧]












,

𝑊̂4 = [𝟙̂ 𝟙̂ 𝟙̂ −ℎ𝜎̂4
𝑥 𝟙̂ 𝟙̂ 𝟙̂ 𝟙̂ 𝟙̂ 𝜎̂4

𝑧]⊤

(2.138)

この愚直な変換法では, 多数の 0 や共通する 𝟙̂ などを含みますから, QR 分解/LQ 分

解/特異値分解を左右端から順に実行することで冗長なランクを削ぎ落とし, 実は, 

このハミルトニアンの場合 𝑀1 = 𝑀3 = 3, 𝑀2 = 4 で正確に記述できます。量子多体

計算において, 試行波動関数とハミルトニアンの積は反復法で何度も評価されるた

†22 実際に 𝑊̂1𝑊̂2𝑊̂3𝑊̂4 を計算して式 (2.128) と一致することを確認してください。



2.9. 行列積演算子  113

め, ハミルトニアンをコンパクトな形式に事前に変換しておくことで, 計算量を大幅

に削減できます。

2.9.2. グラフ理論に基づく行列積演算子の構成

前節で説明したQR分解に基づく方式は, どんな形式の演算子に対してもテンソル

トレイン形式で最適な形式を与え, 実装が素直という点で歴史的には長く用いられ

てきました。[61] しかしながら, 以下のような問題を抱えます。

• 特異値分解/QR 分解により構築に際して数値誤差を含む。

• 演算子を構成する和の数が膨大なときに特異値分解/QR 分解が律速になる。

• 時間依存演算子を考える際に, 時間ステップ毎に特異値分解/QR 分解を行う必要

がある。

• 演算子の疎性を最大限活かせない。

任 (Ren) らは, 二部グラフ (bipartite graph) 理論を用いて, 行列積演算子を記号的 

(symbolic) に構築する方法を考案しました。[62] この方法は QR 分解/LQ 分解/特異

値分解を用いず, 式 (2.130) のように, 最適な演算子の共通因子を記号的に括り出す

ことで, 上記の問題を回避できます。ここでは式 (2.128) のハミルトニアンを例にし

て, 二部グラフ理論による行列積演算子の構成方法を説明します。まず結論から示す

と, 式 (2.138) は二部グラフ理論により次のようなコンパクトな形で表せます。

[𝟙̂ 𝜎̂1
𝑧 𝜎̂1

𝑥]⏟
𝑊̂1 [


𝟙̂

0
0

𝜎̂2
𝑧
0
0

0
𝟙̂
0

−ℎ𝜎̂2
𝑥

−𝐽12𝜎̂2
𝑧

−ℎ𝟙̂ ]



⏟
𝑊̂2

[



−𝐽34𝜎̂3

𝑧
−𝐽24𝟙̂
−𝐽14𝟙̂

0

−ℎ𝜎̂3
𝑥

−𝐽23𝜎̂3
𝑧

−𝐽13𝜎̂3
𝑧

𝟙̂

𝟙̂
0
0
0]





⏟
𝑊̂3

[

 𝜎̂4

𝑧
𝟙̂

−ℎ𝜎̂4
𝑥]



⏟
𝑊̂4

(2.139)

この構築方法について順に説明します。

1. 𝑊̂1 と 𝑊̂2𝑊̂3𝑊4 の間の二部グラフを考えます。

二部グラフ 𝐺 = (𝑈 ∪ 𝑉 , 𝐸) は頂点集合 𝑈  と 𝑉 , 辺集合 𝐸 ⊂ 𝑈 × 𝑉  で与えられま

す。ここで式 (2.130) のハミルトニアンを構成する演算子のうち, サイト 1 に作用す

る演算子を 𝑈  に, サイト 2, 3, 4 に作用する演算子を 𝑉  に割り当て, ハミルトニアン

を構成するように辺で結びます。ここでは, 系数 𝐽𝑖𝑗, ℎ については辺がその情報をも

つと認識して, ここでは無視して大丈夫です。すると 10 項からなる演算子は以下の

ような10 本の辺をもつ二部グラフを構成します。
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𝜎̂1
𝑥

𝜎̂1
𝑧

𝟙̂

𝟙̂

𝜎̂2
𝑧

𝜎̂3
𝑧

𝜎̂4
𝑧

𝜎̂2
𝑥

𝜎̂2
𝑥

𝜎̂3
𝑥

𝜎̂2
𝑧 𝜎̂3

𝑧

𝜎̂2
𝑧 𝜎̂4

𝑧

𝜎̂3
𝑧 𝜎̂4

𝑧

(2.140)

このグラフに対して, 最大マッチング 𝑀 ⊆ 𝐸 を求めます。最大マッチングとは, ど

の頂点も 𝑀  の中で高々 1 本の辺にしか含まれないようなものです。
†23

 ホップクロ

フト–カープ (Hopcroft-Karp) アルゴリズム [63] などによって, このグラフは 3 本

のマッチングがとれて, 以下の黒字実線で示した辺によって構成されます。
†24

 最大

マッチングが求まると, 同じ数の最小点被覆 (minimum vertex cover) が求まりま

す。
†25

 最小点被覆とは, グラフのすべての辺が少なくとも一方の端点を含むような

点集合のうち, 要素数が最小のものです。このグラフに対して, 最小点被覆は以下の

ような三つの点 (グレーで塗りつぶした点) によって構成されます。

†23 𝑈  を男, 𝑉  を女とすると, 𝑀  は一夫一妻制の中で, マッチングの数が最大となるものと考えると理解しやすいかもしれ
ません。そして, 𝑀  は一意ではありません。

†24 Python 言語なら, SciPy ライブラリの scipy.sparse.csgraph.maximum_bipartite_matching や NetworkX ライブラリの
networkx.algorithms.bipartite.matching.hopcroft_karp_matching などで計算できます。

†25 https://github.com/KenHino/PyMPO/blob/v0.1.8/src/lib.rs に Rust 言語での実装をおきました。再帰計算を含むため, 
Python 言語で実装すると, この箇所が律速になりやすいです。
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𝜎̂1
𝑥

𝜎̂1
𝑧

𝟙̂

𝟙̂

𝜎̂2
𝑧

𝜎̂3
𝑧

𝜎̂4
𝑧

𝜎̂2
𝑥

𝜎̂2
𝑥

𝜎̂3
𝑥

𝜎̂2
𝑧 𝜎̂3

𝑧

𝜎̂2
𝑧 𝜎̂4

𝑧

𝜎̂3
𝑧 𝜎̂4

𝑧

(2.141)

いま, 最小点被覆がすべて左側 (𝑈 ) の点にあるため, すべての左側の演算子をそのま

ま 𝑊̂1 の列として採用します。すなわち, 式 (2.138) を

[𝟙̂ 𝜎̂1
𝑧 𝜎̂1

𝑥]⏟
𝑊̂1 [


 0

0
−ℎ

−ℎ
0
0

−ℎ
0
0

−ℎ
0
0

0
−𝐽12

0

0
−𝐽13

0

0
−𝐽14

0

−𝐽23
0
0

−𝐽24
0
0

−𝐽34
0
0 ]




[











 𝟙̂

𝜎̂2
𝑥

𝜎̂3
𝑥

𝜎̂4
𝑥

𝜎̂2
𝑧

𝜎̂3
𝑧

𝜎̂4
𝑧

𝜎̂2
𝑧 𝜎̂3

𝑧
𝜎̂2

𝑧 𝜎̂4
𝑧

𝜎̂3
𝑧 𝜎̂4

𝑧]













⏟
𝑊̂2𝑊̂3𝑊̂4

(2.142)

としました。

2. 𝑊̂1𝑊̂2 と 𝑊̂3𝑊̂4 の間の二部グラフを考えます。
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𝑈  をサイト 1 と 2 に作用する演算子, 𝑉  をサイト 3 と 4 に作用する演算子として, 先

と同じように最大マッチング (黒実線) と最小点被覆 (グレーで塗りつぶした点) を求

めます。

𝜎̂1
𝑥

𝜎̂1
𝑧

𝟙̂

𝜎̂2
𝑥

𝜎̂1
𝑧 𝜎̂2

𝑧

𝜎̂2
𝑧

𝜎̂3
𝑥

𝜎̂4
𝑧

𝟙̂

𝜎̂4
𝑥

𝜎̂3
𝑧 𝜎̂4

𝑧

𝜎̂3
𝑧

(2.143)

左側の最小点被覆 𝟙̂, 𝜎̂2
𝑧 , 𝜎̂1

𝑧 についてはそのまま 𝑊̂1𝑊̂2 の列として採用します。一方

で右側の最小点被覆 𝟙̂ については, 接続前に系数を含んだ線形結合 −ℎ𝜎̂1
𝑥 − ℎ𝜎̂2

𝑥 −
𝐽12𝜎̂1

𝑧 𝜎̂2
𝑧 となるようにします。すなわち,

[𝟙̂ 𝜎̂2
𝑧 𝜎̂1

𝑧 −ℎ𝜎̂1
𝑥 − ℎ𝜎̂2

𝑥 − 𝐽12𝜎̂1
𝑧 𝜎̂2

𝑧]⏟
𝑊̂1𝑊̂2 [




0

0
0
1

−ℎ
0
0
0

−ℎ
0
0
0

0
−𝐽23
−𝐽13

0

0
−𝐽24
−𝐽14

0

−𝐽34
0
0
0 ]






[






 𝟙̂

𝜎̂3
𝑥

𝜎̂4
𝑥

𝜎̂3
𝑧

𝜎̂4
𝑧

𝜎̂3
𝑧 𝜎̂4

𝑧]








⏟
𝑊̂3𝑊̂4

(2.144)

のようにマッチングできます。式 (2.142) と式 (2.144) から

[𝟙̂ 𝜎̂1
𝑧 𝜎̂1

𝑥]⏟
𝑊̂1 [


𝟙̂

0
0

𝜎̂2
𝑧
0
0

0
𝟙̂
0

−ℎ𝜎̂2
𝑥

−𝐽12𝜎̂2
𝑧

−ℎ𝟙̂ ]



⏟
𝑊̂2

= [𝟙̂ 𝜎̂2
𝑧 𝜎̂1

𝑧 −ℎ𝜎̂1
𝑥 − ℎ𝜎̂2

𝑥 − 𝐽12𝜎̂1
𝑧 𝜎̂2

𝑧]⏟
𝑊̂1𝑊̂2

(2.145)

として 𝑊̂2 を定義すると一貫します。

3. 𝑊̂1𝑊̂2𝑊̂3 と 𝑊̂4 の間の二部グラフを考えます。

𝑈  をサイト 1, 2, 3 に作用する演算子, 𝑉  をサイト 4 に作用する演算子として, 先と

同じように最大マッチング (黒実線)と最小点被覆 (グレーで塗りつぶした点) を求め
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ます。ただし, 先ほど線形結合をとった部分 −ℎ𝜎̂1
𝑥 − ℎ𝜎̂2

𝑥 − 𝐽12𝜎̂1
𝑧 𝜎̂2

𝑧 に起因する項は

一つの頂点として扱います。正確には, 左側の頂点の集合 𝑈  は {𝑊̂1𝑊̂2の列} ⊗ {3 番

目のサイトに作用する一体演算子} のうち, 右側の頂点の集合 𝑉  と辺を共有するも

のです。
†26

𝜎̂3
𝑥

𝜎̂1
𝑧

𝜎̂2
𝑧 𝜎̂3

𝑧

𝟙̂

𝜎̂3
𝑧

𝜎̂1
𝑧 𝜎̂3

𝑧

𝜎̂2
𝑧

−𝐽12𝜎̂1
𝑧 𝜎̂2

𝑧 − ℎ𝜎̂1
𝑥 − ℎ𝜎̂2

𝑥

𝜎̂4
𝑥

𝜎̂4
𝑧

𝟙̂

(2.146)

先と同じように, 左側にある最小点被覆 𝟙̂ は 𝑊̂1𝑊̂2𝑊̂3 の列としてそのまま採用し, 

右側にある最小点被覆 𝟙̂ と 𝜎̂4
𝑧 については, それぞれにつながる演算子の系数を含ん

だ線形結合を列として採用します。すると以下のようになります。

[−𝐽14𝜎̂1
𝑧 − 𝐽24𝜎̂2

𝑧 − 𝐽34𝜎̂3
𝑧 𝜎̂1

𝑧 −ℎ𝜎̂1
𝑥 − ℎ𝜎̂2

𝑥 − 𝐽12𝜎̂1
𝑧 𝜎̂2

𝑧 − 𝐽13𝜎̂1
𝑧 𝜎̂3

𝑧 − ℎ𝜎̂3
𝑥 𝟙̂]⏟

𝑊̂1𝑊̂2𝑊̂3

×
[

1

0
0

0
1
0

0
0

−ℎ]



[

𝜎̂4

𝑧
𝟙̂
𝜎̂4

𝑥]



⏟
𝑊̂4

(2.147)

式 (2.144) と式 (2.147) を比較すると,

†26 これまでの定義もその定義にしたがっています。
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[−𝐽14𝜎̂1
𝑧 − 𝐽24𝜎̂2

𝑧 − 𝐽34𝜎̂3
𝑧 𝜎̂1

𝑧 −ℎ𝜎̂1
𝑥 − ℎ𝜎̂2

𝑥 − 𝐽12𝜎̂1
𝑧 𝜎̂2

𝑧 − 𝐽13𝜎̂1
𝑧 𝜎̂3

𝑧 − ℎ𝜎̂3
𝑥 𝟙̂]⏟

𝑊̂1𝑊̂2𝑊̂3

= [𝟙̂ 𝜎̂2
𝑧 𝜎̂1

𝑧 −ℎ𝜎̂1
𝑥 − ℎ𝜎̂2

𝑥 − 𝐽12𝜎̂1
𝑧 𝜎̂2

𝑧]⏟
𝑊̂1𝑊̂2 [




−𝐽34𝜎̂3

𝑧
−𝐽24𝟙̂
−𝐽14𝟙̂

0

−ℎ𝜎̂3
𝑥

−𝐽23𝜎̂3
𝑧

−𝐽13𝜎̂3
𝑧

𝟙̂

𝟙̂
0
0
0]





⏟
𝑊̂3

(2.148)

として, 𝑊̂3 を定義すると一貫します。𝑊̂4 については, 式 (2.147) のものをそのま

ま採用すればよいでしょう。結果的に, 式 (2.138) は式 (2.139) のような形式で数値

誤差なしに表せます。この方式は一般の演算子に対しても容易に一般化できます。
†27

 

Python 言語による実装を https://github.com/KenHino/PyMPO に公開しています。

2.10. 行列積密度演算子

節 1.6 で説明したように密度行列の大きさは波動関数の大きさの 2 乗に達するた

め, これもまた次元の呪いにより多自由度を扱うことが困難です。行列積密度演算子 

(matrix product density operator; MPDO) は密度行列をテンソルトレイン形

式で表したもので, 行列積演算子 (式 (2.132)) と同じ構造をしています。数式を示す

と以下のような形をしています。

𝜌 = 𝐶𝜎1,𝜎′
1

1 𝐶𝜎2,𝜎′
2

2 ⋯𝐶𝜎𝑁,𝜎′
𝑁

𝑁

= 𝐶1𝛾1

𝜎′
1

𝜎1

𝐶𝛾1𝛾2

𝜎′
2

𝜎2

⋯𝐶𝛾𝑁−11
𝜎′

𝑁

𝜎𝑁

=
𝛾1

𝜎′
1

𝜎1

𝛾2

𝜎′
2

𝜎2

𝛾3

𝜎′
3

𝜎3

𝛾4

𝜎′
4

𝜎4

𝜎′
5

𝜎5

𝐶1 𝐶2 𝐶3 𝐶4 𝐶5

(2.149)

本書では行列積密度演算子の結合次元を 𝜒 として表します。すなわち, すべ

ての 𝜎𝑗, 𝜎′
𝑗 に対して 𝐶𝜎𝑗,𝜎′

𝑗
𝑗 ∈ ℂ𝜒𝑗−1×𝜒𝑗 とします。フォンノイマン・リウヴィル方程

式 (1.144) によって動力学を素直に追おうとすると, 時間推進演算子を作用させた密

度行列 𝜌(𝑡) = 𝑈̂(𝑡)𝜌𝑈̂(𝑡)† を計算することになりますが, これを時間ステップ毎に繰

†27 参考文献 [64] では, このグラフ理論を木テンソルネットワーク形式に一般化しています。

https://github.com/KenHino/PyMPO/
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り込んで評価するのは計算量の観点から非現実的です。そこで時間依存変分原理に

帰着させるために, 時間発展方程式の作用素を線形演算子に変換し, 状態ベクトル形

式で動力学を記述することを考えます。ここでは二つの方法を導入します。時間発展

法について節 2.13 で説明します。

2.10.1. ベクトル化行列積演算子

いまベクトル化された密度行列 vec(𝜌) を

|𝜌⟩⟩ ≔ vec(𝜌) (2.150)

と定義することにします。ここで, 𝜌 が式 (2.149) の行列積密度演算子であるとき,

|𝜌⟩⟩ = ∑
𝜌1,𝜌2,⋯𝜌𝑁

𝐶𝜌1
1 𝐶𝜌2

2 ⋯𝐶𝜌𝑁
𝑁 |𝜌1𝜌2⋯𝜌𝑁⟩⟩ (2.151)

とベクトル化できます。ここで,

|𝜌𝑗⟩⟩ = vec(|𝜎′
𝑗⟩⟨𝜎𝑗|) (2.152)

として, 𝐶𝜌𝑗
𝑗  は 𝐶𝜎𝑗,𝜎′

𝑗
𝑗  の添字について 𝜌𝑗 = 𝜎𝑗 ⊗ 𝜎′

𝑗 となるように平坦化したもので

す。また密度行列の時間発展を関係式 (1.147) を用いて

d
d𝑡

|𝜌⟩⟩ = ̂̂ℒ︀|𝜌⟩⟩ (2.153)

と表すことにします。この形式で密度演算子を時間発展させる方法を本書ではベ

クトル化行列積密度演算子 (vectorised matrix product density operator; 

vMPDO) と呼ぶことにします。
†28

ただし, 節  1.6 で説明したように密度行列は任意の複素正方行列というわけでは

なくエルミート行列である必要があります。また, 式 (1.123) のハバーコーン項 𝐻̂K 

のような項がない場合は対角和が 1 に保存されなくてはいけません。しかしながら, 

時間依存変分原理のように結合次元のテンソルトレインの多様体の上を動くように

設計された更新アルゴリズムでは, その多様体のエルミート性や対角和保存は保証

されません。ですから, 時間発展に伴いこうした物理制約が破れる場合があります。

2.10.2. 局所浄化行列積状態

このエルミート性が保たれない問題を解決するために, 局所浄化行列積状態 

†28 対空間 (twin space) 形式と呼ばれることもあります。[65]
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(locally purified matrix product state; LP-MPS) を導入します。
†29

 数式では

𝜌 = tr{𝑠1,𝑠2,⋯𝑠𝑁}|Ψ⟩⟨Ψ|

=

𝛼1

𝛼′
1

𝜎1

𝜎′
1

𝛼2

𝛼′
2

𝑠1

𝛼3

𝛼′
3

𝜎2

𝜎′
2

𝛼4

𝛼′
4

𝑠2

𝛼3

𝛼′
3

𝜎3

𝜎′
3

𝑠3

𝐶1

𝐶∗
1

𝐶2

𝐶∗
2

𝐶3

𝐶∗
3

𝐶4

𝐶∗
4

𝐶5

𝐶∗
5

𝐶6

𝐶∗
6

|Ψ⟩ = 𝐶𝜎1
1 𝐶𝑠1

2 𝐶𝜎2
3 𝐶𝑠2

4 ⋯𝐶𝜎𝑁
2𝑁−1𝐶

𝑠𝑁
2𝑁 |𝜎1𝑠1𝜎2𝑠2⋯𝜎𝑁𝑠𝑁⟩

(2.154)

のように長さ 2𝑁  の行列積状態の 𝑁  個の補助 (ancilla) サイト {|𝑠𝑗⟩}
𝑁
𝑗=1

 の部分対

角和として表現します。
†30

 密度行列は純粋状態の密度行列から補助サイトに関する

部分対角和をとることで定義されますから, エルミート性を保ちます。補助サイトを

含む行列積状態 |Ψ⟩ は 𝐻̂ ⊗ 𝟙̂ancilla をハミルトニアンするシュレディンガー方程式で

時間発展されます。このとき時間推進演算子は

𝑈̂(𝑡) = 𝑈̂physical(𝑡) ⊗ 𝑈̂ancilla(𝑡) = 𝑈̂physical(𝑡) ⊗ 𝟙̂ancilla (2.155)

で与えられます。よって,

†29 参考文献 [66–68] では locally purified tensor network (LPTN) と呼ばれていますが, 本書ではテンソルネットワーク
の形式も具体的に行列積状態と呼ぶことにします。

†30 |𝑠𝑗⟩ のとりうる値の最大値をクラウス次元 (Kraus dimension) と呼びます。[68] 式 (3.66) のリウヴィリアンの場合は
クラウス次元は固定で |𝜎𝑗⟩ の大きさに一致します。
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𝜌(𝑡) = tr{𝑠1,𝑠2,⋯𝑠𝑁}[𝑈̂(𝑡)|Ψ⟩⟨Ψ|𝑈̂(𝑡)†] = 𝑈̂physical(𝑡)𝜌physical(0)𝑈̂physical(𝑡)†

=

𝑈̂physical(𝑡)

𝑈̂†
physical(𝑡)

𝜎1 𝜎2 𝜎3

𝜎′
1 𝜎′

2 𝜎′
3

𝛼1

𝛼′
1

𝛼2

𝛼′
2

𝑠1

𝛼3

𝛼′
3

𝛼4

𝛼′
4

𝑠2

𝛼3

𝛼′
3

𝑠3

𝐶1

𝐶∗
1

𝐶2

𝐶∗
2

𝐶3

𝐶∗
3

𝐶4

𝐶∗
4

𝐶5

𝐶∗
5

𝐶6

𝐶∗
6

(2.156)

として 𝜌physical(𝑡) の時間発展を計算できます。

なお, 局所浄化形式でリンドブラッド (Lindblad) 方程式

d
d𝑡

𝜌 = 1
𝑖ℎ

[𝐻̂, 𝜌] + ∑
{𝐿̂𝑗}

(𝐿̂𝑗𝜌𝐿̂†
𝑗 − 1

2
{𝐿̂†

𝑗𝐿̂𝑗, 𝜌}) (2.157)

の動力学を計算する場合には, 補助サイト |𝑠𝑗⟩ の次元が時間ステップ毎に増大する

ため, 繰り込み計算が必要になります。[68]

2.11. 密度行列繰り込み群

前節までに, 行列積状態と行列積演算子を導入し, テンソルネットワーク波動関数

の変分最適化や, 時間発展のための道具が準備できました。

密度行列繰り込み群 (density matrix renormalization group; DMRG) は, 

一般にエネルギー期待値

𝐸 =
⟨Ψ|𝐻̂|Ψ⟩

⟨Ψ|Ψ⟩
(2.158)

を最小化するような行列積状態 |Ψ⟩ を求めます。[34,35] また, ハミルトニアン 𝐻̂ は

一つの行列積演算子で表されているとします。2 サイト直交中心が (𝑗, 𝑗 + 1) のサイ

トにあるようなとき, その直交中心の成分を
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Φ𝑗,𝑗+1(𝛼𝑗−1, 𝜎𝑗, 𝜎𝑗+1, 𝛼𝑗+1) (2.159)

と書き, これを 1 本の添字にまとめて

𝜇 ≔ 𝛼𝑗−1 ⊗ 𝜎𝑗 ⊗ 𝜎𝑗+1 ⊗ 𝛼𝑗+1 (2.160)

と定義し直交中心をベクトル

𝜑𝜇 ≔ Φ𝑗,𝑗+1(𝛼𝑗−1, 𝜎𝑗, 𝜎𝑗+1, 𝛼𝑗+1) (2.161)

とみなします。左右正準ゲージのもとでは, 全体のノルムは直交中心のノルムに一致

します。

⟨Ψ|Ψ⟩ = ∑
𝜇

𝜑∗
𝜇𝜑𝜇 = 𝝋†𝝋. (2.162)

一方, ハミルトニアン 𝐻̂ と次に説明する環境テンソルをすべて縮約したものを有効

ハミルトニアン𝐻eff と書くと,

⟨Ψ|𝐻̂|Ψ⟩ = ∑
𝜇,𝜈

𝜑∗
𝜇(𝐻eff)𝜇𝜈𝜑𝜈 = 𝝋†𝐻eff𝝋. (2.163)

となります。よってエネルギー期待値は

𝐸(𝝋) =
⟨Ψ|𝐻̂|Ψ⟩

⟨Ψ|Ψ⟩
= 𝝋†𝐻eff𝝋

𝝋†𝝋
(2.164)

と書けます。

ここで変分法を考えます。規格化条件 𝝋†𝝋 = 1 のもとで 𝐸(𝝋) を最小化するため

に, ラグランジアン

ℒ︀(𝝋, 𝝋∗, 𝜆) = 𝝋†𝐻eff𝝋 − 𝜆(𝝋†𝝋 − 1) (2.165)

を導入します。𝝋∗
𝜇 に関する変分をゼロとおくと,

𝜕ℒ︀
𝜕𝜑∗

𝜇
= ∑

𝜈
(𝐻eff)𝜇𝜈𝜑𝜈 − 𝜆𝜑𝜇 = 0 (2.166)

となるので,

∑
𝜈

(𝐻eff)𝜇𝜈𝜑𝜈 = 𝜆𝜑𝜇 (2.167)

がすべての 𝜇 について成り立ちます。これは行列表現で書き直すと

𝐻eff𝝋 = 𝜆𝝋 (2.168)
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という固有値方程式になっています。
†31

したがって, 密度行列繰り込み群法では, 直交中心の位置を変えながら, 有効ハミ

ルトニアンの固有状態を求めることになります。具体的なアルゴリズムは以下の通

りです。

1. 直交中心を (𝑗, 𝑗 + 1) 番目のサイトに設定する。

はじめに QR/LQ/特異値分解を用いて, 直交中心が (𝑗, 𝑗 + 1) 番目のサイトにあ

るような正準ゲージに変形しておきます。(一番最初は 𝑗 = 1 とするのが一般的で

す。) 式 (2.109) を再掲します。

|Ψ⟩ = ∑
𝜎1𝜎2⋯𝜎𝑁

𝐴𝜎1
1 ⋯𝐴𝜎𝑗−1

𝑗−1 Φ𝜎𝑗𝜎𝑗+1
𝑗,𝑗+1 𝐵𝜎𝑗+1

𝑗+1 ⋯𝐵𝜎𝑁
𝑁 |𝜎1𝜎2⋯𝜎𝑁⟩

= Ψ
𝛼1

𝜎1

𝛼2

𝜎2 𝜎3

𝛼4

𝜎4 𝜎5

𝛼5

𝜎6

𝐴 𝐴 𝐵 𝐵

(2.169)

2. 環境テンソルを用意する。

行列積演算子と行列積状態の直交中心以外のサイトを事前に縮約して以下の

ような環境テンソル 𝐿𝑗−1 ∈ ℂ𝑚𝑗−1×𝑀𝑗−1×𝑚𝑗−1 , 𝑅𝑗+2 ∈ ℂ𝑚𝑗+1×𝑀𝑗+1×𝑚𝑗+1 を得ます。

𝐿𝑗−1 = ∑
𝜎′

1,𝜎′
2,⋯,𝜎′

𝑗−1
𝜎1,𝜎2,⋯,𝜎𝑗−1

(∏
𝑗−1

𝑖=1
(𝐴𝜎′

𝑖
𝑖 )

∗
)(∏

𝑗−1

𝑖=1
𝑊𝜎′

𝑖,𝜎𝑖
𝑖 )(∏

𝑗−1

𝑖=1
𝐴𝜎′

𝑖
𝑖 )

=

𝛼1

𝜎1

𝛼2

𝜎2

𝛼′
1

𝜎′
1

𝛼′
2

𝜎′
2𝛽1 𝛽2

𝐴 𝐴

𝐴∗ 𝐴∗

𝑊1 𝑊2

(2.170)

†31 ラグランジュの未定乗数 𝜆 は 有効ハミルトニアン 𝐻eff の固有値, すなわち そのステップでの変分最適化によって得ら
れるエネルギー固有値に対応します。



124  2. テンソルネットワーク

𝑅𝑗+2 = ∑
𝜎𝑗+2,⋯,𝜎𝑁
𝜎′

𝑗+2,⋯,𝜎′
𝑁

( ∏
𝑁

𝑖=𝑗+2
(𝐵𝜎′

𝑖
𝑖 )

∗
)( ∏

𝑁

𝑖=𝑗+2
𝑊𝜎′

𝑖,𝜎𝑖
𝑖 )( ∏

𝑁

𝑖=𝑗+2
𝐵𝜎′

𝑖
𝑖 )

=

𝛼4

𝜎5

𝛼5

𝜎6

𝛼′
4

𝜎′
5

𝛼′
5

𝜎′
6𝛽4 𝛽5

𝐵 𝐵

𝐵∗ 𝐵∗

𝑊5 𝑊6

(2.171)

ここで, 再帰関係

𝐿𝑗+1 = ∑
𝜎𝑗+1,𝜎′

𝑗+1

𝐿𝑗𝑊𝑗+1𝐴∗
𝑗+1𝐴𝑗+1

𝐿0 = 1

𝑅𝑗 = ∑
𝜎𝑗,𝜎′

𝑗

𝑊𝑗𝐵∗
𝑗 𝐵𝑗𝑅𝑗+1

𝑅𝑁 = 1

(2.172)

が成り立ちますから, メモリに 𝐿𝑗, 𝑅𝑗 を保存しておけば, 前回の結果を再利用で

きます。

3. 直交中心を変分最適化する。

節 2.7.3 に示した交互最小二乗法と同じように, 直交中心以外を定数とみなし

て, 直交中心を変分最適化します。このとき, 直交中心 Ψ𝜎𝑗𝜎𝑗+1
𝑗,𝑗+1  に対する作用素は

𝐻eff = 𝐿𝑗−1𝑊𝑗𝑊𝑗+1𝑅𝑗+2 = 𝐿𝑗−1 𝑅𝑗+2

𝛼𝑗−1

𝛼′
𝑗−1

𝛽𝑗−1 𝛽𝑗

𝜎𝑗

𝜎′
𝑗

𝛽𝑗+1

𝜎′
𝑗+1

𝜎𝑗+1

𝛼𝑗+1

𝛼′
𝑗+1

𝑊𝑗 𝑊𝑗+1 (2.173)

で与えられます。実はこれは射影演算子
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𝒫︀[1:𝑗−1]
𝐿 = ∑

𝑚𝑗−1

𝛼𝑗−1=1
|𝑖𝐿⟩𝛼𝑗−1

⟨𝑖𝐿|𝛼𝑗−1

|𝑖𝐿⟩𝛼𝑗−1
= 𝐴1𝐴2⋯𝐴𝑗−1|𝜎1𝜎2⋯𝜎𝑗−1⟩

𝒫︀[𝑗+2:𝑁]
𝑅 = ∑

𝑚𝑗+1

𝛼𝑗+1=1
|𝑗𝑅⟩𝛼𝑗+1

⟨𝑗𝑅|𝛼𝑗+1

|𝑗𝑅⟩𝛼𝑗+1
= 𝐵𝑗+2𝐵𝑗+3⋯𝐵𝑁 |𝜎𝑗+2𝜎𝑗+3⋯𝜎𝑁⟩

(2.174)

を用いて,

𝒫︀[1:𝑗−1]
𝐿 ⊗ 𝟙̂𝑗 ⊗ 𝟙̂𝑗+1 ⊗ 𝒫︀[𝑗+2:𝑁]

𝑅 𝐻̂|Ψ⟩ = 𝐻effΨ
𝜎𝑗𝜎𝑗+1
𝑗,𝑗+1 |𝜎1𝜎2⋯𝜎𝑁⟩ (2.175)

とも書けます。有効ハミルトニアン 𝐻eff の大きさは 𝑚𝑗−1𝑑𝑗𝑑𝑗+1𝑚𝑗+1 ×
𝑚𝑗−1𝑑𝑗𝑑𝑗+1𝑚𝑗+1 ですから, 𝑚 = 50, 𝑑 = 2 程度であれば厳密対角化が可能ですが, 

それ以上の大きさの場合そもそも有効ハミルトニアンですら構築が困難です。
†32

 

さて, 節 1.8 に示したように, クリロフ部分空間法を用いる場合は作用素と試行

関数の積のみを計算できればよいです。

𝐻effΨ
𝜎𝑗𝜎𝑗+1
𝑗,𝑗+1 (2.176)

の縮約にかかる計算量について考察してみましょう。式 (2.173) の図表を眺めて

みると,

• 𝐿𝑗−1Ψ
𝜎𝑗𝜎𝑗+1
𝑗,𝑗+1  の縮約にかかる計算量は 𝒪︀(𝑚2

𝑗−1𝑚𝑗+1𝑑𝑗𝑑𝑗+1𝑀𝑗−1)
• それに, 𝑊𝑗 を縮約する計算量は 𝒪︀(𝑚𝑗−1𝑚𝑗+1𝑑2

𝑗 𝑑𝑗+1𝑀𝑗−1𝑀𝑗)
• さらに, 𝑊𝑗+1 を縮約する計算量は 𝒪︀(𝑚𝑗−1𝑚𝑗+1𝑑𝑗𝑑2

𝑗+1𝑀𝑗𝑀𝑗+1)
• 最後に, 𝑅𝑗+2 を縮約する計算量は 𝒪︀(𝑚𝑗−1𝑚2

𝑗+1𝑑𝑗𝑑𝑗+1𝑀𝑗+1)

ですから, 反復一回にかかる計算量はおおよそ 𝒪︀(𝑚3) と見積もれます。なお, 原

子核波束のグリッドポテンシャルや, 式 (1.9) に示した電子状態計算の場合は, 行

列積演算子の結合次元 𝑀  も数百程度と大きくなるため, その場合は反復にかか

る計算量は 𝒪︀(𝑚3𝑀 + 𝑚2𝑀2) と認識しておくとよいでしょう。
†33

4. 直交中心を圧縮する。

さて, 環境テンソルを用意し, クリロフ部分空間法によって直交中心 Ψ𝜎𝑘𝜎𝑘+1
𝑘,𝑘+1  が

更新され, Φ𝜎𝑘𝜎𝑘+1
𝑘,𝑘+1 = 𝑓(Ψ𝜎𝑘𝜎𝑘+1

𝑘,𝑘+1 ) になったとします。新しい直交中心 Φ𝜎𝑘𝜎𝑘+1
𝑘,𝑘+1  を特

†32 対角化の計算量は 𝒪︀(𝑑6𝑚6) です。

†33 このほか, 局所解にはまらないように掃引の早期では, 摂動的なノイズを加えるなど実用的なテクニックがあります。
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異値分解しても, もはや元のランク 𝑚𝑘 の行列積状態で表現できる保証はありま

せん。したがって計算量を保つためには, 特異値分解によって小さい特異値を切

り捨てる必要があります。幸い, 式 (2.114) に示したように, Φ𝜎𝑘𝜎𝑘+1
𝑘,𝑘+1  のシュミッ

ト分解と全体の波動関数のシュミット分解は一致しますから, 特異値切り捨てに

よるフロベニウスノルムの誤差を最小化することができます。そして

Φ𝜎𝑗𝜎𝑗+1
𝑗,𝑗+1 = 𝐴𝜎𝑗

𝑗 Λ̃𝑗𝐵̃
𝜎𝑗+1
𝑗+1 (2.177)

を得ます。この特異値分解にかかる計算量は 𝒪︀(𝑑3𝑚3) です。

5. 𝑗 ← 𝑗 ± 1 として 1. に戻る。

交互最小二乗法と同じように, 掃引します。例えば, 𝑗 → 𝑗 + 1 とする場合は

Ψ𝜎𝑗+1𝜎𝑗+2
𝑗+1,𝑗+2 = Λ̃𝑗𝐵̃

𝜎𝑗+1
𝑗+1 𝐵𝜎𝑗+2

𝑗+2 (2.178)

とすればよいでしょう。逆に 𝑗 → 𝑗 − 1 とする場合は

Ψ𝜎𝑗−1𝜎𝑗
𝑗−1,𝑗 = 𝐴𝜎𝑗−1

𝑗−1 𝐴𝜎𝑗
𝑗 Λ̃𝑗−1 (2.179)

とすればよいでしょう。また, 必要に応じて収束判定を行うこともできます。例え

ば, 前回の反復で得られた行列積状態との重なり積分が 1 に近いか, あるいは, エ

ネルギー期待値の変化が小さくなったか, などです。

行列積状態に対する密度行列繰り込み群法についての詳細は例えば, 総説論文 [69] 

が詳しいです。また, 電子状態計算については, 行列積演算子を使わない形式ですが

日本語の総説 [70] も参考になります。

余談: 1 サイト中心の最適化について

これまで, 2 サイトの直交中心 Ψ𝜎𝑗𝜎𝑗+1
𝑗,𝑗+1  を最適化する方法について考えてきまし

たが, 最適化をすすめる中で結合次元が取り扱えないくらい大きくなった場合

や, 収束に近づいて特異値分解の切り捨ての誤差の方がネックになる場合は, 1

サイト中心 Ψ𝜎𝑗
𝑗  の最適化に切り替えます。その場合, 結合次元は増加しません。

また, 3.の縮約における計算量は 1
𝑑  になりますし, 4. の特異値分解はそもそも

不要で代わりに, QR/LQ 分解によってゲージを維持しながら最適化することが

できます。 それでも, 直交中心のゲージは保つ方がよいです。そうでないと, 変

分法で規格化項が重なり積分を産み出し, 一般化固有値問題 𝐻eff𝝋 = 𝜆𝑆𝝋 を解

くはめになります。
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2.12. 演算子の作用状態

𝑂̂ が行列積演算子, |Ψ⟩ が行列積状態の場合, |Φ⟩ = 𝑂̂|Ψ⟩ を行列積状態で表す方法

について考えてみましょう。例えば, 式 (1.139) に示したようにスペクトル計算をす

るために初期状態を用意する場合, 量子回路のシミュレーションをするとき, 時間推

進演算子を作用させる際などに, この操作が必要になります。

2.12.1. 変分的に求める方法

変分的に求める方法では以下のようにして, 𝑂̂|Ψ⟩ を行列積状態で表します。

|Φ⟩ = argmin
|Φ⟩

‖ |Φ⟩ − 𝑂̂|Ψ⟩ ‖2 (2.180)

さて, 式 (2.115) に示したように, |Φ⟩ と 𝑂̂|Ψ⟩ のフロベニウスノルムの誤差は,

‖|Φ⟩ − 𝑂̂|Ψ⟩‖2
𝐹 = ⟨Φ|Φ⟩ − ⟨Φ|𝑂̂Ψ⟩ − ⟨𝑂̂Ψ|Φ⟩ + ⟨𝑂̂Ψ|𝑂̂Ψ⟩ (2.181)

となります。いま, |Φ⟩ が式 (2.108) のような 1 サイト直交中心の左右正準ゲージを

用いて表現されているとします。|Ψ⟩ のゲージはなんでもよいです。

|Φ⟩ = ∑
𝜎1𝜎2⋯𝜎𝑁

𝐴𝜎1
1 ⋯𝐴𝜎𝑗−1

𝑗−1 Φ𝜎𝑗
𝑗 𝐵𝜎𝑗+1

𝑗+1 ⋯𝐵𝜎𝑁
𝑁 |𝜎1𝜎2⋯𝜎𝑁⟩

= 𝛼1

𝜎1

𝛼2

𝜎2 𝜎3

𝛼3 𝛼4

𝜎4 𝜎5

𝐴 𝐴 Φ 𝐵 𝐵

(2.182)

式 (2.181) を最小化したいので, 変分をとります。(Φ𝜎𝑗
𝑗 )

∗
 に関する変分がゼロにな

るようにすると, 以下のようになります。
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𝛼𝑗

𝜎𝑗

𝛼𝑗+1

𝛼′
𝑗 𝛼′

𝑗+1

𝛼′
𝑗 𝛼′

𝑗+1

𝜎′
𝑗

𝐴 𝐴 Φ 𝐵 𝐵

𝐴∗ 𝐴∗ 𝐵∗ 𝐵∗ −

𝐶 𝐶 𝐶 𝐶 𝐶

𝑊 𝑊 𝑊 𝑊 𝑊

𝐴∗ 𝐴∗ 𝐵∗ 𝐵∗

= 0

⇔ 𝐿 𝑅
𝛼𝑗

𝜎𝑗

𝛼𝑗+1

𝜎′
𝑗

𝛼′
𝑗 𝛼′

𝑗+1

Φ =

𝐶

𝑊

⇔ Φ𝜎′
𝑗

𝑗 = ∑
𝜎𝑗

𝐿𝑗−1𝑊
𝜎𝑗,𝜎′

𝑗
𝑗 𝑅𝑗+1𝐶

𝜎𝑗
𝑗

(2.183)

ここで直交関係式 (2.104) を用いました。また 𝐿𝑗−1 および 𝑅𝑗+1 は式 (2.171) で

定義した環境テンソルで, ブラ状態とケット状態が異なる点を除けば等価です。した

がって, 𝐿𝑗, 𝑅𝑗 も再帰的に更新することができます。 Φ𝜎𝑗
𝑗  を式 (2.183) で評価した

後は, 図  2-7 のように直交中心を隣のサイトに移すことで, Φ𝜎𝑗+1
𝑗+1  を得ること

ができ, 式 (2.183) を𝑗 + 1 番目のサイトに対しても適用します。この掃引を収束す

るまで繰り返すことで, 𝑂̂|Ψ⟩ を行列積状態の多様体の中でもっとも良い近似で表現

できます。もし結合次元のランクを適応的に増やしたい場合は, 密度行列繰りこみ群 

(節 2.11 参照) のように, 2 サイト中心の直交中心を更新し特異値分解で適応的に結

合次元のランクを操作することもできます。また, 吸収スペクトルの絶対値を計算す

る際は |𝑂̂Ψ⟩ のノルムの二乗を求める必要があります。一般に波動関数は規格化さ

れますから, 直交中心 Φ𝜎𝑗
𝑗  は最適化の度に規格化します。このときに, 規格化前のノ

ルムの二乗が, ⟨𝑂̂Ψ|𝑂̂Ψ⟩ ≈ ⟨Φ|Φ⟩ = ‖ Φ𝜎𝑗
𝑗 ‖2

𝐹  を満たすため, このノルムを保存してお

けば, 吸収スペクトルの絶対値を求める際にそのまま使うことができます。この変分

的な方法は, 式 (2.183) の縮約がボトルネックですが, クリロフ部分空間法を用いる

場合とは異なり, 直交中心の最適化に際して, 𝒪︀(𝑚3𝑀𝑑 + 𝑚2𝑀2𝑑2) の評価は 1 回だ

けで済みます。参考文献 [71] がこの方法について詳しく説明しています。

2.12.2. ネットワークグラフの繰り込みで求める方法

さて, 変分的に求める方法を解説しましたが, テンソルネットワークの図表を見る

と, わざわざ何度も掃引して非線形の最適化をするのは面倒くさそうですし, 局所的
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な最適解に陥る可能性もあります。行列積演算子の行列積状態への作用は, 以下のよ

うな図表で表現できます。

𝑂̂|Ψ⟩ =
𝛼1

𝜎1 𝛼2
𝜎2 𝛼3

𝜎3 𝛼4
𝜎4 𝜎5

𝛽1 𝛽2 𝛽3 𝛽4
𝜎′

1 𝜎′
2 𝜎′

3 𝜎′
4 𝜎′

5

𝐶 𝐶 𝐶 𝐶 𝐶

𝑊 𝑊 𝑊 𝑊 𝑊
(2.184)

したがって, この図表で 𝜎𝑗 の脚を縮約して 𝐶𝑗 と 𝑊𝑗 を一つのノードにまとめれば, 

正確な行列積状態を得ることができます。問題は計算量です。𝐶𝑗 と 𝑊𝑗 を一つにま

とめて, 𝛼𝑗 ⊗ 𝛽𝑗 を再び新しい仮想添字として定義すると, 新しい結合次元は, 𝑚𝑗𝑀𝑗 

となります。例えば, 𝑂̂ がランク 1 の構造をもつような場合は, この方法が最適です。
†34

 また, 式 (2.122) に示したように, 隣接相互作用演算子を作用させる場合もグラ

フの縮約を考えて, 直交中心を繰りこむ方法も現実的に適用できます。ここでは, 一

般の行列積演算子を行列積状態に作用させたときに効率的に結合次元を 𝑚𝑀  から 

𝜒(< 𝑚𝑀) に圧縮する方法を考えてみましょう。最も愚直な方法は結合次元 𝑚𝑀  の

行列積状態に対して左端から QR 分解を繰り返していき, 左右正準系にした上で, 2

サイト直交中心の特異値分解による切り捨てを右端から繰り返す方法でしょう。こ

の場合 2 サイト直交中心の大きさは 𝑑𝜒 × 𝑑𝑚𝑀  ですから特異値分解の計算量は 

𝒪︀(𝑑2𝑚𝑀𝜒2) となります。

ここで 𝒪︀(𝜒3) で済むような別の方法を考えてみましょう。式 (2.115) に示したよ

うに, 重なり積分 ℜ[⟨Φ|𝑂̂Ψ⟩] を最大にするような規格化された行列積状態 |Φ⟩ を
求めてもよいです。位相やノルムは最後に調整すればよいので, ‖⟨Φ|𝑂̂Ψ⟩‖2 = ⟨Ψ|
𝑂̂†|Φ⟩⟨Φ|𝑂̂|Ψ⟩ を最大にするような規格化された行列積状態 |Φ⟩ を求めることを考

えます。特に, 結合次元 𝜒 の行列積状態 |Φ⟩ による射影演算子 𝑃 = |Φ⟩⟨Φ| を求める

ことを目標にします。
†35

 ここで次のような主張を考えます。

フロベニウスノルム誤差を最小化する局所的な射影演算子の求め方

†34 例えば, 𝑈̂ = exp(−𝑖 ∑𝑁
𝑖=1 ℎ̂𝑖𝑡) = ∏𝑁

𝑖=1 exp(−𝑖ℎ̂𝑖𝑡) のような時間推進演算子を作用させる場合など。

†35 𝑃|𝑂̂Ψ⟩ = |Φ⟩⟨Φ|𝑂̂|Ψ⟩ = 𝐶|Φ⟩ は行列積状態 |Φ⟩ にスカラー量 𝐶 を乗じたものになります。このうち, |𝑂̂Ψ⟩ に最も近
いものを求めること, すなわち ‖|𝑂̂Ψ⟩ − 𝑃|𝑂̂Ψ⟩‖𝐹  を最小化するような 𝑃  を求めることと等価です。
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|Φ⟩ = (𝟙̂𝐿 ⊗ 𝑃𝑅)|Ψ⟩

𝑃 2
𝑅 = 𝑃𝑅 = 𝑃 †

𝑅

rank(𝑃𝑅) = 𝜒𝑅

(2.185)

のもとで, フロベニウスノルム誤差

𝜀(𝑃𝑅) = ‖ |Ψ⟩ − |Φ⟩ ‖2
𝐹

= ⟨Ψ|𝟙̂𝐿 − 2𝟙̂𝐿 ⊗ 𝑃𝑅 + 𝟙̂𝐿 ⊗ 𝑃𝑅|Ψ⟩

= 1 − tr𝐿[𝑃𝑅𝜌𝑅]

(2.186)

を最小化するような 𝑃𝑅 は 𝜌𝑅 = tr𝐿(|Ψ⟩⟨Ψ|) の固有値分解

𝜌𝑅 = 𝑈𝑅Σ𝑅𝑈†
𝑅 (2.187)

で降順に固有値が対角成分に並べられているとしたとき, 𝑃𝑅 = 𝑈̃𝑅𝑈̃†
𝑅 となる。 

ここで 𝑈̃𝑅 は 𝑈𝑅 の上位 𝜒𝑅 個の固有ベクトルを列ベクトルとして並べた行列

です。

上の主張を用いて, まず 𝑃 = 𝟙̂1,2,⋯,𝑁−1 ⊗ 𝑃𝑁  として,

‖ |𝑂̂Ψ⟩ − (𝟙̂1,2,⋯,𝑁−1 ⊗ 𝑃𝑁)|𝑂̂Ψ⟩ ‖2
𝐹 (2.188)

を最小化するような 𝑃𝑁  を求めます。
†36

 右端のサイトに対する縮約密度行列 𝜌𝑁 =
tr𝜎1,𝜎2,⋯,𝜎𝑁−1

|𝑂̂Ψ⟩⟨𝑂̂Ψ| は,

𝐿𝑁−1𝜎𝑁

𝜎′
𝑁 𝜎′

𝑁

𝜎𝑁

𝜎𝑁

𝜎′
𝑁

𝛼𝑁−1

𝛼′
𝑁−1

𝜎𝑁

𝜎′
𝑁

𝐶 𝐶 𝐶 𝐶 𝐶

𝑊 𝑊 𝑊 𝑊 𝑊

𝑊 ∗ 𝑊 ∗ 𝑊 ∗ 𝑊 ∗ 𝑊 ∗

𝐶∗ 𝐶∗ 𝐶∗ 𝐶∗ 𝐶∗

=

𝐶∗

𝑊 ∗

𝑊

𝐶

= 𝜌𝑁 = Σ𝑁

𝑈†
𝑁

𝑈𝑁

(2.189)

†36 この段階では行列積状態ではなく, Ψ𝜎1,𝜎2,⋯,𝜎𝑁−1
1,2,⋯,𝑁−1 𝐵𝜎𝑁

𝑁 |𝜎1𝜎2⋯𝜎𝑁−1⟩ ⊗ |𝜎𝑁⟩ という形の波動関数に対する射影演算子を求
めています。
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と表現できます。ここで縮約密度行列 𝜌𝑁  は半正定値エルミート演算子ですから, 対

角化により非負固有値を降順に並べた行列 Σ𝑁  とユニタリ行列 𝑈𝑁  により,

𝜌𝑁 = 𝑈𝑁Σ𝑁𝑈†
𝑁 (2.190)

と分解できます。したがって, 最適な射影 𝑃𝑁  は 𝑃𝑁 = 𝑈̃𝑁 𝑈̃†
𝑁  となります。次に, 𝑃 =

𝟙̂1,2,⋯,𝑁−2 ⊗ 𝑈̃𝑁𝑃𝑁−1𝑈̃
†
𝑁  として, フロベニウスノルム誤差を最小化するような 𝑃𝑁−1 

を求めます。

𝐿𝑁−2 𝜌𝑁−1,𝑁 Σ𝑁−1

𝑈†
𝑁−1

𝑈𝑁−1

𝜎′
𝑁−1 𝛼′

𝑁−1

𝛼𝑁−1𝜎𝑁−1
𝜎𝑁−1

𝜎′
𝑁−1

𝛼𝑁−1

𝛼′
𝑁−1

𝛼𝑁−2

𝛼′
𝑁−2

𝐶∗

𝑊 ∗

𝐶∗

𝑊 ∗

𝑈̃𝑁

𝑈̃†
𝑁

𝑊

𝐶 𝐶

𝑊

= = (2.191)

のように変形できますから, 縮約密度行列

𝜌𝑁−1,𝑁 = tr𝜎1,𝜎2,⋯,𝜎𝑁−2
[𝑈̃𝑁 |𝑂̂Ψ⟩⟨𝑂̂Ψ|𝑈̃†

𝑁] (2.192)

の固有値分解

𝜌𝑁−1,𝑁 = 𝑈𝑁−1Σ𝑁−1𝑈
†
𝑁−1 (2.193)

を用いて, 最適な射影 𝑃𝑁−1 は 𝑃𝑁−1 = 𝑈̃𝑁−1𝑈̃
†
𝑁−1 となります。 この操作を繰り返

すと,
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𝐿𝑁−3 𝜌𝑁−2,𝑁−1,𝑁 Σ𝑁−2

𝑈†
𝑁−2

𝑈𝑁−2

𝜎′
𝑁−2

𝛼′
𝑁−2

𝛼𝑁−2

𝜎𝑁−2
𝜎𝑁−2

𝜎′
𝑁−2

𝛼𝑁−2

𝛼′
𝑁−2

𝛼𝑁−3

𝛼′
𝑁−3

𝐶∗

𝑊 ∗

𝐶∗

𝑊 ∗

𝐶∗

𝑊 ∗

𝑈̃𝑁−1

𝑈̃†
𝑁−1

𝑈̃𝑁

𝑈̃†
𝑁

𝑊

𝐶

𝑊

𝐶 𝐶

𝑊

= = (2.194)

のようになり, 行列積状態を用いた射影演算子は

𝑃 = 𝟙̂1 ⊗ 𝑈̃𝑁 𝑈̃𝑁−1⋯𝑈̃2𝑈̃
†
2 𝑈̃†

3⋯𝑈̃†
𝑁 (2.195)

まで求めることができます。一番左端は,

⟨Φ|𝑂̂Ψ⟩ = Ψ†
1 𝑈†

2 𝑈†
3 ⋯𝑈†

𝑁 |𝑂̂Ψ⟩ (2.196)

を最大化すればよいです。内積を最大化するのは自分自身ですから,

Ψ1 ∝ 𝑈†
2 𝑈†

3 ⋯𝑈†
𝑁 |𝑂̂Ψ⟩

= 𝑊

𝐶

𝑊

𝐶

𝑈̃†

𝑊

𝐶

𝑈̃†

𝑊

𝐶

𝑈̃†

𝑊

𝐶

𝑈̃†

(2.197)

とすればよいです。よって最終的に得られる ⟨Ψ|𝑂̂†𝑃𝑂̂|Ψ⟩ は 以下のような図表表現

で与えられます。
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𝐶∗

𝑊 ∗

𝑊

𝐶

Ψ†

Ψ

𝐶∗

𝑊 ∗

𝑊

𝐶

𝑈̃

𝑈̃†

𝐶∗

𝑊 ∗

𝑊

𝐶

𝑈̃

𝑈̃†

𝐶∗

𝑊 ∗

𝑊

𝐶

𝑈̃

𝑈̃†

𝐶∗

𝑊 ∗

𝑊

𝐶

𝑈̃

𝑈̃†

(2.198)

表記を 𝑈𝑗 → 𝐵𝜎𝑗
𝑗  と変更すると, 𝑂̂Ψ̂ を近似するような規格化された行列積状態

|Φ⟩ = Ψ𝜎1
1 𝐵𝜎1

1 𝐵𝜎2
2 ⋯𝐵𝜎𝑁

𝑁 |𝜎1𝜎2⋯𝜎𝑁⟩ (2.199)

が 𝒪︀(𝜒3𝑑3) で得られました。そしてそのノルムは √|⟨Φ|𝑂̂Ψ⟩| です。このアルゴリ

ズムは https://tensornetwork.org/mps/algorithms/denmat_mpo_mps/ で提案されて

います。

余談: 量子コンピュータとテンソルネットワークの関係について

量子コンピュータでは量子状態に対してユニタリ変換を作用させることで量子

状態を操作し, 観測量を計算します。

𝑈(𝜽)|𝜓⟩ (2.200)

実行するアルゴリズムは量子回路で表現します。そして量子回路は一般に以下

のように記述できます。

https://tensornetwork.org/mps/algorithms/denmat_mpo_mps/
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𝑈(𝜽)

|0⟩

|0⟩

|0⟩

|0⟩

|0⟩

(2.201)

これはランク 1 の行列積状態を初期状態として用意して, 𝜽 でパラメータ化され

たユニタリ変換を作用させているとみなせます。実際には, 多数の量子ビット 

(qubit) を同時に回転させるのは難しいので, 1 体や 2 体のユニタリ変換を組み

合わせて量子状態を操作します。二準位系 (qu“bit”) の場合, 1 体のユニタリ変

換はパウリ行列で表現できます。量子コンピュータ実機で計算を行う前に, 量子

アルゴリズムの有効性を確認するために, 古典(従来型の)コンピュータでシミュ

レーションを行いますが, その際に 𝑈(𝜽) を行列積演算子に変換できれば, 行列

積演算子の行列積状態への作用として効率的にシミュレーションできるように

なります。

2.13. 時間依存変分原理

テンソルネットワーク状態を時間発展させる方法として歴史的には節  2.12

で示したように時間推進演算子 𝑈̂(Δ𝑡) = exp( 𝐻̂
𝑖ℎΔ𝑡) の行列積演算子を行列積状

態 |Ψ(Δ𝑡)⟩ = 𝑈̂(Δ𝑡)|Ψ(0)⟩ に作用させる方法が主流でした。例えば, 節 2.8.3 で示し

たように Vidal による時間発展ブロック縮約法 (time-evolving block decimation; 

TEBD) もこの一種です。しかしながら, 節 2.12 で示したような時間推進演算子を作

用させる方法は, 長距離相互作用を含むハミルトニアンの場合は次のような問題を

抱えます。
†37

• 正 確 な 時 間 推 進 演 算 子  𝑈̂(Δ𝑡) を 用 意 す る の が 難 し い 。 実 用 的 に は , 

exp( 𝐻̂
𝑖ℎΔ𝑡) をテイラー展開で近似するときに, 行列積演算子の冪乗や和の評価 

∑∞
𝑛=0

1
𝑛!(

𝐻̂
𝑖ℎΔ𝑡)

𝑛
 が必要になる。

†37 ここでいう「長距離」とは行列積状態において, 離れたサイト同士の相互作用を含むことを指します。
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• 𝑈̂(Δ𝑡) の結合次元 𝐷 が 𝐻̂ の結合次元 𝑀  に比べて膨大になる。このため, 

𝑈̂(Δ𝑡)|Ψ⟩ の計算量, 繰り込み計算量が高くなる。

• (変分的に作用させる方法では) 時間ステップ毎に変分最適化を行う必要がある。

• 𝑈̂(Δ𝑡)|Ψ⟩ の結合次元を繰り込む際に, |Ψ⟩ が時間に対して滑らかに接続すること

や, エネルギー期待値を保存することの保証がない。

こうした問題を解決すべく J Haegeman, C Lubich, I Oseledets, B Vandereycken, 

F Verstraete は時間依存変分原理式 (1.174) に基づいて, 行列積状態/テンソルトレ

インの多様体への射影演算子を用いた時間発展方法を提案しました。 [72]
†38

2.13.1. 2 自由度系

まず, 2 自由度系の時間発展について考えましょう。すなわち行列 𝐴 ∈ ℂ𝑚×𝑛 が写

像 ℱ︀ : ℂ𝑚×𝑛 → ℂ𝑚×𝑛 によって次のような運動方程式を満たすとします。

d𝐴
d𝑡

= ℱ︀(𝐴) (2.202)

例えば, 𝐹 ∈ ℂ𝑚𝑛×𝑚𝑛 を用いて, ℱ︀(𝐴) = mat(𝐹 vec(𝐴)) のように書ける場合,

𝐴(𝑡) = mat(exp(𝐹𝑡)vec(𝐴(0)) (2.203)

と解けます。さて, 𝑌  がランク 𝑟 の多様体 ℳ︀𝑟 上にあるとします。

𝑌 ∈ ℳ︀𝑟 = {𝑋 ∈ ℂ𝑚×𝑛 | rank(𝑋) = 𝑟} (2.204)

𝑌  も 𝐴 と同じ運動方程式にしたがうとき, 𝑌 (𝑡) をどのようにして求めればよいで

しょうか。最も愚直な方法は式 (2.203) で得た 𝐴(𝑡) を特異値分解により最適なラン

ク 𝑟 の行列に圧縮することですが, これは多次元のシュレディンガー方程式に拡張

しようとすると先に述べたような問題点を抱えます。そこで多様体の運動方程式を

導出する方法を考えます。

2.13.2. 変分法からの導出

𝑌  は ℳ︀𝑟 上にあるので, 特異値分解により

𝑌 = 𝑈Σ𝑉 † (2.205)

の形で表現できるはずです。ここで 𝑈 ∈ St(𝑟, 𝑚; ℂ), Σ ∈ ℂ𝑟×𝑟, 𝑉 ∈ St(𝑟, 𝑛; ℂ) です。

この式の時間微分は

†38 ちなみに, Lubich と Oseledets と Vandereycken は応用数理学の研究者です。彼らが応用数理の言葉で説明した文献 
[73] も参考になります。物理学では行列積状態として知られますが, 応用数理学ではテンソルトレインの多様体として
知られ, 二つの分野が密接に関連しています。
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̇𝑌 = ̇𝑈Σ𝑉 † + 𝑈Σ̇𝑉 † + 𝑈Σ ̇𝑉 † (2.206)

です。行列積はゲージ自由度があるので,

𝑈† ̇𝑈 = 0, 𝑉 † ̇𝑉 = 0 (2.207)

を要請しておきます。つまり, 𝑈  や 𝑉  に平行な成分の時間発展は, 特異値分解で, Σ̇ 

に委ねます。また, ℳ︀𝑟 の 𝑌  における接空間 (tangent space) 𝑇𝑌 ℳ︀𝑟 の要素は

𝛿𝑌 = 𝛿𝑈Σ𝑉 † + 𝑈𝛿Σ𝑉 † + 𝑈Σ𝛿𝑉 † ∈ 𝑇𝑌 ℳ︀𝑟 (2.208)

と書けます。ここでもゲージ自由度があるので,

𝑈†𝛿𝑈 = 0, 𝑉 †𝛿𝑉 = 0 (2.209)

を要請しておきます。目標は運動方程式の (左辺)-(右辺) のフロベニウスノルム

‖ ̇𝑌 − ℱ︀(𝑌 )‖ = ‖ ( ̇𝑈Σ𝑉 † + 𝑈Σ̇𝑉 † + 𝑈Σ ̇𝑉 †) − ℱ︀(𝑌 ) ‖ (2.210)

を最小化することです。これを最小化するには, 接空間 𝑇𝑌 ℳ︀𝑟 の任意の元 𝛿𝑌  と ̇𝑌 −
ℱ︀(𝑌 ) が直交すればよいので (ディラク–フレンケルの変分原理),

⟨𝛿𝑌 | ̇𝑌 − ℱ︀(𝑌 )⟩ = 0 ∀𝛿𝑌 ∈ 𝑇𝑌 ℳ︀𝑟 (2.211)

を解けばよいです。はじめに,

⟨𝑈𝛿Σ𝑉 †| ̇𝑈Σ𝑉 † + 𝑈Σ̇𝑉 † + 𝑈Σ ̇𝑉 † − ℱ︀(𝑌 )⟩ = 0

⇔ ⟨𝛿Σ|0Σ𝟙 + 𝟙Σ̇𝟙 + 𝟙Σ0 − 𝑈†ℱ︀(𝑌 )𝑉 ⟩ = 0

⇔ Σ̇ = 𝑈†ℱ︀(𝑌 )𝑉

(2.212)

として Σ(𝑡) の運動方程式を得ます。次に,

⟨𝛿𝑈Σ𝑉 †| ̇𝑈Σ𝑉 † + 𝑈Σ̇𝑉 † + 𝑈Σ ̇𝑉 † − ℱ︀(𝑌 )⟩ = 0

⇔ ⟨𝛿𝑈| ̇𝑈 − ℱ︀(𝑌 )𝑉 Σ−1⟩ = 0 (∵ 𝑉 †𝑉 = 𝟙, 𝛿𝑈𝑈† = 0)

⇔ ̇𝑈 = (𝟙 − 𝑈𝑈†)ℱ︀(𝑌 )𝑉 Σ−1 (∵ 𝛿𝑈, ̇𝑈 ⟂ 𝑈)

(2.213)

⟨𝑈Σ𝛿𝑉 †| ̇𝑈Σ𝑉 † + 𝑈Σ̇𝑉 † + 𝑈Σ ̇𝑉 † − ℱ︀(𝑌 )⟩ = 0

⇔ ⟨𝛿𝑉 †| ̇𝑉 † − Σ−1𝑈†ℱ︀(𝑌 )𝑉 ⟩ = 0

⇔ ̇𝑉 † = Σ−1𝑈†ℱ︀(𝑌 )(𝟙 − 𝑉 †𝑉 )

⇔ ̇𝑉 = (𝟙 − 𝑉 𝑉 †)(ℱ︀(𝑌 ))†𝑈(Σ−1)†

(2.214)
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として 𝑈(𝑡), 𝑉 (𝑡) の運動方程式を得ます。これらの運動方程式は数値的に解けます

が, Σ の逆行列を含むため, 正則化をしないと小さな特異値が出るような場面で不安

定になります。
†39

2.13.3. 射影演算子を用いた導出

図 2-9 多様体 ℳ︀TT ⊂ ℳ︀Hilbert の要素 𝑌 ∈ ℳ︀TT における接空間 𝑇𝑌 ℳ︀TT へ ℱ︀(𝑌 ) を射影す

る演算子 𝒫︀𝑇𝑌 ℳ︀TT
 の模式図。ここで 𝛾(𝑡) は 𝑡 = 0 で 𝑌  を通る ℳ︀TT 上の滑らかな軌跡としま

す。ℱ︀(𝑌 ) 方向に 𝑌  を変化させると多様体 ℳ︀TT 上で滑らかに接続できなくなるので, 𝒫︀𝑇𝑌 ℳ︀TT
 

によって ℱ︀(𝑌 ) を接空間 𝑇𝑌 ℳ︀TT 上に戻します。これとは別に, 速度ベクトルを保ったまま 

𝑇𝑌 ℳ︀ → ℳ︀ へ移す操作はレトラクションと呼ばれます。

逆行列を含まない形式の時間発展方法を導出してみましょう。ディラク–フレンケ

ルの変分原理式 (2.211) は射影演算子 𝒫︀𝑇𝑌 ℳ︀𝑟
: ℂ𝑚×𝑛 → 𝑇𝑌 ℳ︀𝑟 を用いて

̇𝑌 = 𝒫︀𝑇𝑌 ℳ︀𝑟
[ℱ︀(𝑌 )] (2.215)

†39 タッカー形式の多配置時間依存ハートリー (MCTDH) 法の時間発展では, まさにディラク–フレンケルの変分原理から
タッカー形式の波動関数の時間発展方程式を導出しますが, 同様に逆行列を含むため正則化が必要になります。[74,75] 
参考文献 [76] では, MCTDH 波動関数の時間発展を射影演算子を用いて再考しています。 また, 階層タッカー形式の波
動関数についても参考文献 [77] で射影演算子を用いた時間発展方法を提案しています。 MCTDH 波動関数の運動方程
式の導出は参考文献 [78] が丁寧です。
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と定義しているとも解釈できます。接空間 𝑇𝑌 ℳ︀𝑟 と射影演算子 𝒫︀𝑇𝑌 ℳ︀𝑟
 の意味を考

えてみましょう。接空間 𝑇𝑌 ℳ︀𝑟 は, 𝑌  を通る滑らかな曲線 𝛾 : (−𝜀, 𝜀) → ℳ︀𝑟 の速度

ベクトル ̇𝛾(0) 全体からなる空間として定義されます。したがって, 𝑌  がパラメータ 

𝑡 によって ℳ︀𝑟 の中を滑らかに動くとき, その微小変位 𝛿𝑌 = ̇𝛾(0)𝛿𝑡 は接空間 𝑇𝑌 ℳ︀𝑟 

の要素になっています。この意味で, ℳ︀𝑟 の中にとどまるような微小変位は, すべて 

𝑇𝑌 ℳ︀𝑟 に属すると言うことができます。一方, 𝒫︀𝑇𝑌 ℳ︀𝑟
 は周囲の線形空間の任意の変

位ベクトルを接空間 𝑇𝑌 ℳ︀𝑟 へ射影する線形演算子です。 したがって, 任意の変位 𝛿𝑍 

に対して, その多様体に沿った成分は 𝒫︀𝑇𝑌 ℳ︀𝑟
𝛿𝑍 と書けます。

いま, 𝑌  が ℳ︀𝑟 の中にいるとき, 式 (2.205) のように特異値分解できるとします。

ここで, どんな行列 𝑍 ∈ ℂ𝑚×𝑛 でも,

𝑍 = (𝑈𝑈† + 𝑈⟂𝑈†
⟂)𝑍(𝑉 𝑉 † + 𝑉⟂𝑉 †

⟂ ) (2.216)

と記述できます。ここで 𝑈⟂, 𝑉⟂ は 𝑌  の特異値分解で使われなかった左右特異ベクト

ルを並べた行列です。この式の右辺を展開すると, 4 つの項が出てきます。

• 𝑈𝑈†𝑍𝑉 𝑉 † は 𝑌  と左右特異ベクトルを共有する高々ランク 𝑟 の行列です。

• 𝑈⟂𝑈†
⟂𝑍𝑉 𝑉 † は 𝑌  と右特異ベクトルを共有する高々ランク 𝑟 の行列です。

• 𝑈𝑈†𝑍𝑉⟂𝑉 †
⟂  は 𝑌  と左特異ベクトルを共有する高々ランク 𝑟 の行列です。

• 𝑈⟂𝑈†
⟂𝑍𝑉⟂𝑉 †

⟂  は 𝑌  と左右どちらも特異ベクトルを共有しません。

したがって, 𝑈⟂𝑈†
⟂𝛿𝑌 𝑉⟂𝑉 †

⟂ = 0 が 𝛿𝑌 ∈ 𝑇𝑌 ℳ︀𝑟 となる条件です。ですから, 射影演算

子は

𝒫︀𝑇𝑌 ℳ︀𝑟
[𝑍] = 𝑈𝑈†𝑍𝑉 𝑉 † + 𝑈⟂𝑈†

⟂𝑍𝑉 𝑉 † + 𝑈𝑈†𝑍𝑉⟂𝑉 †
⟂

= 𝑍𝑉 𝑉 † − 𝑈𝑈†𝑍𝑉 𝑉 † + 𝑈𝑈†𝑍
(2.217)

と定めれば, ℱ︀(𝑌 ) を射影演算子で 𝑇𝑌 ℳ︀𝑟 上に戻せます。この射影は次のようにも記

述できます。

𝒫︀𝑇𝑌 ℳ︀𝑟
[𝑍] = 𝑈⟂𝑈†

⟂𝑍𝑉 𝑉 † + 𝑈𝑈†𝑍𝟙̂ (2.218)

いま, 𝑌 = (𝑈Σ)𝑉 † = 𝐾𝑉 † = 𝐾𝐿 の変分について

𝛿𝑌 = 𝛿𝐾𝐿 + 𝐾𝛿𝐿 (2.219)

であり, ゲージ自由度に対して tr[𝛿𝐾′𝑈†] = 0 と制約を課します。すると,
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𝛿𝑌 = 𝛿𝐾𝑉 † + 𝑈Σ𝛿𝐿

= (𝛿𝐾′ + 𝑈𝛿𝐶)𝑉 † + 𝑈Σ𝛿𝐿

= 𝛿𝐾′𝑉 † + 𝑈(𝛿𝐶𝑉 † + Σ𝛿𝐿)

= 𝛿𝐾′𝑉 † + 𝑈𝛿𝐿′

(2.220)

となります。𝑍 ∈ ℂ𝑚×𝑛 を 𝛿𝑌 ∈ 𝑇𝑌 ℳ︀𝑟 と同じような形式にするための射影演

算子を考えればよく, tr[𝛿𝐾′𝑈†] = 0 という制約から 𝛿𝐾′𝑉 † の変分を与える射影は 

𝑈⟂𝑈†
⟂𝑍𝑉 𝑉 † です。また, 𝑈𝛿𝐿′ の変分を与える射影は 𝑈𝑈†𝑍𝟙̂ です。ここで ̂𝟙 が出てく

るのは, 一番右端の変分 𝛿𝐿′ にはゲージ制約を課さないためです。よって式 (2.218) 

が tr[𝛿𝐾′𝑈†] = 0 を満たすようなゲージの元で, 低ランク多様体の接空間に射影す

るようなものになっていることがわかります。2 自由度系については, 参考文献 [79] 

を参照してください。

2.13.4. 行列積状態への拡張

式 (2.217) を行列積状態に拡張してみましょう。目標は

𝑖ℎ 𝜕
𝜕𝑡

|Ψ(𝑡)⟩ = 𝒫︀𝑇|Ψ⟩ℳ︀𝑚
𝐻̂|Ψ(𝑡)⟩ (2.221)

の時間発展を導くことです。ここで, |Ψ(𝑡)⟩ ∈ ℳ︀𝑚 は結合次元 𝑚 の行列積状態, ℳ︀𝑚 

は結合次元 𝑚 の行列積状態の多様体, 𝑇|Ψ⟩ℳ︀𝑚 は |Ψ⟩ における ℳ︀𝑚 の接空間, 

𝒫︀𝑇|Ψ⟩ℳ︀𝑚
 は |Ψ⟩ における ℳ︀𝑚 の接空間の射影演算子です。また, 𝐻̂ は行列積演算子

で表されたハミルトニアンです。

まず, 2 自由度系を図表表現にして書いてみましょう。

|Ψ⟩ = Ψ𝜎1
1 𝐵𝜎2

2 |𝜎1𝜎2⟩ = 𝐴𝜎1
1 Λ1𝐵

𝜎2
2 |𝜎1𝜎2⟩ = 𝐴𝜎1

1 Ψ𝜎2
2 |𝜎1𝜎2⟩

= 𝛼1

𝜎1 𝜎2

Ψ 𝐵
= 𝛼1

𝜎1

𝛼1

𝜎2

𝐴 Λ 𝐵
= 𝛼1

𝜎1 𝜎2

𝐴 Ψ

(2.222)

のような左右正準形で書いてみます。このとき, 射影演算子は
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𝒫︀𝑇|Ψ⟩ℳ︀𝑚
= |𝜎1⟩⟨𝜎1| ⊗ 𝐵𝜎2

2 |𝜎2⟩⟨𝜎2|(𝐵
𝜎2
2 )†

−𝐴𝜎1
1 |𝜎1⟩⟨𝜎1|(𝐴

𝜎1
1 )† ⊗ 𝐵𝜎2

2 |𝜎2⟩⟨𝜎2|(𝐵
𝜎2
2 )†

+𝐴𝜎1
1 |𝜎1⟩⟨𝜎1|(𝐴

𝜎1
1 )† ⊗ |𝜎2⟩⟨𝜎2|

≕ 𝟙̂𝐿 ⊗ 𝒫︀𝑅 − 𝒫︀𝐿 ⊗ 𝒫︀𝑅 + 𝒫︀𝐿 ⊗ 𝟙̂𝑅

= 𝛼1 𝛼1 𝛼1 𝛼1

𝜎1

𝜎′
1

𝐵

𝜎′
2

𝐵∗

𝜎2

−
𝐴

𝜎′
1

𝐴∗

𝜎1

𝐵

𝜎′
2

𝐵∗

𝜎2

−
𝐴

𝜎′
1

𝐴∗

𝜎1 𝜎2

𝜎′
2

(2.223)

と書けます。よって時間発展は

|Ψ(𝑡 + Δ𝑡)⟩

= exp(𝒫︀𝑇|Ψ(𝑡)⟩ℳ︀𝑚

𝐻̂
𝑖ℎ

Δ𝑡)|Ψ(𝑡)⟩

= exp(𝟙̂𝐿 ⊗ 𝒫︀𝑅
𝐻̂
𝑖ℎ

Δ𝑡
2

) exp(−𝒫︀𝐿 ⊗ 𝒫︀𝑅
𝐻̂
𝑖ℎ

Δ𝑡
2

) exp(𝒫︀𝐿 ⊗ 𝟙̂𝑅
𝐻̂
𝑖ℎ

Δ𝑡)

exp(−𝒫︀𝐿 ⊗ 𝒫︀𝑅
𝐻̂
𝑖ℎ

Δ𝑡
2

) exp(𝟙̂𝐿 ⊗ 𝒫︀𝑅
𝐻̂
𝑖ℎ

Δ𝑡
2

)|Ψ(𝑡)⟩ + 𝒪︀(Δ𝑡3)

(2.224)

のようにトロッター分解で評価できます。
†40

1. 初期状態の用意

はじめに初期状態を

|Ψ⟩ = Ψ𝜎1
1 𝐵𝜎2

2 |𝜎1𝜎2⟩ = 𝛼1

𝜎1 𝜎2

Ψ 𝐵
(2.225)

とします。

2. 左端の Δ𝑡
2  順伝搬

†40 通常のトロッター分解 exp((𝐴 + 𝐵)ℎ) ≈ exp(𝐴ℎ) exp(𝐵ℎ) では, 局所誤差は 𝒪︀(ℎ2) ですが, exp(𝐴ℎ
2) exp(𝐵ℎ) exp(𝐴ℎ

2) 
では, 局所誤差を 𝒪︀(ℎ3) に抑えることができます。最終的には, 総ステップ 𝑁 ∝ 1

ℎ  をとるので, 𝒪︀(ℎ2) の誤差になり
ます。
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exp(𝟙̂𝐿 ⊗ 𝒫︀𝑅
𝐻̂
𝑖ℎ

Δ𝑡
2

)|Ψ(𝑡)⟩ (2.226)

の時間発展を考えてみましょう。

𝟙̂𝐿 ⊗ 𝒫︀𝑅𝐻̂|Ψ⟩ =

Ψ

𝑊

𝐵

𝑊

𝐵

𝐵∗

= Ψ′ 𝐵 (2.227)

となりますから, これは直交中心 Ψ𝜎1
1  を有効ハミルトニアン

𝐻̂eff = ∑
𝜎2,𝜎′

2

𝑊𝜎1,𝜎′
1

1 (𝐵𝜎′
2

2 )
∗
𝑊𝜎2,𝜎′

2
2 𝐵𝜎2

2 = 𝑊

𝐵

𝑊

𝐵∗

(2.228)

で時間発展させることに対応します。密度行列繰り込み群法の変分最適化のとき

と同じように, 有効ハミルトニアンの行列要素をすべて用意して節 1.7 のように

対角化して時間発展させてもよいですし, 大きさが大きい場合は節 1.8.6 のよう

に有効ハミルトニアンを直交中心に対する作用素として, クリロフ部分空間法で

時間発展させてもよいです。後者の場合, すべての行列要素を用意する必要がな

いので, 計算量が低くなります。最終的に Ψ𝜎1
1  を有効ハミルトニアンで +Δ𝑡

2  だ

け時間発展させた結果が Ψ̃𝜎1
1  になったとします。

†41

3. 中心の Δ𝑡
2  逆伝搬

次に QR 分解で直交中心を移動します。

Ψ̃𝜎1
1 𝐵𝜎2

2 = 𝑄𝜎1
1 𝑅1𝐵

𝜎2
2 ≔ 𝐴𝜎1

1 Σ̃1𝐵
𝜎2
2 (2.229)

そして

†41 ∼ の本数が +Δ𝑡
2  の時間発展を意味するようにとりました。
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exp(−𝒫︀𝐿 ⊗ 𝒫︀𝑅
𝐻̂
𝑖ℎ

Δ𝑡
2

)|Ψ(𝑡)⟩ (2.230)

による逆伝搬を行います。

𝒫︀𝐿 ⊗ 𝒫︀𝑅𝐻̂|Ψ⟩ =

𝐴

𝑊

𝐴∗

𝐴

Σ̃ 𝐵

𝑊

𝐵

𝐵∗

= 𝐴 Σ̃′ 𝐵 (2.231)

となりますから, これは直交中心 Σ1 を有効ハミルトニアン

𝐻̂eff = ∑
𝜎1,𝜎′

1,
𝜎2,𝜎′

2

𝐴𝜎1
1 𝑊𝜎1,𝜎′

1
1 (𝐴𝜎′

1
1 )

∗
𝐵𝜎2

2 𝑊𝜎2,𝜎′
2

2 (𝐵𝜎′
2

2 )
∗

=

𝐴

𝑊

𝐴∗

𝐵

𝑊

𝐵∗ (2.232)

で時間発展させることに対応します。Σ̃1 が有効ハミルトニアンで −Δ𝑡
2  だけ時間

発展させた結果が Σ1 になったとします。

4. 右端の順伝搬

さらに, |Ψ⟩ の直交中心を右端に移動します。

𝐴𝜎1
1 Σ1𝐵

𝜎2
2 = 𝐴𝜎1

1 Ψ𝜎2
2 (2.233)

これまでと同じように,

exp(𝒫︀𝐿 ⊗ 𝟙̂𝑅
𝐻̂
𝑖ℎ

Δ𝑡)|Ψ(𝑡)⟩ (2.234)

による伝搬を行います。
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𝒫︀𝐿 ⊗ 𝟙̂𝑅𝐻̂|Ψ⟩ =

𝐴

𝑊

Ψ

𝑊

𝐴

𝐴∗

= 𝐴 Ψ′ (2.235)

となりますから, これは直交中心 Ψ𝜎2
2  を有効ハミルトニアン

𝐻̂eff = ∑
𝜎1,𝜎′

1

(𝐴𝜎1
1 )

∗
𝑊𝜎1,𝜎′

1
1 𝐴𝜎′

1
1 𝑊𝜎2,𝜎′

2
2 = 𝑊

𝐴

𝑊

𝐴∗

(2.236)

で時間発展させることに対応します。 Ψ𝜎2
2  が有効ハミルトニアンで +Δ𝑡 だけ時

間発展させた結果が ̃̃Ψ𝜎2
2  になったとします。

5. 中心の逆伝搬

3. のときと同じ操作を行います。まず

𝐴𝜎1
1

̃̃Ψ𝜎2
2 = 𝐴𝜎1

1 𝐿𝑄𝜎2
2 = 𝐴𝜎1

1
̃̃Σ1

̃̃𝐵𝜎2
2 (2.237)

とゲージ変換を行います。直交中心 ̃̃Σ1 を 𝐴𝜎1
1 , ̃̃𝐵𝜎2

2  からなる環境テンソルの有効

ハミルトニアンで −Δ𝑡
2  だけ時間発展させて, Σ̃1 を得ます。

6. 左端の順伝搬

2. のときと同じ操作を行います。まず

𝐴𝜎1
1 Σ̃1

̃̃𝐵𝜎2
2 = Ψ̃𝜎1

1
̃̃𝐵𝜎2

2 (2.238)

とゲージ変換を行います。直交中心 Ψ̃𝜎1
1  を ̃̃𝐵𝜎2

2  からなる環境テンソルの有効ハ

ミルトニアンで +Δ𝑡
2  だけ時間発展させて, ̃̃Ψ𝜎1

1  を得ます。

これにより, |Ψ(𝑡 + Δ𝑡)⟩ = ̃̃Ψ𝜎1
1

̃̃𝐵𝜎2
2 |𝜎1𝜎2⟩ が得られました。

ここまでくると多自由度系に拡張するのも難しくありません。行列積状態は
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|Ψ⟩ = 𝐴𝜎1
1 ⋯𝐴𝜎𝑗−1

𝑗−1 Ψ𝜎𝑗
𝑗 𝐵𝜎𝑗+1

𝑗+1 ⋯𝐵𝜎𝑁
𝑁 |𝜎1⋯𝜎𝑗⋯𝜎𝑁⟩ (2.239)

と表せますから, 節 2.13.3 の最後に述べた, ゲージ固定のアイディアを用います。つ

まり変分

|𝛿Ψ⟩ = ∑
𝑁

𝑗=1
{[∏

𝑗−1

𝑛=1
𝐴𝜎𝑛𝑛 ]𝛿Ψ𝜎𝑗

𝑗 [ ∏
𝑁

𝑛=𝑗+1
𝐵𝜎𝑛𝑛 ]}|𝜎1⋯𝜎𝑗⋯𝜎𝑁⟩ (2.240)

を考えるには, 𝑗 = 1, 2, …, 𝑁 − 1 の直交中心の変分はゲージ自由度を

tr[𝛿Ψ𝜎𝑗
𝑗 (𝐴𝜎𝑗

𝑗 )
†
] = 0 ∀𝑗 = 1, 2, …, 𝑁 − 1 (2.241)

と制約を課します。一番最後の 𝑁  番目のサイトの直交中心の変分にはゲージ制約を

課しません。すると,

𝒫︀𝑇|Ψ(𝑡)⟩ℳ︀𝑚
[𝑍] = ∑

𝑁−1

𝑗=1
{[∏

𝑗−1

𝑛=1
𝐴𝜎𝑛𝑛 (𝐴𝜎𝑛𝑛 )†]𝐴𝜎𝑗

𝑗,⟂(𝐴𝜎𝑗
𝑗,⟂)

†
𝑍[ ∏

𝑁

𝑛=𝑗+1
𝐵𝜎𝑛𝑛 (𝐵𝜎𝑛𝑛 )†]}

+[ ∏
𝑁−1

𝑛=1
𝐴𝜎𝑛𝑛 (𝐴𝜎𝑛𝑛 )†]𝑍

= ∑
𝑁

𝑗=1
{[∏

𝑗−1

𝑛=1
𝐴𝜎𝑛𝑛 (𝐴𝜎𝑛𝑛 )†]𝑍[ ∏

𝑁

𝑛=𝑗+1
𝐵𝜎𝑛𝑛 (𝐵𝜎𝑛𝑛 )†]}

− ∑
𝑁−1

𝑗=1
{[∏

𝑗

𝑛=1
𝐴𝜎𝑛𝑛 (𝐴𝜎𝑛𝑛 )†]𝑍[ ∏

𝑁

𝑛=𝑗+1
𝐵𝜎𝑛𝑛 (𝐵𝜎𝑛𝑛 )†]}

(∵ 𝐴𝜎𝑗
𝑗,⟂(𝐴𝜎𝑗

𝑗,⟂)
†

= 𝟙 − 𝐴𝜎𝑗
𝑗 (𝐴𝜎𝑗

𝑗 )
†
)

(2.242)

と表せます。射影演算子を正確にかけば,

𝒫︀𝑇|Ψ(𝑡)⟩ℳ︀𝑚
= ∑

𝑁

𝑗=1
𝒫︀[1:𝑗−1]

𝐿 ⊗ 𝟙̂𝑗 ⊗ 𝒫︀[𝑗+1:𝑁]
𝑅 − ∑

𝑁−1

𝑗=1
𝒫︀[1:𝑗]

𝐿 ⊗ 𝒫︀[𝑗+1:𝑁]
𝑅

𝒫︀[1:𝑗]
𝐿 = 𝐴𝜎1

1 ⋯𝐴𝜎𝑗
𝑗 |𝜎1⋯𝜎𝑗⟩⟨𝜎1⋯𝜎𝑗|(𝐴

𝜎1
1 )†⋯(𝐴𝜎𝑗

𝑗 )
†

𝒫︀[𝑗+1:𝑁]
𝑅 = 𝐵𝜎𝑗+1

𝑗+1 ⋯𝐵𝜎𝑁
𝑁 |𝜎𝑗+1⋯𝜎𝑁⟩⟨𝜎𝑗+1⋯𝜎𝑁 |(𝐵𝜎𝑗+1

𝑗+1 )
†
⋯(𝐵𝜎𝑁

𝑁 )†

(2.243)

と表現できます。[72] 𝒫︀[1:𝑗−1]
𝐿 ⊗ 𝟙̂𝑗 ⊗ 𝒫︀[𝑗+1:𝑁]

𝑅  と 𝒫︀[1:𝑗]
𝐿 ⊗ 𝒫︀[𝑗+1:𝑁]

𝑅  は, それぞれ以下の

ような図表で表現できます。
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𝒫︀[1:𝑗−1]
𝐿 ⊗ 𝟙̂𝑗 ⊗ 𝒫︀[𝑗+1:𝑁]

𝑅

=
𝛼1

𝛼1

𝛼𝑗−1 𝛼𝑗+1

𝐴

𝜎′
1

𝐴∗

𝜎1

⋯

⋯

𝐴

𝜎′
𝑗−1

𝐴∗

𝜎𝑗−1

𝜎′
𝑗

𝜎𝑗

𝐵

𝜎′
𝑗+1

𝐵∗

𝜎𝑗+1

⋯

⋯

𝐵

𝜎′
𝑁

𝐵∗

𝜎𝑗+1

(2.244)

𝒫︀[1:𝑗]
𝐿 ⊗ 𝒫︀[𝑗+1:𝑁]

𝑅 =
𝛼1

𝛼1

𝛼𝑗 𝛼𝑗+1

𝐴

𝜎′
1

𝐴∗

𝜎1

⋯

⋯

𝐴

𝜎′
𝑗

𝐴∗

𝜎𝑗

𝐵

𝜎′
𝑗+1

𝐵∗

𝜎𝑗+1

⋯

⋯

𝐵

𝜎′
𝑁

𝐵∗

𝜎𝑗+1

(2.245)

よって 2 自由度のときと同じ議論でトロッター分解に基づいて時間発展を掃引アル

ゴリズムで評価することができます。このとき, 直交中心 Ψ𝜎𝑗
𝑗  を時間発展させる有効

ハミルトニアンは以下のような図表です。

𝐴

𝑊

𝐴∗

⋯

⋯

⋯

𝐴

𝑊

𝐴∗

𝑊

𝐵

𝑊

𝐵∗

⋯

⋯

⋯

𝐵

𝑊

𝐵∗

(2.246)

直交中心のクリロフ部分空間法での時間発展における, この有効ハミルトニアンと

試行直交中心の縮約が時間発展全体のボトルネックで, その計算量は 𝒪︀(𝑁𝑑𝑚3𝑀 +
𝑁𝑑2𝑚2𝑀2) です。また, 直交中心 Σ𝜎𝑗𝜎𝑗+1

𝑗  を逆方向に時間発展させる有効ハミルト

ニアンは以下のような図表です。
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𝐴

𝑊

𝐴∗

⋯

⋯

⋯

𝐴

𝑊

𝐴∗

𝐵

𝑊

𝐵∗

⋯

⋯

⋯

𝐵

𝑊

𝐵∗

(2.247)

掃引は以下のように行います。時間発展に必要な環境テンソルは密度行列繰り込み

群法のときと同じように再帰的に更新します。

Ψ1 𝐵2 𝐵3 𝐵4 𝐵5

𝐴1 Σ1 𝐵2 𝐵3 𝐵4 𝐵5

𝐴1 Ψ2 𝐵3 𝐵4 𝐵5

𝐴1 𝐴2 Σ2 𝐵3 𝐵4 𝐵5

𝐴1 𝐴2 Ψ3 𝐵4 𝐵5

𝐴1 𝐴2 𝐴3 Σ3 𝐵4 𝐵5

𝐴1 𝐴2 𝐴3 Ψ4 𝐵5

𝐴1 𝐴2 𝐴3 𝐴4 Σ4 𝐵5

𝐴1 𝐴2 𝐴3 𝐴4 Ψ5

図 2-10 時間依存変分原理から導出される射影演算子を用いた掃引アルゴリズムの半掃引。1

サイト直交中心 Ψ𝜎𝑗
𝑗  は + Δ𝑡

2  だけ時間発展させ, 0 サイト直交中心 Σ𝑗 は −Δ𝑡
2  だけ時間発展さ

せます。

余談: エネルギーとノルムが保存する理由

𝑖ℎ ̇|Ψ⟩ = 𝒫︀𝑇|Ψ⟩ℳ︀𝑚
𝐻̂|Ψ⟩ (2.248)
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が成立します。

𝑖ℎ d
d𝑡

⟨Ψ|Ψ⟩ = 𝑖ℎ⟨Ψ|Ψ̇⟩ + 𝑖ℎ⟨Ψ̇|Ψ⟩

= ⟨Ψ|𝒫︀𝑇|Ψ⟩ℳ︀𝑚
𝐻̂|Ψ⟩ − ⟨Ψ|𝐻̂𝒫︀𝑇|Ψ⟩ℳ︀𝑚

|Ψ⟩

= ⟨Ψ|𝐻̂|Ψ⟩ − ⟨Ψ|𝐻̂|Ψ⟩ (∵ 𝒫︀𝑇|Ψ⟩|Ψ⟩|Ψ⟩ = |Ψ⟩)

= 0

(2.249)

よりノルムが保存します。

𝑖ℎ d
d𝑡

⟨Ψ|𝐻̂|Ψ⟩ = 𝑖ℎ⟨Ψ̇|𝐻̂|Ψ⟩ + 𝑖ℎ⟨Ψ|𝐻̂|Ψ̇⟩

= ⟨Ψ|𝐻̂𝒫︀𝑇|Ψ⟩ℳ︀𝑚
𝐻̂|Ψ⟩ − ⟨Ψ|𝐻̂𝒫︀𝑇|Ψ⟩ℳ︀𝑚

𝐻̂|Ψ⟩

= 0

(2.250)

よりハミルトニアンの期待値, すなわちエネルギーが保存します。

余談: 2 サイト中心の時間発展

時間発展に応じて, 結合次元を適応的に変化させるべく Haegeman らは 2 サイ

ト中心の時間発展方法も提案しています。[72] このとき射影演算子は

∑
𝑁−1

𝑗=1
𝒫︀[1:𝑗−1]

𝐿 ⊗ 𝟙̂𝑗 ⊗ 𝟙̂𝑗+1 ⊗ 𝒫︀[𝑗+2:𝑁]
𝑅 − ∑

𝑁−1

𝑗=2
𝒫︀[1:𝑗−1]

𝐿 ⊗ 𝟙̂𝑗 ⊗ 𝒫︀[𝑗+1:𝑁]
𝑅 (2.251)

のように定義され, トロッター分解により, 2 サイト中心の順伝搬, 特異値分解

による圧縮, 1 サイト中心の逆伝搬を繰り返して時間発展を評価します。ただし, 

この場合, 計算量が 𝑑2 倍増加するので, 振動子系のように 𝑑 = 10 程度の時間発

展ではあまり現実的ではありません。また, 特異値分解で圧縮する操作を含むた

め, エネルギーやノルムが保存しないという問題があります。

余談: 1 サイト中心で適応的に結合次元を増やす方法

Dunnett と Chin は 1 サイト中心の射影演算子を用いた時間発展でも結合次元

を適応的に増やす方法を提案しています。[80] この方法では,
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𝒫︀[1:𝑗]
𝐿 = 𝐴𝜎1

1 ⋯𝐴𝜎𝑗
𝑗 |𝜎1⋯𝜎𝑗⟩⟨𝜎1⋯𝜎𝑗|(𝐴

𝜎1
1 )†⋯(𝐴𝜎𝑗

𝑗 )
†

𝒫︀[𝑗+1:𝑁]
𝑅 = 𝐵𝜎𝑗+1

𝑗+1 ⋯𝐵𝜎𝑁
𝑁 |𝜎𝑗+1⋯𝜎𝑁⟩⟨𝜎𝑗+1⋯𝜎𝑁 |(𝐵𝜎𝑗+1

𝑗+1 )
†
⋯(𝐵𝜎𝑁

𝑁 )†
(2.252)

の射影演算子でケット側の 𝐴𝜎𝑗
𝑗  と 𝐵𝜎𝑗+1

𝑗+1  に工夫を加えます。完全な QR 分解は

[𝑄1 𝑄2][
𝑅1
0 ] (2.253)

のようになりますが, ランク落ちする 𝑄2 部分は普通は使いません。具体的には 

𝑑𝑚 × 𝑑 の行列を QR 分解するとき, 𝑑𝑚 − 𝑑 本の列は冗長です。しかし, この方

法では, 𝑄2 部分のいくつかの列をあえて残して, 𝐴𝜎𝑗
𝑗  を構成することで, 有効ハ

ミルトニアンがランクを増やすような作用素になるようにします。(𝐵𝜎𝑗+1
𝑗+1  につ

いても LQ 分解で同様のことを行います。) ただし, 𝑄2 のどの列ベクトルを使う

かは任意性があります。なお, この方法では射影演算子が直交射影にならないた

め, ハミルトニアンの期待値や波動関数のノルムを保存しません。

余談: 射影演算子の並列化

著者は節 2.8.3 で導入したゲージを用いて, 1 サイト中心の時間発展を並列化す

る方法を考えました。(図 2-11) しかしながら, トロッター分解の局所誤差が 2

次精度になってしまうことや, 擬似逆行列の数値不安定性が課題であり, 必ずし

もどんなハミルトニアンで効率的に並列化できるとは限りませんでした。射影

演算子を用いることで逆行列を排除したにも拘らず, 並列化で逆行列を扱わな

ければならないジレンマを解決できれば実用的になるかもしれません。
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proc. 1 proc. 2 proc. 3

𝐴1 𝐴2 𝐴3 Σ3 𝐵4 𝐵5 𝐵6 Σ+
6 𝐴7 𝐴8 Ψ9

𝐴1 𝐴2 Ψ3 Σ′+
3 Ψ4 𝐵5 𝐵6 Σ+

6 𝐴7 𝐴8 Ψ9

𝐴1 𝐴2 Σ2 𝐵′
3 Σ′+

3 𝐴′
4 Σ4 𝐵5 𝐵6 Σ+

6 𝐴7 𝐴8 Σ8 𝐵′
9

𝐴1 Ψ2 𝐵′
3 Σ′+

3 𝐴′
4 Ψ5 𝐵6 Σ+

6 𝐴7 Ψ8 𝐵′
9

𝐴1 Σ2 𝐵′
2 𝐵′

3 Σ′+
3 𝐴′

4 𝐴′
5 Σ5 𝐵6 Σ+

6 𝐴7 Σ7 𝐵′
8 𝐵′

9

Ψ1 𝐵′
2 𝐵′

3 Σ′+
3 𝐴′

4 𝐴′
5 Ψ6 Σ+

6 Ψ7 𝐵′
8 𝐵′

9

Ψ′
1 𝐵′

2 𝐵′
3 Σ′+

3 𝐴′
4 𝐴′

5 𝐴′
6 Σ+

6 𝐵′
7 𝐵′

8 𝐵′
9

図 2-11 1 サイト中心の時間発展の並列化における反掃引。Ψ-𝑉  ゲージを用いることで, 直交

中心を複数保持できます。各プロセスで反掃引を行い, 端に達したら環境テンソルを隣のプロ

セスに通信して渡すことで並列化を実現します。
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3.

量子多体化学への応用

章 1.で興味ある化学の量子多体問題, 章 2.でテンソルネットワークを道具として

用いる方法を紹介しました。大抵のテンソルネットワークを用いた化学系の量子多

体計算はすでに理解するための事前知識が得られたと思います。本章では最後に応

用例をいくつか紹介します。

3.1. 原子核波束

3.1.1. 非調和振動子と座標回転

本節の内容は主論文[1]をもとに一部再計算したものです。非調和ポテンシャル

式  (1.73) により, 量子多体計算を行う場合, 果たして基準振動座標系が最適な座標

系でしょうか？ 図 2-1 (p. 79) でみたように, 座標系を事前に回転しておくことで

特異値分解による圧縮の精度が高められます。ですから, 非調和ポテンシャルの質量

荷重座標系 𝒒 に事前に何らかの回転 𝑃 ∈ O(𝑓) を施して

𝒒 = 𝑃𝒒 ⇔ 𝑞𝑗 = ∑
𝑓

𝑖=1
𝑃𝑗𝑖𝑞𝑖 (3.1)

としてから量子多体計算を行うことで, より高精度な計算が可能になるかもしれま

せん。

座標回転をする際は運動エネルギー演算子 𝑇n にも注意が必要です。
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𝑇n = − ∑
𝑓

𝑖=1

ℎ2

2
d2

d𝑞2
𝑖

= −ℎ2

2
[ d

d𝑞1

d
d𝑞2

⋯ d
d𝑞𝑓

]

[






d
d𝑞1
d

d𝑞2

⋯
d

d𝑞𝑓 ]






(3.2)

ここで, 連鎖律を用いて,

d
d𝑞𝑖

= ∑
𝑓

𝑗=1

d
d𝑞𝑗

⋅
d𝑞𝑗

d𝑞𝑖
= d

d𝑞𝑗
⋅ 𝑃𝑖𝑗 (3.3)

となることから,

𝑇n = −ℎ2

2
[ d

d𝑞1

d
d𝑞2

⋯ d
d𝑞𝑓

]𝑃𝑃⊤

[






d
d𝑞1
d

d𝑞2

⋯
d

d𝑞𝑓 ]






= −ℎ2

2
∑

𝑓

𝑗=1

d2

d𝑞2
𝑗

(∵ 𝑃𝑃⊤ = 𝟙) (3.4)

となり, 直交直線座標系のままなら特段の配慮は必要ありません。

非調和ポテンシャルに対する, 最適な座標回転 𝑃  を見つけるのは目的関数にも依

存するヒューリスティックな問題です。八木らは, 非調和ポテンシャルに対して, 振

動自己無頓着 (vibrational self-consistent field; VSCF) 法 [81] すなわち, 平均

場型 (ランク 1) の調和振動子基底の波動関数の変分最適化エネルギーすなわちゼロ

点振動エネルギー (zero point energy; ZPE) を最小化するような座標回転を提

案しました。[82] 平均場近似のゼロ点エネルギーを最小化するような座標回転を最

適化座標 (optimized coordinate) と呼びます。最適化座標では, 振動モードを局

在化するような情報を明示的に評価関数に含めていないにもかかわらず, OH 伸縮

振動や CH 伸縮振動といった高周波振動が顕著に局在化することが知られています。

Jacob と Reiher はより明示的に分子振動モードの変位ベクトルが局在化するよ

うな目的関数を導入することで, 大規模分子の振動モードを局在化させる座標回転

を提案しました。[83] 二つの目的関数が導入されており, 一つ目は

𝐹atom = ∑
𝑓mode

𝑝=1
∑
𝑁atom

𝑖=1 (
 ∑

𝛼∈{𝑥,𝑦,𝑧}
(𝑞𝑖𝛼,𝑝)

2

)


2

(3.5)

という目的関数です。ここで 𝑞𝑖𝛼,𝑝 はモード 𝑝 の 𝑖 番目の原子の 𝛼 方向の変位ベク

トルの大きさです。二つ目は
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𝐹mode = ∑
𝑓mode

𝑝<𝑞 (
∑

𝑁atom

𝑖=1
(𝑞𝑖,𝑝 − 𝑞𝑖,𝑞)𝑹𝑖

)


2

(3.6)

という目的関数です。ここで 𝑞𝑖,𝑝 はモード 𝑝 の 𝑖 番目の原子の変位ベクトル (3 次

元ベクトル) です。𝑹𝑖 は 𝑹𝑖 ⋅ 𝑹𝑗 = 𝛿𝑖𝑗 を満たすような基底です。一つめの目的関数

は, 原子それぞれにどれだけ局在化しているのかに注目しているのに対して, 二つ目

の目的関数は, モード同士がどれだけ離れているのかに注目しています。式を見ても

わかりにくいので二原子系を例に具体的に計算してみましょう。

𝒒decart =

[





1

0
0
0
0
0

0
1
0
0
0
0

0
0
1
0
0
0

0
0
0
1
0
0

0
0
0
0
1
0

0
0
0
0
0
1]







, 𝒒mode =

[








 1√

2
1√
2

0
0
0
0

0
0
1√
2

1√
2

0
0

0
0
0
0
1√
2

1√
2

− 1√
2

1√
2

0
0
0
0

0
0

− 1√
2

1√
2

0
0

0
0
0
0

− 1√
2

1√
2 ]











(3.7)

の二つのうち
†1

, 𝑥 方向の運動モード

𝒒𝑥
decart = [1

0
0
0

0
0

0
1

0
0

0
0], 𝒒𝑥

mode =
[


1√
2

1√
2

0
0

0
0

− 1√
2

1√
2

0
0

0
0
]
, (3.8)

について考えてみましょう。目的関数を評価すると,

𝐹atom(𝒒𝑥
decart) = ((12 + 02 + 02)2 + (02 + 02 + 02)2)

+((02 + 02 + 02)2 + (12 + 02 + 02)2)

= 2

(3.9)

𝐹atom(𝒒𝑥
mode) = (( 1√

2
)

2

+ 02 + 02)
2

+ ((− 1√
2
)

2

+ 02 + 02)
2

+(( 1√
2
)

2

+ 02 + 02)
2

+ (( 1√
2
)

2

+ 02 + 02)
2

= 1

(3.10)

†1 ここで列方向がモード 𝑝 で行方向が 𝑖 ⊗ 𝛼 を一次元にしたものです。



154  3. 量子多体化学への応用

となります。この例からわかるように, この目的関数を最大化するような, 𝒒 はデカ

ルト座標をそのまま使ったようなものになってしまうので, 振動的な描像を保つよ

うな制約を課す必要があります。例えば, 基準振動座標から始めて, 調和振動子にお

ける周波数の差が閾値以下の振動モードの組に関するギブンス回転 𝑃𝑖,𝑗(𝜃) のみを認

めるような制約で,

𝑃 = ∏
|𝜔𝑖−𝜔𝑗| <𝛿𝜔

𝑃𝑖,𝑗(𝜃𝑖,𝑗) (3.11)

のような多様体で反復最適化を行うことで, 振動的な描像を保つことができます。

[84] 二つ目の目的関数についても同様に計算すると,

𝐹mode(𝒒𝑥
decart) = ([1 0 0]𝑹1 + [1 0 0]𝑹2)

2 = 2 (3.12)

𝐹mode(𝒒𝑥
mode) = ([0 0 0]𝑹1 + [−

√
2 0 0]𝑹2)

2 = 2 (3.13)

となり, こちらの場合は二つの座標系は同じ値になりますが, この場合でも振動的な

描像を保つような制約を課す必要があった方が良いでしょう。

最後に, 目的関数を設定せずに決定論的に局在化座標を作る方法を紹介します。こ

の方法では分子に対して, 事前に局在化させる原子をグループ化して,

𝒢︀𝑖 ⊂ {1, 2, ⋯, 𝑁atom} (3.14)

を定義します。ここで

⋃
𝑀group

𝑖=1
𝒢︀𝑖 = {1, 2, ⋯, 𝑁atom} (3.15)

𝒢︀𝑖 ∩ 𝒢︀𝑗 = ∅ ∀𝑖 ≠ 𝑗 (3.16)

を満たすようにします。そして, 𝒢︀𝑖 の原子だけで荷重座標に対するエネルギーのヘッ

セ行列 𝐾𝒢︀𝑖
 を計算し, 式  (1.15) と同様に対角化すると, 𝒢︀𝑖 の原子だけが変位ベク

トルをもつような振動モードが得られます。この操作をすべてのグループに対して行

うことで, 局在化座標が得られます。各グループのデカルト座標に対する回転行列を 

𝑃𝒢︀𝑖
 とすると, 全体のデカルト座標に対する回転行列 𝑃  は

𝑃 =

[



𝑃𝒢︀1

0
⋮
0

0
𝑃𝒢︀2

⋱
0

⋯
⋱
⋱
⋯

0
0
⋮

𝑃𝒢︀𝑀group]





(3.17)
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のようなブロック対角行列になります。本書では, この方法を部分ヘッセ行列法 

(partial Hessian method) と呼び, この方法で得られる座標系を単に局在化座標 

(local coordinate) と呼ぶことにします。[85] この方法にはいくつかの注意が必

要です。基準座標系では, 平行移動と回転運動の 6 つの自由度を取り除くことができ

ましたが, この方法では素直にそれらの自由度を取り除くことができません。
†2

例え

ば, 平行移動の自由度を除くには, 𝑁atom 個の原子の中から一つの原子を固定するな

どの工夫が必要です。

振動モードの回転の影響を調べるために, ポリアセチレン H-(CH=CH)𝑛-H の

非調和基底状態計算を行います。まず, 𝑛 = 3 の all-trans-1,3,5-hexatriene の 

1100 cm−1 以上の振動モードを対象に,

1. ヘッセ行列の対角化による基準振動座標系

2. ランク 1 波動関数の変分エネルギーを最小化する最適化座標系

3. 部分ヘッセ行列の対角化と式 (3.5) 最大化 (周波数の差は 300 cm−1 以下) による

局在化座標系

の三つの座標系を比較します。非調和ポテンシャル式  (1.73) を決定するため

に, SINDO ライブラリの RunMakePES モジュールを使って計算しました。
†3

電子状態計

算は, Gaussian16 ソフトウェア [86] で密度汎関数 B3LYP, 原子基底関数を cc-pVDZ と

して行いました。最適化座標と局在化座標の生成も SINDO ライブラリを用いました。

局在化座標では, ポリアセチレンを各グループがC=Cとそれに付随する水素を含む

ような領域でグループ分けしました。(図 3-1 参照)

図 3-1 アセチレン H-(CH=CH)3-H の局在化座標のグループ分け
†4

†2 回転運動については, 直線座標である限り擬似的に取り除いていることに注意。

†3 https://github.com/yagikiyoshi/sindo

†4 Reprinted with permission from [1]. Copyright 2022 American Chemical Society.

https://github.com/yagikiyoshi/sindo
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図 3-2 典型的な基準振動モード (左) と局在化振動モード (右), 上から CH 変角振動 (1100 ∼
1500 cm−1), CC 伸縮振動 (1600 ∼ 1800 cm−1), CH 伸縮振動 (3100 ∼ 3500 cm−1) に対応してい

ます。
†5

典型的な基準振動モードと局在化座標の振動モードを図 3-2 に示します。こうし

て得られた座標系で分子振動の密度行列繰り込み群法の最適化を行い振動基底状態

の波動関数を得ました。このとき, 振動波動関数の基底関数は, 離散変数表示基底を

1 モードあたり 𝑑 = 9 個用いて, 行列積状態の結合次元は 𝑚 = 128 としました。ま

た, 行列積状態の格子とモードの対応については, 基準振動座標系では周波数順, 最

適化座標では 8 つの CH 伸縮モードが局在化するので, そのうち 4 つを左端, 残りの

4 つを右端に配置しました。局在化座標では, グループ分けした領域に基づいて行列

積状態の左右とグループの左右が対応するように配置しました。(図 3-3 参照) 4 次

多項式ポテンシャルは節 2.9.2 の方法で行列積演算子に変換しました。

†5 Reprinted with permission from [1]. Copyright 2022 American Chemical Society.
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|Ψ⟩ =

𝑄!

𝑄"𝑄#

𝑄$ 𝑄%

𝑄!&

𝑄!'

𝑄!(

𝑄!)

𝑄!*

C-H str.

C-H str.

C-H bend C-H bend

C-H bend C-H bendC=C str.

C-H str.

C-H str.

C=C str.

図 3-3 局在化座標の行列積状態の配置
†6

得られた振動基底状態の波動関数について, 量子相互情報量

𝐼(𝑖, 𝑗) = 𝑆(𝜌𝑖) + 𝑆(𝜌𝑗) − 𝑆(𝜌𝑖,𝑗) (3.18)

を計算しました。ここで, 𝜌𝑖 は 𝑖 番目の振動モードの縮約密度行列 (すなわち, 

式 (2.112) に示したような部分対角和), 𝜌𝑖,𝑗 は 𝑖 番目と 𝑗 番目の振動モードの縮約密

度行列 (すなわち, 二つの脚だけ残した部分対角和), 𝑆(𝜌) は式 (2.42) で定義される

フォンノイマンエントロピーです。もし, 𝜌𝑖,𝑗 = 𝜌𝑖 ⊗ 𝜌𝑗 のように, 二つの振動モードの

エンタングルメントがない場合, エントロピーの加法性から 𝑆(𝜌𝑖,𝑗) = 𝑆(𝜌𝑖) + 𝑆(𝜌𝑗) 
となります。ですから, 式 (3.18) は 𝐼(𝑖, 𝑗) = 0 となります。逆に, 𝐼(𝑖, 𝑗) > 0 の場合, 

二つの振動モードはエンタングルしており, その量が大きいほどエンタングルメント

が強いことを表します。量子相互情報量の計算結果を図 3-4 に示しました。基準座

標系では, どの振動モードも非常に強くエンタングルしていることがわかります。最

適化座標系では, 基準振動座標系に比べて, エンタングルメントが弱くなっているこ

とがわかります。部分ヘッセ行列法では, いくつかの近接モード間では最適化座標系

よりもエンタングルが強いですが, ヒートマップが帯行列のようになっていること

から, 遠方のモード間ではエンタングルが弱くなっていることがわかります。この遠

方のエンタングルメントを小さくするというのは, テンソルネットワークを多自由

度系に拡張する際に局所性を活かせるという点で重要です。

局在化座標系のモード数に対するスケーリングを見るために, ポリアセチレン

の長さ 𝑛 を増やして, 密度行列繰り込み群法の計算を同様に実行しました。結果を

図 3-5 に示しました。興味深いことに, 局在化座標系はテンソルネットワークの局

†6 Reprinted with permission from [1]. Copyright 2022 American Chemical Society.
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図 3-4 量子相互情報量の計算結果。左から基準振動座標系, 最適化座標系, 局在化座標系に対

応しています。

図 3-5 局在化座標系のモード数に対するスケーリング

所性をいかせており, 系の大きさが大きくなっても収束に必要な結合次元はおおよ

そ一定であることがわかりました。

3.1.2. グリッドベースのポテンシャル面

本節の内容は主論文[2]に基づいています。節 3.1.1 では, テイラー展開に基づく非

調和振動子系を考えました。ここでは節 1.4.1.2で説明したグリッドベースのポテン

シャル面を用いた非調和振動子系を考えます。多体波動関数を行列積状態で表現す

るとき, 多体演算子は行列積演算子で表現することで統一的な実装で効率よく計算

できることを節 2.9 で見てきました。式 (1.77) に示したテンソル 𝑉𝜎𝑖𝜎𝑗𝜎𝑘
 を行列積
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演算子に変換してみましょう。まず, 完全次元のテンソル 𝑉𝜎1𝜎2⋯𝜎𝑓
 を行列積演算子に

変換することを考えます。グリッド基底を用いたときにポテンシャル演算子は対角

行列となるため, 行列積演算子も対角的な形式で表現できます。

𝑉 𝜎′
1𝜎′

2⋯𝜎′
𝑁𝜎1𝜎2⋯𝜎𝑓

= 𝑉𝜎1𝜎2⋯𝜎𝑓
𝛿𝜎1𝜎′

1
𝛿𝜎2𝜎′

2
⋯𝛿𝜎𝑓𝜎′

𝑓

= 𝑊𝜎1
1𝛽1

𝛿𝜎1𝜎′
1
𝑊𝜎2

𝛽1𝛽2
𝛿𝜎2𝜎′

2
⋯𝑊𝜎𝑓

𝛽𝑓−11𝛿𝜎𝑓𝜎′
𝑓

= 𝛽1

𝜎1

𝛽2

𝜎2

𝛽3

𝜎3

𝛽4

𝜎4 𝜎5

𝑊1 𝑊2 𝑊3 𝑊4 𝑊5

(3.19)

この対角的な行列積演算子をグリッド行列積演算子 (grid-based matrix 

product operator; Grid-MPO) と命名します。そして, グリッド行列積演算子の

期待値は次式で表現されます。

⟨Ψ|𝑉 |Ψ⟩ =

𝛼1

𝜎1
𝛼2

𝜎2
𝛼3

𝜎3
𝛼4

𝜎4 𝜎5

𝛽1 𝛽2 𝛽3 𝛽4

𝛼′
1

𝜎′
1

𝛼′
2

𝜎′
2

𝛼′
3

𝜎′
3

𝛼′
4

𝜎′
4 𝜎′

5

𝐶 𝐶 𝐶 𝐶 𝐶

𝑊1 𝑊2 𝑊3 𝑊4 𝑊5

𝐶∗ 𝐶∗ 𝐶∗ 𝐶∗ 𝐶∗

(3.20)

グリッド行列積演算子は行列積演算子と同じ高々脚を 3 本もつようなテンソルトレ

インで記述できます。したがって, 節 2.7.1 で説明した左端から特異値分解を逐次的

に適用する方法で圧縮しながら構築できます。また, この方法は対角成分のみを圧縮

するため, 演算子のエルミート性を保ちます。

ここで, 分子の多次元曲面がどれほど高効率にテンソルトレインで圧縮できるの

かという興味がわきます。そこで, ホルムアルデヒド分子 H2CO の 6 つの基準振動

モードで張られる 6 次元ポテンシャルを一自由度あたり 𝑑 = 9 個の離散変数基底グ

リッドを用いて, 96 = 53 1441 点からなるポテンシャル面を構築しました。電子状態

計算には BAGEL ソフトウェア[87] で B3LYP 汎関数と def2-SVP 基底関数を用いて行い

ました。得られたポテンシャルエネルギーデータを含む多次元配列に対して, 特異値

分解を適用してテンソルトレイン分解を行い, 再現率 (fidelity)



160  3. 量子多体化学への応用

1 − 𝜀F = 1 − ‖𝑉exact − 𝑉tensor-train‖𝐹
‖𝑉exact‖𝐹

(3.21)

で評価しました。また, 特異値分解の寄与率

𝑟𝑝 =
∑𝑀𝑝

𝑘=1 𝜆2
𝑘

∑𝑘=1 𝜆2
𝑘

(3.22)

を 0.9 から 1.0 まで変化させました。結果を表 3-1 に示します。特異値分解による切

り捨てをしない場合, 最大の結合次元は 93 = 729 となります。一方で, 例えば 99.9%

の再現率を達成するためには, 結合次元は 17 程度で済むことがわかりました。ク

リロフ部分空間法を使う場合, 結合次元 𝑚 の行列積演算子との計算量は 𝒪︀(𝑚3𝑀 +
𝑚2𝑀2) です。グリッドポテンシャルを用いる場合, 𝑀  は 𝑚 と同等のスケールに達

するため, この圧縮が有効であることがわかります。

表 3-1  H2CO 分子の 6 次元ポテンシャル面のテンソルトレイン分解結果。テンソルトレイン

のサイト割り当ては, 調和振動子の振動数の昇順にしています。

行列積演算子の結合次元 寄与率 再現率 𝑊𝜎𝑝
𝛽𝑝−1𝛽𝑝

 の最大大きさ

𝑀1 𝑀2 𝑀3 𝑀4 𝑀5 𝑟𝑝 1 − 𝜀𝐹

1 1 1 1 1 – 74.48090 % 9
2 3 4 3 3 0.9 92.88272 % 108
2 6 9 6 3 0.99 98.97093 % 486
3 10 17 11 5 0.999 99.90942 % 1 683
5 19 36 18 6 0.9999 99.99277 % 6 156
8 52 103 38 8 0.99999 99.99878 % 48 204
9 81 729 81 9 1.0 (Exact) 100.00000 % (96 =)531 441

さて, グリッド行列積演算子が効率よくポテンシャル面を圧縮できることがわ

かったので, 自由度をひろげてみます。これ以上の自由度を扱うには, 𝑛 モード表現

のグリッドポテンシャル式 (1.76) を用いるのが現実的です。しかしながら, 𝑛 モー

ド表現 ( 𝑓
𝑛) 項のグリッド行列積演算子が現れ, これをすべて波動関数に作用させる

のは膨大な時間を要します。ここでは節 2.9.1 で説明した行列積演算子の和を, ふた

たび一つの行列積演算子で表す方法を 𝑛 モード表現のグリッド行列積演算子に適用

する方法を考えます。ここでは, 例として 𝑉𝜎1𝜎3𝜎5
+ 𝑉𝜎2𝜎4𝜎6

 のような異なる自由度に

脚をもつようなグリッド行列積演算子の和を考えます。まず, 𝑉𝜎1𝜎3𝜎5
 と 𝑉𝜎2𝜎4𝜎6

 をそ

れぞれテンソルトレイン分解によりグリッド行列積演算子に変換します。

𝑉𝜎1𝜎3𝜎5
= 𝑊̂𝜎1

1 𝑊̂𝜎3
3 𝑊̂𝜎5

5

𝑉𝜎2𝜎4𝜎6
= 𝑊̂𝜎2

2 𝑊̂𝜎4
4 𝑊̂𝜎6

6

(3.23)



3.1. 原子核波束  161

ここで次のような恒等コアテンソルを定義します。

𝐼𝜎𝑗
𝑗 ≔ 𝐼(𝛽𝑗−1, 𝜎𝑗, 𝛽𝑗) ≔ 𝛿𝛽𝑗−1𝛽𝑗

 (∀𝜎𝑗) (3.24)

すると,

𝑉𝜎1𝜎3𝜎5
= 𝑊̂𝜎1

1 𝐼𝜎2
2 𝑊̂𝜎3

3 𝐼𝜎4
4 𝑊̂𝜎5

5 𝐼𝜎6
6

𝑉𝜎2𝜎4𝜎6
= 𝐼𝜎1

1 𝑊̂𝜎2
2 𝐼𝜎3

3 𝑊̂𝜎4
4 𝐼𝜎5

5 𝑊̂𝜎6
6

(3.25)

のように形式的に書けます。式 (2.136) と同じようにして,

𝑉𝜎1𝜎3𝜎5
+ 𝑉𝜎2𝜎4𝜎6

= [𝑊̂𝜎1
1 𝐼𝜎1

1 ][𝐼𝜎2
2
0

0
𝑊̂𝜎2

2
][𝑊̂𝜎3

3
0

0
𝐼𝜎3
3

][𝐼𝜎4
4
0

0
𝑊̂𝜎4

4
][𝑊̂𝜎5

5
0

0
𝐼𝜎5
5

][ 𝐼𝜎6
6

𝑊̂𝜎6
6

]
(3.26)

となり, 一つのグリッド行列積演算子で表すことができます。ここで, もし左右の共

通コアテンソルが共通していれば, これをQR分解したときに自動的にランクを削ぎ

落とすことができます。ここまでくると一般化も容易で, ( 𝑓
𝑛) 項のグリッド行列積演

算子の和も同じように一つのグリッド行列積演算子で表すことができます。そし

て一つにまとめたグリッド行列積演算子を QR 分解で左右正準系 (式 (2.109)) にし

てから, 2 サイト直交中心の特異値分解による切り捨てを端から掃引する方法 

(式 (2.114)) で圧縮できます。
†7†8

さて, 実践計算としてグリッドポテンシャルを用いる恩恵が大きい系として, 水の

クラスターの振動状態計算を考えます。具体的には, Eigen 陽イオン (Eigen cation) 

H3O+(H2O)3 と呼ばれる系で [88], これは水素結合で連なった水の最小公倍数的な

クラスターとして知られており, 水が水素をリレーするグロッタス機構 (Grotthuss 

mechanism) [89] の中心的な役割を果たしています。
†9

前節で, 局在化座標が非調和ポテンシャルをテンソルネットワークで扱う上では

重要であることがわかったので, 今回も局在化座標を用います。まずグループ分割は

図 3-6 のようにしました。ここで, 中心の酸素原子は系の並進自由度を取り除くた

めに固定しました。この局在化座標のうち, 振動周波数が 500 cm−1 以上の振動モー

†7 実践的には, ( 𝑓
𝑛) を一度にまとめて特異値分解を実行するのは計算量の観点で難しいので, 𝑛 = 3 なら 50 程度のグリッ

ド演算子をまとめて圧縮し, さらに圧縮したグリッド演算子をまとめて圧縮するというように繰り返します。

†8 波動関数のときと異なり, ポテンシャル演算子はノルムが 1 になりません。したがって, 左右正準系を作りノルムを直交
中心にすべておしつけると, 直交中心だけノルムが非常に大きい, あるいは小さいという状況に陥りやすいです。特異値
分解の切り捨てはテンソル全体のノルムに依存しません。したがって, ノルムだけ別のスカラー値として保存しておいて, 
圧縮後にすべてのテンソルに分配するとそのあとの量子多体計算での数値安定性が向上します。

†9 このほかに, Zundel 陽イオン (Zundel cation) H+(H2O)2 と呼ばれるクラスターも知られています。[90]
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ドを対象に量子多体計算を実行し実験の赤外分光スペクトルを再現できるかを検証

します。

図 3-6 Eigen 陽イオンの局在化モードのグループ分割
†10

計算に用いた局在化座標の 18 個の振動モードを表 3-2 に示します。 18次元のポ

テンシャル面を全点でエネルギー計算するのは現実的ではないので, 3モード表現の

グリッドポテンシャルを用います。得られた 3モード表現のグリッドポテンシャルを

これまでに説明してきた方法で一つのグリッド行列積演算子に変換しました。圧縮

後のグリッド行列積演算子の結合次元を 図 3-7 に示します。節 2.7.1 で説明したよ

うに, 局所的な特異値分解の切り捨ての寄与率が 𝑟 のとき, 大域的な 𝑓 サイトの圧縮

率は 𝑟
√𝑓−1

 となることに注意します。また実用的には, (18
3 ) = 816 個のグリッド行列

積演算子を一度にすべて足して圧縮するのは困難なので, 50 個ずつまとめて圧縮し, 

さらに圧縮したグリッド行列積演算子をまとめて圧縮するというように繰り返しま

した。そのため実際の圧縮率は 𝑟
√𝑓−1

 よりも小さくなっているはずです。したがって, 

寄与率 𝑟 は6次元ポテンシャルの例よりも厳しく設定する必要があります。それでも

なお, 結合次元最大 15 の行列積演算子 816 個を足して圧縮したものが結合次元 300 

程度で表現できることがわかります。

†10 Reprinted with permission from [2]. Copyright 2024 American Chemical Society.
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表 3-2 Eigen 陽イオンの局在化振動モード
†11

行列積状態のサ

イト割り当て

振動の分類 変位ベクトル 周波数 

[cm⁻¹]

グリッド点

数 𝑁
1, 4, 16 H2O 変角振動 ∼1620 9, 9, 9

2, 5, 17 H2O 対称伸縮振動 ∼3790 9, 9, 9

3, 6, 18 H2O 非対称伸縮振動 ∼3880 9, 9, 9

7 H3O+ 対称面内変角振動 700 15

8, 9 H3O+ 非対称面外変角振動 ∼920 15, 15

10 H3O+ 対称面外変角振動 1142 9

11, 12 H3O+ 非対称面内変角振動 ∼1610 9, 9

13, 14 H3O+ 非対称面内伸縮振動 ∼2710 9, 9

15 H3O+ 対称面内伸縮振動 2985 9

†11 Reprinted with permission from [2]. Copyright 2024 American Chemical Society.
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図 3-7 Eigen 陽イオンのグリッド行列積演算子の結合次元

さて, こうして得られた行列積演算子を用いて, 赤外吸収スペクトルを式  (1.139) 

によって計算します。そのためには, ポテンシャル面と同様に双極子モーメント曲面 

(dipole moment surface; DMS) を用意する必要があります。電子状態計算をする

とエネルギーと双極子モーメントがどちらも得られるので, 本質的にグリッドポ

テンシャルからグリッド行列積演算子を構築することと, グリッド双極子モーメ

ント曲面からグリッド行列積演算子を構築することは同じです。ただし, 双極子モー

メントは 𝑥, 𝑦, 𝑧 方向の値をもつベクトル量であるため, 三つのグリッド行列

積演算子を用意する必要があります。まず, 振動基底状態の波動関数として, 調和振

動子近似のランク 1 の基底状態波動関数 |𝜓gs⟩ を用意しました。
†12

 次に, 得られた

振動基底状態に双極子演算子を作用させます。作用方法は節 2.12.1 で説明した変分

的に求める方法を用いました。これを 𝑥, 𝑦, 𝑧 の 3 方向に対して行い三つの初期波動

関数 𝜇̂𝑥|𝜓gs⟩, 𝜇̂𝑦|𝜓gs⟩, 𝜇̂𝑧|𝜓gs⟩ とそのノルムを得ました。それぞれの初期波動関数を

節 2.13 で説明した時間依存変分原理に基づいて 500 または 1000 fs 時間発展させ, 

式 (1.134) により 𝑇 = 1000 または 2000 fs までの自己相関関数 𝑎𝑥(𝑡), 𝑎𝑦(𝑡), 𝑎𝑧(𝑡) 
を得ました。窓関数として 𝑔(𝑡) = exp(− 𝑡2

(𝑇
4 )2 ) を用いて逆フーリエ変換し, 周波

数と初期波動関数のノルムの 2 乗の積を取り, 𝑥, 𝑦, 𝑧 方向の赤外吸収スペクトル

†12 密度行列繰り込み群による変分最適化で基底状態を用意するのが理想ですが, この系の 3 モード表現による多次元曲面
の外挿ではポテンシャル面に非物理的な穴があいているようで, うまくいきませんでした。おそらく低周波振動モード
が 𝑛 モード表現では適切に外挿できないのだと思います。こういったポテンシャル面に穴が空いているような場合, 振
動配置間相互作用 (vibrational configurational interaction; VCI) のような静的な固有値計算ではエネルギー準位を予
測するのは困難です。
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強度 𝐼𝑥(𝜔), 𝐼𝑦(𝜔), 𝐼𝑧(𝜔) を得ました。(式 (1.128) 参照) 実験的な赤外吸収スペクトル 

[91,92], および計算によって得られた 𝐼(𝜔) = 𝐼𝑥(𝜔) + 𝐼𝑦(𝜔) + 𝐼𝑧(𝜔) の比較を図 3-8

に示します。ここで, 2600 cm−1 付近のメイン吸収ピーク位置が合うように振動

ゼロ点エネルギーを 𝐸0 = 2.625 eV に換算しました。また, Schröder らによる多層

多配置時間依存ハートリー (ML-MCTDH) の計算結果も比較に示しました。[93]
†13

 

1800 cm−1 付近や 2300 cm−1 付近のピークは, 調和振動子近似では再現できないよ

うなピークで, 中心の H3O+ の局在化振動とその周りのH2O の振動が結合するよう

なピークです。(表 3-2 にもこの周波数に対応するモードはないことからもわかりま

す。) こうした吸収ピークも含め, 計算によって得られた赤外吸収スペクトルは実験

的な赤外吸収スペクトルをよく再現していることがわかります。

図 3-8 Eigen 陽イオンの赤外吸収スペクトル

3.1.3. 機械学習によるポテンシャル面の構築

本節の内容は主論文[3]に基づいています。節 3.1.2 では 𝑛 モード表現のグリッド

ポテンシャルを考えました。𝑛 モード表現により, 節 1.4.1.2 で述べた電子状態計算

†13 ML-MCTDH は階層タッカー形式の波動関数で時間依存変分原理によって時間発展させたものです。ポテンシャル面は
多球面座標 (polyspherical coordinates) で表現した 33 自由度からなり, マルコフ連鎖モンテカルロ法でサンプリング
された構造点を CP 分解形式の積和演算子でフィッティングしています。この量子動力学計算には数週間を要するとコ
メントされていました。一方で MPS+3MR Grid MPO の計算は GPU を用いることで半日程度で計算できます。
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の回数が指数関数的に増える問題が解決されると述べましたが, それでもなお, 例え

ば 18 次元 3 モード表現で 𝑑 = 9 点を一自由度あたりとると, (18
3 ) × 93 = 59 4864 

点もの電子状態計算が必要となります。これは, 電子状態計算の精度を密度汎関数理

論よりも高くしたい場合や自由度を増やしたい場合などにおいて現実的ではありま

せん。また, 𝑛 モード表現では低次元ポテンシャル面の和で高次元のポテンシャル面

を外挿しているため, 非物理的な穴が空きやすく量子多体計算を困難にすることも

多くあります。そこで, ポテンシャル面の予測器 𝑉 (𝒒) を 𝑛 モード表現のグリッド

点よりもずっと少ないデータ点数で機械学習により構築したいという動機が生まれ

ます。

機械学習ポテンシャルというと, どんな系にも適用できる万能分子間ポテンシャ

ル (universal intermolecular potential) が有望ですが, 量子多体計算を実行する上

では節 1.4.1.2 で述べた二つめの問題, すなわちポテンシャル演算子と多体テンソル

ネットワーク型波動関数との積 𝑉 |𝜓⟩ の計算量が指数関数的に増大する問題にも対

処しなければなりません。一般の機械学習ポテンシャルでは, 予測器の内部に全結合

的な構造をもつことが問題となり, 多次元積分 𝑉 |𝜓⟩ の計算量が指数関数的に増大し

ます。例えば, 原子間ポテンシャルでは, 中心原子からみた他の原子の距離 𝑟𝑖𝑗 を入

力特徴量として, 非線形な活性化関数を含むネットワークで予測するため, 出力エネ

ルギーを入力座標 𝒒 で積分しようとした場合, モンテカルロ積分などに頼らざるを

得ません。しかし, 量子多体計算で何度も呼ばれる行列–ベクトル積 𝑉 |𝜓⟩ の度に十

分な精度のモンテカルロ積分を実行するのは非現実的です。

そこで, 量子多体計算で用いるポテンシャル面を機械学習で構築するには, 入力特

徴量として量子多体計算で実行する座標系 𝒒 を直接用いて, 多項式のような CP 分解

形式の積和演算子で回帰したり [38,94–96], 𝑛 モード表現の関数系を使った模型で

回帰する [16] などが提案されています。小規模分子の正確な原子核波束ダイナミク

スを実行するためのポテンシャル関数については, レビュー論文 [97] などが詳しい

です。

さて, 行列積状態で量子多体計算を実行する場合, 最終的にポテンシャル項は行列

積演算子に変換することになります。ですから, 関数系の制約は多項式のような CP

分解形式の積和演算子や 𝑛 モード表現関数などに制限する必要はなく, 行列積演算

子に変換できるポテンシャル関数系ならばなんでもよいです。そうであるならば, は

じめからテンソルトレイン形式で予測器を構築するのが最適でしょう。テンソルト

レイン形式の関数系を使った機械学習模型として, Schwab と Stoudenmire は手書

き数字の分類タスクを高精度に達成する模型を提案しました。[98] また, 節 2.7.3 で

説明した交互最小二乗法や 節 2.7.2 で説明したテンソル交差内挿法, 節 2.7.4 で説
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明したリーマン多様体上の最適化によるテンソルトレインの構築方法を用いること

でも限られたデータ点からテンソルトレイン形式で多次元データを回帰することが

できます。

今回は次式で表現されるような関数を機械学習で構築することを考えます。以

下の関数をニューラルネットワーク行列積演算子 (neural network matrix 

product operator; NN-MPO) と命名します。

𝑉NN-MPO(𝒙) = Φ(𝒒)𝑾

𝒒 = 𝒙𝑃
(3.27)

ここで, 𝑃 ∈ St(𝑓, 𝑛) は座標回転をする行列で, 𝒙 は入力の質量荷重座標で 𝒒 は回転

後の座標で潜在座標 (latent coordinate) と命名します。
†14

 この Φ(𝒒)𝑾  という形

式はカーネル法と同じ形です。ただし, 基底関数 Φ : ℝ𝑓 → ℝ𝑁𝑓
 は以下のように表現

されます。

𝚽𝜌1𝜌2⋯𝜌𝑓
(𝒒) = {𝜙𝜌1

(𝑞1)} ⊗ {𝜙𝜌2
(𝑞2)} ⊗ … ⊗ {𝜙𝜌𝑓

(𝑞𝑓)} (3.28)

ここで一体の基底関数 𝜙𝜌𝑖
: ℝ → ℝ𝑁  は非線形な関数とします。本節では

𝜙𝜌𝑖
(𝑞𝑖) =

{



1 for 𝜌𝑖 = 1

1 − exp(−(𝑞(𝜌𝑖)𝜌𝑖
)

2
) + 1

20(𝑞(𝜌𝑖)𝜌𝑖
)

2
for 2 ≤ 𝜌𝑖 ≤ ⌈𝑁

2 ⌉
𝑞(𝜌𝑖)

𝜌𝑖

1+ exp(−𝑞(𝜌𝑖)
𝜌𝑖 )

for ⌈𝑁
2 ⌉ < 𝜌𝑖 ≤ 𝑁

(3.29)

としました。

図 3-9 基底関数の模式図

また非線形関数の入力変数は平行移動とスケーリング変換を施して

†14 例えば, 𝒙 は基準振動座標などです。本節では座標を行志向で表現するので, 式 (3.1) の 𝑃  を転置したようなものと考
えてよいです。
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𝑞(𝑖)
𝜌𝑖

= 𝑤(𝑖)
𝜌𝑖

(𝑞 − 𝑞(𝑖)
𝜌𝑖

) + 𝑏(𝑖)
𝜌𝑖

(3.30)

とします。ここで 𝑞(𝑖)
𝜌𝑖

 は学習データにある質量荷重座標をランダムに選び, 初期回転 

𝑃  を施し潜在座標に変換したものです。この関数系や座標を選んだ理由は参考文献 

[3] で詳しく説明していますが, 正解があるものではなくポテンシャル面の特性や後

述する万能近似器になりうるかによって良い非線形関数を見つけられるとよいと思

います。

さらに, それぞれの基底関数の重み行列 𝑾 ∈ ℝ𝑁𝑓
 は結合次元 𝑀  のテンソルトレ

イン

𝑾 = 𝑊 𝜌1
1 𝑊 𝜌2

2 ⋯𝑊 𝜌𝑓
𝑓 (3.31)

で表現されます。ここで, 𝑊 𝜌𝑘
𝑘 ∈ ℝ𝑀𝑘−1×𝑁×𝑀𝑘 です。以上が, この模型のすべてで訓

練パラメータは 𝑊 𝜌𝑘
𝑘 , 𝑤(𝑖)

𝜌𝑖
, 𝑏(𝑖)

𝜌𝑖
, 𝑃  です。式 (3.27) をもう少し具体的に書くと

𝑉NN-MPO(𝒙) = 𝑉NN-MPO(𝒒)

= ∑
𝜌1𝜌2⋯𝜌𝑓

𝜙𝜌1
(𝑞1)𝜙𝜌2

(𝑞2)…𝜙𝜌𝑓
(𝑞𝑓)𝑊 𝜌1

1 𝑊 𝜌2
2 ⋯𝑊 𝜌𝑓

𝑓
(3.32)

となります。
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図 3-10 𝑉NN-MPO(𝒙) の模式図 (𝑛 = 𝑓 =
6, 𝑁 = 3, 𝑀 = 2 の場合)

図 3-11 𝑉NN-MPO(𝒒) の図表表現

さて, 機械学習模型を構築する上では以下の二つの問題を念頭におく必要があり

ます。

• 模型が十分な表現力を有しているか
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• 模型が過学習していないか

この模型は入力が一体関数のテンソル積で与えられていますから, 基底関数の数 

𝑁  と結合次元 𝑀  を十分大きくとれば適当な非線形関数のもとでどんな関数でも望

んだ精度で近似できます。(万能近似定理) 過学習を抑えるためには, 結合次元 𝑀  を

制御します。低ランク近似によって 𝑀  を制限すると, 多次元データに含まれる寄与

の大きい本質的な低次元データを抽出するようになるためです [98]。実際, この正則

化がポテンシャル面に対してどの程度働くかについてはこのあと見ていきます。

次に機械学習ポテンシャルのデータ集合と損失関数を定義しましょう。機械学

習ポテンシャルの訓練では, 解析的な力を訓練データに付与することで, 関数系が滑

らかになるような正則化が効き汎化性能を向上させます。また密度汎関数理論の

ような電子状態計算の場合, 自己無撞着法が収束した波動関数に対して, 解析的な力

の計算量は他の構造で追加でエネルギー計算量に比べて小さいです。そこで訓練

データ集合は, 質量荷重座標 𝒙(𝑘) ∈ ℝ1×𝑛 とポテンシャル 𝑉 (𝒙(𝑘)) ∈ ℝ と解析的な力 

𝑭(𝒙(𝑘)) = −𝜕𝑉 (𝒙(𝑘))
𝜕𝒙 ∈ ℝ1×𝑛 の組で

𝒟︀ = {(𝒙(𝑘), 𝑉 (𝑘), 𝑭 (𝑘)) | 𝑘 = 1, 2, …, |𝒟︀|} (3.33)

とします。データの添字 𝑘 は以降省略します。損失関数はエネルギーと力の二乗和誤

差を最小化するように定義します。

ℒ︀ = ℒ︀energy + ℒ︀force

ℒ︀energy = 1
|𝒟︀|

∑
𝒙,𝑉 ∈𝒟︀

1
2
(𝑉NN-MPO(𝒙) − 𝑉 )2

ℒ︀force = 1
|𝒟︀|

∑
𝒙,𝑭∈𝒟︀

1
2

‖ − ∇𝒙𝑉NN-MPO(𝒙) − 𝑭)‖2

= 1
|𝒟︀|

∑
𝒙,𝑭∈𝒟︀

1
2

‖∇𝒒𝑉NN-MPO(𝒒) + 𝑭𝑃‖2

(3.34)

ここで必要に応じて, エネルギーと力の損失の重みを設定してもよいです。

次に訓練方法を説明します。訓練パラメータ 𝑤(𝑖)
𝜌𝑖

, 𝑏(𝑖)
𝜌𝑖

, 𝑃  は自動微分により損失関

数の勾配を計算し, 勾配降下法により更新します。一つの訓練データに対する損失関

数の勾配を手でも導出しておくと,
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𝜕
𝜕𝑤(𝑖)

𝜌𝑖

1
2
(𝑉NN-MPO(𝒙) − 𝑉 )2 = (𝑉NN-MPO(𝒙) − 𝑉 )𝜕𝑉NN-MPO(𝒙)

𝜕𝑤(𝑖)
𝜌𝑖

𝜕𝑉NN-MPO(𝒙)
𝜕𝑤(𝑖)

𝜌𝑖

= ∑
𝜌1⋯𝜌𝑖−1𝜌𝑖+1⋯𝜌𝑓

𝜙𝜌1
(𝑞1)…

𝜕𝜙𝜌𝑖
(𝑞𝑖)

𝜕𝑤(𝑖)
𝜌𝑖

…𝜙𝜌𝑓
(𝑞𝑓)𝑊 𝜌1

1 𝑊 𝜌2
2 ⋯𝑊 𝜌𝑓

𝑓

𝜕𝜙𝜌𝑖
(𝑞𝑖)

𝜕𝑤(𝑖)
𝜌𝑖

= (𝜙(𝑖)
𝜌𝑖

)
′
(𝑞𝑖) × 𝑞𝑖

(3.35)

のように計算できます。ここで (𝜙(𝑖)
𝜌𝑖

)
′
(𝑞𝑖) は 𝜙𝜌𝑖

(𝑞𝑖) の導関数です。𝑏(𝑖)
𝜌𝑖

 や 𝑃𝑖𝑗 に関

する勾配も同様に導出できます。

力の損失関数に関する勾配も考えてみましょう。まずはじめに, 模型の入力に対す

る勾配 (すなわち力の −1 倍) を計算します。

∇𝒒𝑉NN-MPO(𝒒) =

[





𝜕𝑉NN-MPO(𝒒)

𝜕𝑞1
𝜕𝑉NN-MPO(𝒒)

𝜕𝑞2

⋯
𝜕𝑉NN-MPO(𝒒)

𝜕𝑞𝑓 ]







𝜕𝑉NN-MPO(𝒒)
𝜕𝑞𝑖

= ∑
𝜌1𝜌2⋯𝜌𝑓

𝜙𝜌1
(𝑞1)…

𝜕𝜙𝜌𝑖
(𝑞𝑖)

𝜕𝑞𝑖
…𝜙𝜌𝑓

(𝑞𝑓)𝑊 𝜌1
1 𝑊 𝜌2

2 ⋯𝑊 𝜌𝑓
𝑓

𝜕𝜙𝜌𝑖
(𝑞𝑖)

𝜕𝑞𝑖
= (𝜙(𝑖)

𝜌𝑖
)

′
(𝑞𝑖) × 𝑤(𝑖)

𝜌𝑖

(3.36)

となります。よって, 𝑗 ≠ 𝑖 については

𝜕
𝜕𝑤(𝑖)

𝜌𝑖

1
2
(𝜕𝑉 (𝒒)

𝜕𝑞𝑗
+ (𝑭𝑃)𝑗)

2

= (𝜕𝑉 (𝒒)
𝜕𝑞𝑗

+ (𝑭𝑃)𝑗)( 𝜕2𝑉 (𝒒)
𝜕𝑤(𝑖)

𝜌𝑖
𝜕𝑞𝑗

)

𝜕2𝑉 (𝒒)
𝜕𝑤(𝑖)

𝜌𝑖
𝜕𝑞𝑗

= ∑
𝜌1⋯𝜌𝑖−1𝜌𝑖+1⋯𝜌𝑓

𝜙𝜌1
(𝑞1)…

𝜕𝜙𝜌𝑖
(𝑞𝑖)

𝜕𝑤(𝑖)
𝜌𝑖

…
𝜕𝜙𝜌𝑖

(𝑞𝑖)
𝜕𝑞𝑗

…𝜙𝜌𝑓
(𝑞𝑓)𝑊 𝜌1

1 𝑊 𝜌2
2 ⋯𝑊 𝜌𝑓

𝑓

(3.37)

となり, 𝑗 = 𝑖 については
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𝜕
𝜕𝑤(𝑖)

𝜌𝑖

1
2
(𝜕𝑉 (𝒒)

𝜕𝑞𝑖
+ (𝑭𝑃)𝑖)

2

= (𝜕𝑉 (𝒒)
𝜕𝑞𝑖

+ (𝑭𝑃)𝑖)( 𝜕2𝑉 (𝒒)
𝜕𝑤(𝑖)

𝜌𝑖
𝜕𝑞𝑖

)

𝜕2𝑉 (𝒒)
𝜕𝑤(𝑖)

𝜌𝑖
𝜕𝑞𝑖

= ∑
𝜌1⋯𝜌𝑖−1𝜌𝑖+1⋯𝜌𝑓

𝜙𝜌1
(𝑞1)…

𝜕2𝜙𝜌𝑖
(𝑞𝑖)

𝜕𝑤(𝑖)
𝜌𝑖

𝜕𝑞𝑖
…𝜙𝜌𝑓

(𝑞𝑓)𝑊 𝜌1
1 𝑊 𝜌2

2 ⋯𝑊 𝜌𝑓
𝑓

𝜕2𝜙𝜌𝑖
(𝑞𝑖)

𝜕𝑤(𝑖)
𝜌𝑖

𝜕𝑞𝑖
= (𝜙(𝑖)

𝜌𝑖
)

′
(𝑞𝑖) + (𝜙(𝑖)

𝜌𝑖
)

′′
(𝑞𝑖)

2 × 𝑤(𝑖)
𝜌𝑖

× 𝑞𝑖

(3.38)

となります。𝑏(𝑖)
𝜌𝑖

, 𝑃𝑖𝑗 に関する勾配も同様に導出できます。なお, 実用的には手で導出

して実装することなく JAXライブラリの自動微分機能を用いました。また, 座標回転

行列 𝑃  は 𝑃𝑃⊤ = 𝟙 という制約を満たすように最適化します。これは, 勾配降下の度

に QR 分解を行うことでシュティーフェル多様体にレトラクト (retract) することで

実現できます。([37] など参照)

𝑊 𝜌𝑘
𝑘  に関する損失関数の勾配も同様に導出できるはずですが, 節 2.8 で説明して

きたようにテンソルトレインにはゲージ自由度があり同じような勾配降下法で同時

にすべての変数を最適化しようとすると数値的に不安定になりやすいです。
†15

 そこ

で, 今回は節  2.7.3 で説明した交互最小二乗法と同様に直交中心の最適化とテンソ

ルトレインの掃引を組み合わせた方法を用いました。2サイト直交中心の圧縮や掃引

アルゴリズムについては節 2.7.3 や節 2.8.2 などで説明してきたので, ここでは割愛

します。いま, 式 (3.31) が以下のようなゲージで表現されているとします。

𝑾 = 𝐴𝜌1
1 ⋯𝐴𝜌𝑗−1

𝑗−1 𝑊 𝜌𝑗𝜌𝑗+1
𝑗,𝑗+1 𝐵𝜌𝑗+2

𝑗+2 ⋯𝐵𝜌𝑓
𝑓 (3.39)

ここで, 直交中心 𝑊 𝜌𝑗𝜌𝑗+1
𝑗,𝑗+1  のみを最適化パラメータとして選び, 他のパラメータは固

定します。いま

𝜑𝑟𝜌𝑖
(𝑞𝑖) =

{

− 𝜕

𝜕𝑞𝑓
𝜙𝜌𝑖

(𝑞𝑖) for 1 ≤ 𝑟 ≤ 𝑓
𝜙𝜌𝑖

(𝑞𝑖) for 𝑟 = 𝑓 + 1
(3.40)

と な る よ う な 基 底 関 数 を 用 い る と , 一 つ の デ ー タ 点 に 対 す る 損 失 関 数  
1
2(𝑉NN-MPO(𝒙) − 𝑉 )2 + 1

2 ∑𝑓
𝑖=1 (−𝜕𝑉 (𝒒)

𝜕𝑞𝑖
− (𝑭𝑃)𝑖)

2
 は以下のように表せます。

†15 例えば, 𝑦 = 𝑎𝑏𝑥 という模型の場合, 𝑎𝑏 平面の損失地形が谷のような形状になり, 𝑎 = 𝑐𝛼 と 𝑏 = 1
𝛼  で 𝛼 をどんなに極端

な値にしても損失の値が変わらないという病的な状況が発生します。節 2.7.4 で述べたリーマン多様体上の最適化手法
では損失勾配に式 (2.242) で示した射影演算子を作用させて接空間に移して最適化しています。
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1
2

‖






[




 𝜑1𝜌1

𝜑1𝜌2
⋯𝜑1𝜌𝑓

𝜑2𝜌1
𝜑2𝜌2

⋯𝜑2𝜌𝑓

⋮
𝜑𝑓+1𝜌1

𝜑𝑓+1𝜌2
⋯𝜑𝑓+1𝜌𝑓]







𝐴𝜌1
1 ⋯𝐴𝜌𝑗−1

𝑗−1 𝑊 𝜌𝑗𝜌𝑗+1
𝑗,𝑗+1 𝐵𝜌𝑗+2

𝑗+2 ⋯𝐵𝜌𝑓
𝑓 −

[




(𝑭𝑃)1

(𝑭𝑃)2
⋮

(𝑭𝑃)𝑓
𝑉 ]







‖






2

(3.41)

ここで,

𝑥𝑟 = 𝐴𝜌1
1 ⋯𝐴𝜌𝑗−1

𝑗−1 𝐵𝜌𝑗+2
𝑗+2 ⋯𝐵𝜌𝑓

𝑓 𝜑𝑟𝜌1
(𝑞1)…𝜑𝑟𝜌𝑓

(𝑞𝑓)

𝑦𝑟 = {(𝑭𝑃)𝑟 for 1 ≤ 𝑟 ≤ 𝑓
𝑉 for 𝑟 = 𝑓 + 1

(3.42)

を導入すると, 式 (3.41) は以下のように表せます。

∑
𝑓+1

𝑟=1

1
2
(𝑥𝑟𝑊

𝜌𝑗𝜌𝑗+1
𝑗,𝑗+1 − 𝑦𝑟)

2
(3.43)

データ集合の添字 𝑘 ∈ 1, 2, …, |𝒟︀| を復活させると, 損失関数は以下のように表せ

ます。

ℒ︀(𝑊 𝜌𝑗𝜌𝑗+1
𝑗,𝑗+1 ) = ∑

|𝒟︀|

𝑘=1
∑
𝑓+1

𝑟=1

1
|𝒟︀|

1
2
(𝑥(𝑘)

𝑟 𝑊 𝜌𝑗𝜌𝑗+1
𝑗,𝑗+1 − 𝑦(𝑘)

𝑟 )
2

(3.44)

よって, これはデータ点数 |𝒟︀|(𝑓 + 1) , 重み係数の大きさ size(𝑊 𝜌𝑗𝜌𝑗+1
𝑗,𝑗+1 ) = 𝑀𝑗−1 ×

𝑁 × 𝑁 × 𝑀𝑗+1 の最小二乗誤差関数になっています。これは共役勾配法で計算できま

す。あるいは,

𝜕ℒ︀
𝜕𝑊 𝜌𝑗𝜌𝑗+1

𝑗,𝑗+1
= ∑

|𝒟︀|

𝑘=1
∑
𝑓+1

𝑟=1

1
|𝒟︀|

(𝑥(𝑘)
𝑟 𝑊 𝜌𝑗𝜌𝑗+1

𝑗,𝑗+1 − 𝑦(𝑘)
𝑟 )𝑥(𝑘)

𝑟 (3.45)

を用いて確率的勾配降下法で最適化することもできます。
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図 3-12 式 (3.40) に示した力とエネルギーの基底関数(左)と, 式 (3.45) に示した損失勾配の

図表表現(右)

以上を踏まえて, 次のように最適化します。

1. 𝑤(𝑖)
𝜌𝑖

, 𝑏(𝑖)
𝜌𝑖

, 𝑃  に関する損失関数の勾配を計算し, 確率的勾配降下法などで数ステッ

プ最適化する。

2. 𝑊 𝜌𝑗𝜌𝑗+1
𝑗,𝑗+1  に関して, 共役勾配法や確率的勾配降下法などで最適化する。

3. 𝑊 𝜌𝑗𝜌𝑗+1
𝑗,𝑗+1  を特異値分解で圧縮しながら 𝑗 を掃引して 2. に戻る。数掃引したら終了。

4. 1. に戻る。

実際に H2CO の 6 次元ポテンシャル面を構築して予測器の性能を評価します。学習

データの電子状態計算のレベルは節 3.1.2と同じで 625 点用意しました。サンプリン

グは振動スペクトルをよく再現しやすい反転ポテンシャル確率密度関数 (inverted 

potential probability density function) [99]

𝑃(𝑉 ) ∝ max(𝑉max + Δ − 𝑉
𝑉max + Δ

, 0) (3.46)

で 𝑉max = 17 000 cm−1 と Δ = 500 cm−1 としてメトロポリス・ヘイスティングス法

でサンプリングしました。入力の質量荷重座標の次元と, 潜在座標の次元は共に 𝑛 =
𝑓 = 6 としました。また, 初期座標 𝑃  は基準振動座標の回転行列を採用し, 初期結合

次元は 𝑀 = 2 としました。
†16

 最も汎化性能が良かったパラメータの学習の様子を

図 3-13 に示します。掃引最適化は 500 ステップごとに実行しており, はじめは確率

的勾配降下法で最適化し, そのあと, 厳しい収束を課す為に共役勾配法に切り替えて

†16 調和振動子関数は節 2.9.2 の方法で厳密に 𝑀 = 2 のテンソルトレインに変換できます。
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います。直交中心の最適化は事前に決めた結合次元の最大値に達したあとは1サイト

直交中心の最適化に切り替えます。また確率的な勾配降下法では Adam を用いまし

た。[100,101] 最適化の詳細については, 原著論文[3]を参照してください。得られた

模型はテストデータを平均絶対誤差 (mean absolute error; MAE) で 3.03 cm−1 で

再現できることがわかりました。
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図 3-13 𝑁 = 21, 𝑀 = 14 での学習過程のエネルギーに関する根号平均二乗誤差 (root mean 

square error; RMSE) の推移 (左) とテストデータに対する予測結果 (右)。

この模型はハイパーパラメータ 𝑁  と 𝑀  を含みます。また座標回転 𝑃  の有効性

も興味があります。そこで, 𝑀 = 4, 7, 14, 28, 𝑁 = 11, 21, 41 そして 𝑃  の有無を変え

て性能を評価しました。エネルギーの根号平均二乗誤差について汎化性能を表 3-3

に示します。 𝑁  と 𝑀  が大きいほど表現力は向上しますが, 𝑁 = 21, 𝑀 = 14 より

大きくすると 625 点では過学習を引き起こしてしまうことがわかりました。これは 

𝑁𝑀2 < |𝒟︀|(𝑓 + 1) という条件を満たさない場合, 1 サイトの直交中心を最適化した

とき, データ点数よりもパラメータ数が多くなってしまうためだと考えられます。ま

た, 𝑁 = 21, 𝑀 = 14 の模型で最適化したときの座標回転行列 𝑃  を図 3-14 に示し

ます。同じ対称性を有する CH 変角振動が混ざりあうものの, 全体としては基準振動

モードとよく一致した座標系になりました。結合次元が小さいときは, 座標回転 𝑃  

を入れることで性能が向上します。
†17

 もともと𝑃  を導入した動機は模型の予測精度

を向上させるほか, 節 3.1.1で説明したようにポテンシャル面をテンソルトレインで

フィッティングする際に都合の良い座標系が得られば, 後続の行列積状態の計算で

も有利な座標系になっているかもしれないと期待したからです。しかしながら, テン

ソルトレイン自身の表現力が高い場合は座標回転が過学習を引き起こしてしまうこ

†17 結合次元 𝑀  をより小さくして最適化すると二つの𝐶 − 𝐻伸縮振動が局在化する様子も確認できました。
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とがわかりました。したがって, 例えば損失関数にテンソルトレインのエントロピー

を小さくするような項を入れると座標回転の最適化も進むかもしれません。

表 3-3 ハイパーパラメータに対する汎化性能評価。値はエネルギーに関する根号平均二乗誤

差 (root mean square error; RMSE) の値を meV 単位で示しています。

基底の数

結合次元 座標回転 𝑃 𝑁 = 11 𝑁 = 21 𝑁 = 41
有 29.736 31.043 28.207

𝑀 = 4
無 40.319 41.251 39.043

有 7.973 9.003 9.841
𝑀 = 7

無 9.177 9.681 13.667

有 1.426 0.836 1.028
𝑀 = 14

無 1.379 1.082 0.919

有 2.109 3.151 2.213
𝑀 = 28

無 2.911 1.755 1.743

図 3-14 𝑁 = 21, 𝑀 = 14 での座標回転行列 𝑃  

の可視化

図 3-15 原子核波束の基底に対する行列積演

算子への変換

最後に量子多体計算を行います。まず, この予測器を与えられた波動関数の基底につ

いての行列積演算子に変換します。量子多体計算は潜在座標 𝒒 で実行します。式 (3.4) 

で説明したように運動エネルギー演算子は直交直線座標系のままなら特段の配慮は

必要ありません。よって, 𝑛 = 𝑓 のときボルン・オッペンハイマー近似のもとでの原

子核波束のハミルトニアンは次のようになります。

𝐻̂n = −ℎ2

2
d2

d𝒙2 + 𝑉 (𝒙) = −ℎ2

2
d2

d𝒒2 + 𝑉 (𝒒) ≈ −ℎ2

2
d2

d𝒒2 + 𝑉NN-MPO(𝒒) (3.47)

いま, 原子核波束の基底関数が |𝝈⟩ = |𝜎1⟩ ⊗ |𝜎2⟩ ⊗ … ⊗ |𝜎𝑓⟩ で表されるとします。こ

の基底に対する演算子は次のように表されます。
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𝑉 = ∑
𝝈,𝝈′

|𝝈′⟩⟨𝝈′|𝑉NN-MPO|𝝈⟩⟨𝝈| (3.48)

ここで一次元積分テンソル

𝐼𝜌𝑖
𝜎′

𝑖

𝜎𝑖
= ⟨𝜎′

𝑖|𝜙𝜌𝑖
(𝑞𝑖)|𝜎𝑖⟩ (3.49)

を導入し, 式 (3.31) のコアテンソルを次のように変形します。

𝒲︀𝜎𝑖,𝜎′
𝑖

𝑖 = ∑
𝜌𝑖

𝑊 𝜌𝑖
𝑖 𝐼𝜌𝑖

𝜎′
𝑖

𝜎𝑖
(3.50)

すると, 以下のように行列積演算子に変換できます。

⟨𝝈′|𝑉NN-MPO|𝝈⟩ = 𝒲︀𝜎1,𝜎′
1

1 𝒲︀𝜎2,𝜎′
2

2 ⋯𝒲︀𝜎𝑓,𝜎′
𝑓

𝑓 (3.51)

この過程を図表表現で表すと図 3-15 に示したようになります。

最後に, 一自由度あたり 𝑑 = 9 点の離散変数表示基底を用いた振動状態の密度行

列繰り込み群法によって, 振動準位を計算しました。ソフトウェアは ITensors.jl 

[102] を用いました。行列積状態の結合次元は 𝑚 = 100 としました。節 3.1.2 で用意

した 6 次元の 𝑑6 = 53 1441 点の厳密なポテンシャル面と調和振動子近似で得られた

ポテンシャル面と比較します。基底状態と第 20 励起状態までの振動固有エネルギー

を表 3-4 に示します。固有エネルギーの平均絶対誤差は0.325 cm−1 で, わずか 625

点の計算によって分光精度 1 cm−1 以内で再現できることがわかりました。この模型

の実装は https://github.com/KenHino/Pompon で公開しています。

https://github.com/KenHino/Pompon
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表 3-4 基底状態と第 20 励起状態までの振動固有エネルギー

調和振動子のラベル 調和振動子近似

(𝑀 = 2)

NN–MPO

(𝑀 = 16)

厳密ポテンシャル面

(𝑀 = 731)

ゼロ点エネルギー 5822.118 5746.325 5746.782
𝜈1 1193.495 1160.715 1160.463
𝜈2 1264.160 1240.384 1239.938
𝜈3 1529.535 1494.942 1494.869
𝜈4 1863.269 1837.215 1837.465
2𝜈1 2386.990 2194.746 2194.746

𝜈1 + 𝜈2 2457.655 2314.200 2313.906
2𝜈2 2528.320 2402.863 2402.158

𝜈1 + 𝜈3 2723.030 2476.381 2475.534
𝜈2 + 𝜈3 2793.695 2654.433 2654.114

𝜈5 2867.313 2679.051 2679.029
𝜈6 2926.465 2719.202 2719.858

𝜈1 + 𝜈4 3056.764 2789.963 2790.017
2𝜈3 3059.070 2989.648 2989.394

𝜈2 + 𝜈4 3127.429 2991.756 2991.830
𝜈3 + 𝜈4 3392.804 3074.818 3074.684

3𝜈1 3580.485 3326.435 3326.638
2𝜈1 + 𝜈2 3651.150 3355.461 3355.209
𝜈1 + 2𝜈2 3721.815 3435.130 3434.684

2𝜈4 3726.538 3460.998 3460.688
3𝜈2 3792.480 3557.003 3556.236

余談: 対称性の組み込みについて

分子のポテンシャル面は E(3)不変性を有します。すなわち入力する原子核位

置 {𝑹} の平行移動, 回転移動, 鏡像移動に対して出力されるエネルギーは不変

です。これに加えて, 同種原子核を置換しても出力されるエネルギーは不変

です。また, 解離極限では単分子のエネルギーの和になります。機械学習ポテン

シャルもこうした要請を満たすべきです。そうでないと, 対称性という帰納バイ

アスが使えず汎化性能が落ちるだけでなく, 機械学習ポテンシャルを用いて行

う物理シミュレーションが非物理的な振る舞いを示す可能性があります。例え

ば, 分子動力学計算なら分子が永遠に回転し続けたり, 量子力学計算なら縮退す

べき状態が縮退しないなどの非物理的な振る舞いを示します。広く使われてい

るいわゆる Behler–Parrinello 型の分子間ポテンシャルはこうした制約を満た

すように設計されています。[103] しかしながら, 本節で導入した NN-MPOはこ

うした制約を満たしていません。そこで一部の対称性を組み込む方法にも述
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べておきます。ここでは座標回転 𝑃  は無視します。もし入力する座標に対称性

がある場合, 例えば 𝑉 (+𝑞1, +𝑞2) = 𝑉 (−𝑞1, −𝑞2) などが成り立つ場合, 𝑉sym(𝒒) =
1

𝑁sym
∑𝑁sym

𝑛=1 ℛ︀𝑛𝑉 (𝒒) のようにすべての対称操作 ℛ︀𝑛 に対して平均化したような, 

NN-MPO の和の形式で模型を構築すれば, こうした対称性を組み込むことがで

きます。また, 多球面座標を用いる場合 𝜃 や 𝜑 に関する回転対称性は, 対応する

基底関数 𝜙𝜌𝑖
(𝜃) や 𝜙𝜌𝑖

(𝜑) としてフーリエ基底などを用いれば, 回転対称性を組

み込むことができます。最後に, 学習データのエネルギーを事前に単原子エネル

ギーの和でシフトしておき, 𝜙𝜌𝑖
(𝑟) →

𝑟→∞
0 となるような基底関数を用いれば, 解

離極限の物理制約を満たすことができます。

余談: 励起状態の扱いについて

本節では電子基底状態のポテンシャル面に注目しましたが, 節 1.3.4 や節 1.4.2

で説明したような透熱ポテンシャルを NN-MPO で構築すれば励起状態を含む

非断熱原子核波束の計算を行うことができます。𝑛 準位系のとき透熱ポテンシャ

ルの要素 𝑉𝑖𝑗 は 𝑛2 ですが, 対称性から 𝑛(𝑛−1)
2  個の要素を用意すれば十分です。

よって, 𝑛(𝑛−1)
2  個の独立な NN-MPO を用意して透熱化されたデータ集合を学習

してもよいですが, 手書き数字の識別模型 [98] のように, 𝑛(𝑛−1)
2  の次元をもつよ

うな脚を残したテンソルトレインを用意すれば, 一つの模型ですべての透熱ポ

テンシャルの要素を表現できます。なお, 実用的には透熱ポテンシャルの非対角

成分が「十分な」非ゼロの値をもつのはポテンシャル面が交差するような限られ

た領域ですから(図 1-4参照), 非対角成分はカーネルリッジ回帰でフィッティン

グして, 対角成分は NN-MPO でフィッティングするといったようなアプローチ

も考えられます。

3.2. 開放量子系

前節までいかに正確にポテンシャル面を構築して, 分光精度に迫る計算を行うか

という話をしてきましたが, 本節ではポテンシャル面はもっと粗い近似で, 古典力学

では再現できないような量子動力学の本質を追ってみます。

3.2.1. 光捕集複合体の電子励起子移動

テンソルネットワーク手法の最大の強みは, その優れたスケーラビリティにあり

ます。このスケーラビリティを最もよく実証できる系の一つが, 光合成システムにお

ける電子励起子移動の解析, 特に光捕集複合体II (light-harvesting complex 2; LH2) 
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図 3-16 光捕集複合体 II (LH-2)の模型図

図 3-17 光捕集複合体 II (LH-2)の行列積状態への配置図

の動力学です。LH2は, 光合成紫色細菌がもつ周辺アンテナ複合体です。これは, 反応

中心 (reaction centre; RC) を含む LH1-RC コア複合体の周囲に配置され, 太陽光を

高効率に捕集し, 励起エネルギーを LH1 へと伝達する膜たんぱく質複合体として機
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能します。LH2 の基本的な構造は, 膜を貫通するヘリックスをもつ 𝛼𝛽 ヘテロ二量体

サブユニットが環状に繰り返したオリゴマーとして構築されています。例えば, 代表

的な細菌である Rhodoblastus acidophilus の LH2 は, 9 個の 𝛼𝛽 サブユニットから

なる環構造をとることが結晶構造解析により示されています。[104] また, 一部の種

では, 環外側をさらに取り巻く 𝛾 サブユニットをもつ LH2 も確認されています。こ

の複合体の各サブユニットには, バクテリオクロロフィル 𝑎 (BChl 𝑎) とカロテノイド

などの色素が結合しています。これらの色素は, LH2 の主要な吸収帯である B800 (𝛾) 

とB850 (𝛼, 𝛽) を生み出します。特に, 内側のB850環に存在するBChl 𝑎色素間では強

い励起子相互作用が働いています。この強い結合によって, LH2 は広帯域で光を捕集

できるだけでなく, B800からB850へのエネルギー移動, およびB850環内での伝達

をピコ秒スケールという極めて高速かつ高効率に実現しています。ここでは, 𝛼, 𝛽, 𝛾 

からなるサブユニット 9 個からなる環状複合体を考えます。また, 𝛼, 𝛽, 𝛾 がそれぞれ

励起状態か基底状態かの 2 通りを考えるほか, それぞれの分子の振動も明示的に考

慮します。まずハミルトニアンを定義します。

𝐻 = 𝐻sys + 𝐻bath + 𝐻sys-bath (3.52)

ここで, 𝐻sys は 9 個の 𝛼, 𝛽, 𝛾 の励起子に関するハミルトニアンで

𝐻sys = ∑
9

𝑖=1
[(𝐸𝛼𝑐†

𝛼,𝑖𝑐𝛼,𝑖 + 𝐸𝛽𝑐†
𝛽,𝑖𝑐𝛽,𝑖 + 𝐸𝛾𝑐†

𝛾,𝑖𝑐𝛾,𝑖)

+[𝑉 1
𝛼𝛽(𝑐†

𝛼,𝑖𝑐𝛽,𝑖 + 𝑐†
𝛽,𝑖𝑐𝛼,𝑖) + 𝑉 1

𝛽𝛾(𝑐†
𝛽,𝑖𝑐𝛾,𝑖 + 𝑐†

𝛾,𝑖𝑐𝛽,𝑖)

+𝑉 1
𝛾𝛼(𝑐†

𝛾,𝑖𝑐𝛼,𝑖 + 𝑐†
𝛼,𝑖𝑐𝛾,𝑖)]

+[𝑉 1
𝛼𝛼(𝑐†

𝛼,𝑖𝑐𝛼,𝑖+1 + 𝑐†
𝛼,𝑖+1𝑐𝛼,𝑖) + 𝑉 1

𝛽𝛽(𝑐†
𝛽,𝑖𝑐𝛽,𝑖+1 + 𝑐†

𝛽,𝑖+1𝑐𝛽,𝑖)

+𝑉 1
𝛾𝛾(𝑐†

𝛾,𝑖𝑐𝛾,𝑖+1 + 𝑐†
𝛾,𝑖+1𝑐𝛾,𝑖)]

+[𝑉 2
𝛽𝛾(𝑐†

𝛽,𝑖𝑐𝛾,𝑖+1 + 𝑐†
𝛾,𝑖+1𝑐𝛽,𝑖) + 𝑉 2

𝛼𝛽(𝑐†
𝛼,𝑖𝑐𝛽,𝑖+1 + 𝑐†

𝛽,𝑖+1𝑐𝛼,𝑖)]

+[𝑉 3
𝛼𝛽(𝑐†

𝛼,𝑖𝑐𝛽,𝑖−1 + 𝑐†
𝛽,𝑖−1𝑐𝛼,𝑖) + 𝑉 4

𝛼𝛽(𝑐†
𝛼,𝑖−1𝑐𝛽,𝑖+1 + 𝑐†

𝛽,𝑖+1𝑐𝛼,𝑖−1)]

+[𝑉 2
𝛽𝛽(𝑐†

𝛽,𝑖+1𝑐𝛽,𝑖−1 + 𝑐†
𝛽,𝑖−1𝑐𝛽,𝑖+1) + 𝑉 2

𝛾𝛾(𝑐†
𝛾,𝑖−1𝑐𝛾,𝑖+1 + 𝑐†

𝛾,𝑖+1𝑐𝛾,𝑖−1)]]

(3.53)

で与えます。ここで 𝑖 は環状複合体のサブユニットの番号で連続するラベルが隣接す

るサブユニットを指すようにします。また, 𝑖 + 1 と 𝑖 − 1 は 9 で割ったときの余りと

してください。結合定数は文献 [105] にて QM/MM 計算により得られた分子間距離

から見積もった値を採用しました。(図 3-18)
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図  3-18 LH2 の励起子相互作用のヒートマップ可視化。𝛼(1), 𝛽(1), 𝛾(1) をラベル 𝑖 に対

応させると, 𝛼(2), 𝛽(2), 𝛾(2) は 𝑖 + 1 に対応します。また, 𝛼(3), 𝛽(3), 𝛾(3) は 𝑖 − 1 に対応

します。図 3-17 も参照してください。対角成分は 𝐸𝛼 = 13089 cm−1, 𝐸𝛽 = 13051 cm−1, 𝐸𝛾 =
13350 cm−1 です。

𝐻sys-bath + 𝐻bath は線形振電結合模型 (節 1.4.2.1) で記述します。

𝐻sys-bath + 𝐻bath

= ∑
𝑥∈{𝛼,𝛽,𝛾}

∑
9

𝑖=1
∑
26

𝜉=1
(

ℎ𝜔𝜉

2
(𝑃𝜉,𝑖,𝑥)

2
+ (𝑄̂𝜉,𝑖,𝑥 − √2𝑆𝜉𝑐

†
𝑥,𝑖𝑐𝑥,𝑖)

2
)

(3.54)

ここでファン・リース因子 𝑆𝜉 は文献 [106] から採用しました。(表 3-5) また調和振

動子基底の準位は 𝑑𝜉 = 10 までとりました。
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表 3-5 LH2 の振動モードの振動数とファン・リース因子。

𝜔𝜉(cm−1) 𝑆𝜉 分類

23.3 0.017 分子内振動

88.2 0.020 分子内振動

203.3 0.056 分子内振動

361.6 0.044 分子内振動

562.6 0.021 分子内振動

748.2 0.050 分子内振動

915.7 0.051 分子内振動

𝜔𝜉(cm−1) 𝑆𝜉 分類

25 0.106 熱浴フォノン

50 0.081 熱浴フォノン

75 0.065 熱浴フォノン

100 0.050 熱浴フォノン

125 0.037 熱浴フォノン

150 0.028 熱浴フォノン

175 0.021 熱浴フォノン

200 0.016 熱浴フォノン

225 0.013 熱浴フォノン

250 0.010 熱浴フォノン

275 0.008 熱浴フォノン

300 0.007 熱浴フォノン

325 0.006 熱浴フォノン

350 0.005 熱浴フォノン

375 0.004 熱浴フォノン

400 0.004 熱浴フォノン

425 0.003 熱浴フォノン

450 0.003 熱浴フォノン

475 0.003 熱浴フォノン

行列積状態の計算を実行するため, 図 3-17 に示すように, 環状複合体にラベルを

つけて図  3-16 に示すように一次元上に配置します。このとき, それぞれの分子に

結合する振動モード 26 個を間に配置しました。この行列積状態の長さは 27 × (26 +
1) = 729 に達し, ヒルベルト空間の大きさは (2 × 1026)27

 に達するほどの巨大な系

です。初期状態は図 3-16 に示すように, 5 番目のユニットの B800 (𝛾) が励起した状

態としました。振動状態の初期状態はすべての振動モードが基底状態にあるとしま

した。
†18

 結合次元 𝑚 = 30 によるシミュレーションの結果を図 3-19 に示します。

励起子が光捕集複合体を一周するのに 900 fs 程度かかりました。また, 900 fs にお

いては, 励起子の 45% が内側の B850 環に留まっている様子が見られました。

†18 これはゼロ温度に対応しています。有限温度の初期状態を用意するには補助サイトを導入し −𝛽
2  だけ虚時間発展し部

分対角和を取ることで exp(−𝛽𝐻) を求める方法などがあります。[26] 他にも最小エンタングル典型熱状態 (minimally 
entangled typical thermal state; METTS) と呼ばれるサンプリング手法もあります。[107] 密度行列に基づく手法全般
については、節 3.3 で無限温度における熱平衡密度行列を用いる方法を紹介します。
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図 3-19 光捕集複合体 II (LH-2) の電子励起子移動の占有数の時間発展。初期状態は 5-𝛾 が電

子励起した状態としました。
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3.3. 電子スピン緩和

1) Formation (~ps) 2) Spin evolution (~μs) 3) Spin-selective outcomes

hν

S
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HH
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e-

donor acceptor

N

S

本節の内容は参考論文[4]に基づいています。原子核の運動よりエネルギースケー

ルが小さく, 遅い電子スピンの動力学に関する現象を見ていきます。本節のラジカル

対に関する事前知識は節 1.3.5 と節 1.4.3 を参照してください。

3.3.1. ラジカル対問題におけるベンチマーク

二つの電子スピンと, それぞれの電子スピンが局在化した二つの分子に含まれる 

𝑁1, 𝑁2 個の原子核スピンをすべて明示的に記述したシミュレーションもまた量子多

体問題であるため, テンソルネットワークにより効率的に計算できるはずです。しか

しながら, これまで説明してきた化学系とは本質的に異なる二つの難しい点があり

ます。

1. 室温では原子核スピンはランダムに配向しているため, 可能なすべての初期状態

の古典的な統計平均を取る必要があること

2. スピン緩和はナノ秒からマイクロ秒スケールの現象であるため, 一部の緩和は

レッドフィールド理論 [108,109] やハバーコーン模型 [28] などのマルコフ的な

減衰項で近似する必要があること

ラジカル対のハミルトニアン式  (1.122) とスピン選択的な減衰項 (ハバーコーン模

型) 式 (1.123) を用いて, 室温でのラジカル対のスピン緩和を計算します。ハミルト

ニアン 𝐻̂tot と緩和の複素吸収ポテンシャル 𝐻̂K を再掲します。
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𝐻̂tot = 𝐻Z + 𝐻J + 𝐻D + 𝐻A

𝐻Z = −𝑩⊤

(
𝛾e ∑

2

𝑖=1
𝑺𝑖 + ∑

2

𝑖=1
∑
𝑁𝑖

𝑗=1
𝛾𝑖,𝑗

n 𝑰𝑖,𝑗
)


𝐻J = −2𝐽𝑺⊤
1 · 𝑺2

𝐻D = 𝑺⊤
1 · 𝑫 · 𝑺2

𝐻A = ∑
2

𝑖=1
∑
𝑁𝑖

𝑗=1
𝑺𝑖 · 𝑨𝑖,𝑗 · 𝑰𝑖,𝑗

(3.55)

𝐻̂K = −𝑖ℎ
2

(𝑘𝑆𝑃𝑆 − 𝑘𝑇 𝑃𝑇 ) (3.56)

古典的な統計平均を扱うため, 観測量は式  (1.152) に示した密度演算子と期待値演

算子の積の対角和で表現されます。特に電子状態 𝑋 ∈ {𝑆, 𝑇−, 𝑇0, 𝑇+} の密度は, 電子

スピン |𝑋⟩ への射影演算子 𝑃𝑋 を用いて

⟨𝑃𝑋⟩(𝑡) = tr(𝑃𝑋𝜌(𝑡)) (3.57)

で与えられます。ここで初期状態は電子スピンの一重項 |𝑆⟩ とします。原子核

スピンのエネルギースケールは室温 300K に比べて十分小さいため, 熱平衡状態 

exp(−𝛽𝐻̂) ≈ 𝟙̂ であると近似できます。よって初期状態は対角和が1になるように調

整して

𝜌(0) = |𝑆⟩⟨𝑆|⏟
=𝑃̂𝑆

⊗
𝟙̂2𝐼1+1

2𝐼1 + 1
⊗

𝟙̂2𝐼2+1

2𝐼2 + 1
⊗ ⋯ ⊗

𝟙̂2𝐼𝑁+1

2𝐼𝑁 + 1⏟
≕ 1

𝑍 𝟙̂nuc

(3.58)

となります。したがって, 𝑍 = ∏𝑁
𝑖=1(2𝐼𝑖 + 1) 個の純粋状態の和で表現されますから

式 (3.57) はこれらすべての純粋状態の期待値の和でも評価できます。つまり, 時間推

進演算子 𝑈̂(𝑡) と対角和の巡回性を用いて, 式 (3.57) は以下のように書き直せます。

⟨𝑃𝑋⟩(𝑡) = 1
𝑍

tr(𝑃𝑋𝑈̂(𝑡)(|𝑆⟩⟨𝑆| ⊗ 𝟙̂nuc)𝑈̂(𝑡)†)

= 1
𝑍

∑
𝐼1

𝑚𝐼1=−𝐼1

… ∑
𝐼𝑁

𝑚𝐼𝑁
=−𝐼𝑁

⟨𝑆𝑚𝐼1
⋯𝑚𝐼𝑁

|𝑈̂(𝑡)†𝑃𝑋𝑈̂(𝑡)|𝑆𝑚𝐼1
⋯𝑚𝐼𝑁

⟩
(3.59)

しかしながら, 𝑍 の大きさは原子核スピンの数 𝑁 = 𝑁1 + 𝑁2 に対して指数関数的に

増大するため, このすべての軌跡を評価することは現実的ではありません。そこで, 

𝟙̂nuc を別の基底 |𝛀⟩ による恒等演算子の分解
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𝟙̂nuc = ∫ d𝛀𝑝(𝛀)|𝛀⟩⟨𝛀| (3.60)

で置き換えます。すると期待値は

⟨𝑃𝑋⟩(𝑡) = ∫ d𝛀𝑝(𝛀)⟨𝑆𝛀|𝑈̂(𝑡)†𝑃𝑋𝑈̂(𝑡)|𝑆𝛀⟩ (3.61)

となります。この形式にすると, 連続多変数関数のモンテカルロ積分で近似できるよ

うになります。特にテンソルネットワーク状態の場合, ランク 1 の波動関数を初期状

態として取れると都合がよいので, スピンコヒーレント状態基底 [110]

|𝛀⟩ = ⨂
𝑁

𝑗=1
|Ω𝑗⟩

|Ω𝑗⟩ = |𝜃𝑗, 𝜑𝑗⟩ = (1 + |𝜁|2)−𝐼𝑗𝑒𝜁𝐼−|𝐼𝑗, 𝑚𝐼 = +𝐼𝑗⟩

𝜁 = 𝑒𝑖𝜑𝑗 tan(
𝜃𝑗

2
)

(3.62)

を用いて
†19

𝟙̂nuc = ⨂
𝑁

𝑗=1

2𝐼𝑗 + 1
4𝜋

∫
2𝜋

0
d𝜑𝑗 ∫

𝜋

0
d𝜃𝑗 sin 𝜃𝑗|Ω𝑗⟩⟨Ω𝑗| (3.63)

とします。ランク 1 の初期状態

|Ψ(0)⟩ = |𝑆⟩ ⊗ |Ω1⟩ ⊗ ⋯ ⊗ |Ω𝑁⟩ (3.64)

を用意したらヒルベルト空間の動力学はこれまで説明してきた方法 (節  2.13 参照) 

で計算できます。
†20

 特にこのような行列積状態の軌跡をモンテカルロ積分で評価し

たものを確率的行列積状態 (stochastic matrix product state; SMPS) と呼ぶ

ことにします。
†21

 行列積演算子のサイトの配置は電子スピンサイトがそれぞれの分

子の原子核スピンのサイトに挟まれるような位置にならべます。(図 3-21 参照) ま

た, 電子スピンとの超微細結合が強い原子核スピンほど, 電子スピンのサイトの近く

に配置します。

†19 𝑅(𝜃𝑗, 𝜑𝑗)|𝐼, 𝐼⟩ = 𝑒𝑖𝜑𝑗𝐼𝑧𝑒𝜃𝑗𝐼𝑦 |𝐼, 𝐼⟩ になっていることを Wei-Norman 公式を用いて確認できます。また, 半径 √2𝐼𝑗 + 1 の
ブロッホ球面からのサンプリングに対応します。

†20 |Ω𝑗⟩ は |𝑚𝐼⟩ の線形結合で表現できます。

†21 波動関数をサンプリングすることで統計平均をとる手法はモンテカルロ波動関数法と呼ばれることもあります。また, 
分子動力学計算と組み合わせてハミルトニアンも確率的に時間発展する場合は確率的シュレディンガー方程式と呼ば
れることもあります。[111]
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|𝜎𝑘⟩ =

{


|𝜎(1,𝑘)

nuc ⟩ for 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑁1
|𝜎ele⟩ for 𝑘 = 𝑁1 + 1
|𝜎(2,𝑘−𝑁1)

nuc ⟩ for 𝑁1 + 1 < 𝑘 ≤ 𝑁1 + 𝑁2 + 1
(3.65)

こ こ で , |𝜎ele⟩ ∈ {|𝑆⟩, |𝑇−⟩, |𝑇0⟩, |𝑇+⟩} は 電 子 ス ピ ン の 自 由 度 で , |𝜎(𝑖,𝑗)
nuc ⟩ ∈

{|𝑚𝐼⟩ | 𝑚𝐼 = −𝐼𝑗, …, 𝐼𝑗} は分子 𝑖 の 𝑗 番目の原子核スピン 𝐼𝑗 の自由度です。本節で

は確率的行列積状態の結合次元を 𝑚, モンテカルロサンプル数を 𝐾 とします。

また, 波動関数の軌跡のモンテカルロ積分による評価を行う場合にもサンプル数 

𝐾 に対する不確定性があり, 実用的な実行時間を考えればできれば密度行列形式で

決定論的に評価したいところです。例えば式 (3.55) にスピン選択的な緩和項 𝐻̂K を

加えた場合

̂̂ℒ︀ = 1
𝑖ℎ

(𝟙 ⊗ 𝐻̂tot − 𝐻̂⊤
tot ⊗ 𝟙) − 1

2
∑

𝑋∈{𝑆,𝑇}
(𝑃𝑋 ⊗ 𝟙̂ + 𝟙̂ ⊗ 𝑃𝑋) (3.66)

とすることで節 2.10.1 で説明したベクトル化行列積密度演算子で計算できます。こ

のとき線形作用素となったリウヴィリアン ̂̂ℒ︀ も積の和の構造 (CP 分解形式) に

なるので, 節 2.9.2 で説明した方法によって行列積演算子に変換できます。初期状態

は式 (3.58) で与えられた状態を結合次元 𝜒 = 1 のテンソルトレインとして表現でき

ます。

密度行列のエルミート性を保証する方法として節  2.10.2 で説明した局所浄化行

列積状態を用いることもできます。問題はどのようにして式 (3.58) の密度演算子を

構成する初期状態 |Ψ(0)⟩ を構成するかです。初期状態は

𝜌(0) = |𝑆⟩⟨𝑆| ⊗ ⨂
2

𝑖=1
⨂
𝑁𝑖

𝑗=1{

 1

2𝐼𝑖,𝑗 + 1
∑
𝐼𝑖,𝑗

𝑚=−𝐼𝑖,𝑗

|𝐼𝑖,𝑗,𝑚⟩⟨𝐼𝑖,𝑗,𝑚|
}



(3.67)

と書けるので

|Ψ(0)⟩ = |𝑆⟩ ⊗ ⨂
2

𝑖=1
⨂
𝑁𝑖

𝑗=1{

 1

√2𝐼𝑖,𝑗 + 1
∑
𝐼𝑖,𝑗

𝑚=−𝐼𝑖,𝑗

|𝐼𝑖,𝑗,𝑚⟩
physical

⊗ |𝐼𝑖,𝑗,𝑚⟩
ancilla

}



(3.68)

と定義すれば, 密度行列の |𝐼𝑖,𝑗,𝑚⟩
ancilla

 に関する部分対角和をとったときに 𝜌(0) に
一致します。ここで, 電子スピンだけの密度行列 |𝑆⟩⟨𝑆| は純粋状態の密度行列です

から補助サイトは不要です。したがって総サイト数は 2𝑁1 + 2𝑁2 + 1 です。式 (3.68) 

を行列積状態で表現すると|𝐼𝑖,𝑗,𝑚⟩
physical

 と |𝐼𝑖,𝑗,𝑚⟩
ancilla

 の間は結合次元 2𝐼𝑖,𝑗 + 1 が

必要ですが, それ以外は結合次元 1 となります。
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図 3-21 ラジカル対を記述する三つのテンソルネットワークの図表表現

表 3-6 三つのテンソルネットワーク手法の比較

手法 確率的行列積状態 ベクトル化

行列積密度演算子

局所浄化行列積状態

空間 ヒルベルト空間 リウヴィル空間 ヒルベルト空間 + 

補助サイト

状態 |Ψ⟩
のアンサンブル平均

|𝜌⟩⟩ |Ψpurified⟩

線形作用素 𝐻̂ ̂̂ℒ︀ 𝐻phys ⊗ 𝟙̂anc

結合次元 𝑚 𝜒 𝑟
計算量 𝒪︀(𝐾𝑁𝑚3) 𝒪︀(𝑁𝜒3) 𝒪︀(𝑁𝑟3)

決定論的? No Yes Yes

エルミート性を保

証?

Yes No Yes

以上の確率的行列積状態, ベクトル化行列積密度演算子, 局所浄化行列積状態の三

つの手法のラジカル対模型に対する図表表現を図  3-21 に示します。これらの三

つの手法を用いて, ラジカル対模型のベンチマーク計算を行います。ラジカル対模型

のパラメータは 𝐽 = 0.224 mT, 𝑫 = −0.38 × diag(−2
3 , −2

3 , 4
3) mT, 𝑘𝑆 = 𝑘𝑇 = 1 𝜇s−1 
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表 3-7  ベンチマーク系における 18 個の原子核スピンの等方的超微細結合定数 𝑎𝑖,𝑗 の値

𝑖 𝑗 原子核 2𝐼𝑖,𝑗 + 1 𝑎𝑖,𝑗 / mT
1 1 1H 2 −0.1371

1 2 1H 2 −0.1371

1 3 1H 2 −0.1371

1 4 14N 3 0.1784

1 5 1H 2 0.4233

1 6 1H 2 0.4263

1 7 1H 2 −0.4403

1 8 1H 2 0.4546

1 9 1H 2 0.4546

1 10 1H 2 0.4546

1 11 14N 3 0.5141

𝑖 𝑗 原子核 2𝐼𝑖,𝑗 + 1 𝑎𝑖,𝑗 / mT
2 1 1H 2 1.605

2 2 1H 2 −0.5983

2 3 1H 2 −0.4879

2 4 1H 2 −0.3634

2 5 14N 3 0.3216

2 6 1H 2 −0.278

2 7 14N 3 0.1465

としました。これらのパラメータは参考文献 [112,113] のフラビン–トリプトファン

のラジカル対模型のパラメータに対応しています。電子スピンと 18 個の原子核スピ

ン間の超微細結合テンソル 𝑨𝑖,𝑗 = 𝑎𝑖,𝑗𝟙3 は表 3-7 に示します。この値は RadicalPy

ライブラリ [114] のデータベースから取得した値です。このとき系のヒルベルト空間

の大きさは 500 万に達し, おおよそ現代計算機 1 台で取り扱える限界の大きさです。

外部磁場の大きさは 𝐵𝑧 = 0.05 mT, 0.50 mT, 5.00 mT で実行しました。0.05 mT は

地磁気の大きさに相当します。0.50 mT は電子スピン間の相互作用 𝑪 = 𝑫 − 2𝐽𝟙 の

スケールと競合します。5.00 mT ではゼーマン相互作用が支配的になり, EPR 実験で

感知可能な磁場強度です。

まず, ベンチマーク系における原子核スピンの量子的な振る舞いの重要性を確認

します。比較対象として原子核スピンを静的な古典スピンとして記述した Schulten–

Wolynes (SW) 理論 [115] と, 動的な時間発展する古典スピンとして記述した改良

半古典 (semi-classical; SC) 理論 [112,116,117], テンソルネットワークを用いない

モンテカルロ波動関数法 (full-QM) [111] と結合次元 16 の確率的行列積状態を比較

しました。
†22

 各電子状態の密度変化を図 3-22 に示します。まず原子核スピンの動

力学を考慮しない SW は他の三つの方法に比べて緩和したあとの一重項密度を過

大評価しています。SCはSWに比べると幾分改善しているものの, 原子核スピンを古

典的に扱うと緩和の初期過程の密度の揺れを捉えることができません。MPS はわず

か 𝑚 = 16 の結合次元でも厳密解に近い結果を与えています。次に三つのテンソル

ネットワーク手法の結合次元に対する依存性を調べました。結果を図 3-23 に示し

†22 SW/SC ではサンプル数を 𝐾 = 107, MPS/full QM ではサンプル数を 𝐾 = 4000 として収束を確認しました。
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ます。確率的行列積状態 (MPS) はアンサンブル平均が必要という問題点を抱えます

が, 結合次元の観点からは最も計算量が少ないことがわかります。例えば, 結合次元 

𝑚 = 128 とすれば 200 ns の緩和でも一重項密度を 0.3% 程度の相対誤差で評価でき

ます。この精度に迫るには, ベクトル化行列積密度演算子 (vMPDO) と局所浄化行列

積状態 (LP-MPS) はどちらも 1000 を超える結合次元 𝜒, 𝑟 を必要としますが, 例え

ば GPU が利用できるならば, これを決定論的に 1 本の軌跡で評価できるので最も実

用的かもしれません。ただし, ベクトル化行列積密度演算子は結合次元が不十分であ

ると, 非物理的な密度の振動を示すことがあります。また磁場を強くすると, どの手

法も厳密解に近づきます。これはゼーマン相互作用という一体の演算子が支配的に

なるためだと考えられます。ですから, 一般に地磁気ほどの低磁場環境の計算の方が

EPR 実験の環境よりもエンタングルメントが強く難しいです。
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図 3-22 原子核スピンを古典的に記述した場合 (SC, SW) と量子力学的に記述した場合 

(MPS, full QM) との比較
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図 3-23 三つのテンソルネットワーク手法の結合次元と磁場強度に対する依存性

次に, 原子核スピンの数 𝑁 = 𝑁1 + 𝑁2 に対するスケーリングを見ます。ここでは

系のパラメータを 𝐽 = 2.5 mT, 𝑫 = 𝟎, 𝑘𝑆 = 𝑘𝑇 = 0, 𝑎1,𝑗 = 3.0
𝑁1

 mT, 𝑎2,𝑗 = 9.0
𝑁2

 mT, 

|𝐵| = 5.0 mT としました。このトイモデルではすべての分子 𝑖 に含まれるすべての

原子核スピンは同一であるため, 節 1.3.5.4 の直和分解を用いることで, 厳密解を多

項式時間で評価できます。厳密解および厳密解と 𝑟 = 256 で計算した局所浄化行列積

状態 (LP-MPS) の一重項密度の差を図 3-24に示します。原子核スピンの数が少ない

ときほど, 一重項密度の振動は顕著になりますが, 結合次元 𝑟 = 256 で厳密解に近い

結果を与えています。さらに原子核スピンを 60 個まで増やしても相対誤差 0.8% 程

度で評価できます。実行時間は原子核スピン数に対して線形, 結合次元に対して 3 乗

でスケーリングしていることがわかります。また, GPU を使えば数時間で 200 ns の
緩和を計算できます。
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図 3-24 原子核スピンの数に対するスケーリング

3.3.2. ラジカル対仮説の検証

ここから本題に入ります。前節までに, テンソルネットワーク手法がラジカル対模

型をどの程度まで高精度に記述できるかを確認しました。本節では, 生物が活用する

量子力学的な現象として現在もっとも科学的関心を集めているラジカル対模型の一

つであるフラビン–トリプトファン系を取り上げ, ラジカル対仮説の妥当性を検証し

ます。ラジカル対仮説とは, 渡り鳥の方位感知が眼球内で生じるラジカル対のスピン

化学に由来するという仮説です。[118–120] すなわち, 眼球内の光受容たんぱく質に

おいて光吸収によりラジカル対が生成され, この二つの局在化した電子スピンの量

子状態が地磁気との相互作用によって変化し, その結果としてスピン選択的な生成

物収率が磁場方向に依存することで, 渡り鳥が方角を読み取っていると考えられて

います。より具体的には, クリプトクロム内の flavin adenine dinucleotide (FAD) が

光を吸収すると, 近傍のトリプトファン (Trp) 残基から電子が供与され, FAD–Trp ラ

ジカル対が生成されます。さらに, その周辺には 3 ないし 4 個のトリプトファンが配

列しており, これらの間で段階的な電子移動が起こることで, 最終的には約 10 Å 以

上離れた FAD とトリプトファン(C/D)との間にラジカル対が形成されます。このと

き, 電子スピン間の有効相互作用 𝑪 = 𝑫 − 2𝐽𝟙 のスケールが地磁気のスケールと競

合すること, 十分離れることで電子の再結合までの時間が引き延ばされることで, 外

部磁場の方向に感受性を示すと理解されています。この過程において, 超微細相互作

用テンソル 𝑨 および双極子相互作用テンソル 𝑫 は異方的であり, その異方性が磁
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気コンパスとしての感度を決定づけます。(図 3-25) 実験的な検証をしている参考文

献として [121–123] を挙げておきます。
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Composite radical pair

RP2
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D

Stabilized
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FADH•

Potential signalling state
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∼ 1 ps−1

∼ 0.1 ps−1 kC→D = 15ns−1

kD→C = 13ns−1

kCf = 5.7µs−1 kDf = 10µs−1

kCr = 17µs−1

図 3-25 渡り鳥のクリプトクロム内のラジカル対模型

まず, 本節で計算する模型を定義します。実験的に鳩や鶏などの非渡り鳥

と比較して 4 番目のトリプトファンの有無が磁気感受性に大きく影響を与え

るという結果が報告されています。[122,123] テンソルネットワーク手法の最

大の恩恵は数十の原子核スピンを明示的に扱えることにあるので, TrpC と TrpD の

両方を含んだシミュレーションを考えます。つまり, 一つの電子は FADに, も

う一方の電子は TrpC または TrpD のどちらかに局在化する, という模型を考

えます。このとき, 電子スピンの基底は {|↑↑ 0⟩, |↑↓ 0⟩, |↓↓ 0⟩, |↓↑ 0⟩, |↑ 0 ↑⟩, |↑ 0 ↓⟩, |↓
0 ↓⟩, |↓ 0 ↑⟩} の 8 状態となります。これをこれまでの模型と同じように回転して, 

{|𝑆𝐶⟩, |𝑇 𝐶
+ ⟩, |𝑇 𝐶

0 ⟩, |𝑇 𝐶
− ⟩, |𝑆𝐷⟩, |𝑇 𝐷

+ ⟩, |𝑇 𝐷
0 ⟩, |𝑇 𝐷

− ⟩} の 8 状態とします。TrpC と TrpD

間の電子移動はスピン反転しないという仮定のもとで, 以下のリンドブラッド跳躍

演算子で記述します。

𝐿̂𝐶→𝐷 = √𝑘𝐶→𝐷|𝐷⟩⟨𝐶|

𝐿̂𝐷→𝐶 = √𝑘𝐷→𝐶 |𝐶⟩⟨𝐷|
(3.69)

ここで |𝐶⟩⟨𝐷| ≔ |𝑆𝐶⟩⟨𝑆𝐷| + |𝑇 𝐶
+ ⟩⟨𝑇 𝐷

+ | + |𝑇 𝐶
0 ⟩⟨𝑇 𝐷

0 | + |𝑇 𝐶
− ⟩⟨𝑇 𝐷

− | で, |𝐷⟩⟨𝐶| はその

転置です。この模型では C と D の電子間に透熱結合は存在しないため, |𝜌ele⟩⟩ を考え

る際, 82 = 64 成分のうち, C と D の間のブロック成分は常にゼロですから, ブロッ

ク対角成分 42 + 42 = 32 成分のみを考えればよいです。またスピン選択的な緩和の

速度定数を 𝑘𝑊
𝑆 = 𝑘𝑊

𝑓 + 𝑘𝑊
𝑟 , 𝑘𝑊

𝑇 = 𝑘𝑊
𝑟  𝑊 ∈ {𝐶, 𝐷} とします。ここで 𝑘𝑊

𝑓  は TrpW

の蛍光による減少で, 𝑘𝑊
𝑟  は TrpW の再結合による減少です。これらの速度定数は参

考文献 [122] の補助資料から引用しました。以下に値を示します。
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𝑘𝐶
𝑓 = 5.7 𝜇s−1,

𝑘𝐷
𝑓 = 10 𝜇s−1,

𝑘𝐶
𝑟 = 17 𝜇s−1,

𝑘𝐷
𝑟 = 0 𝜇s−1,

𝑘𝐶→𝐷 = 15 ns−1,

𝑘𝐷→𝐶 = 13 ns−1,

(3.70)

ここで TrpD は十分ラジカル対が離れているため再結合しないとしています。交換相

互作用 𝐽  は実験値から

𝐽𝐶 = 0.011 mT, 𝐽𝐷 = 0.013 mT (3.71)

としました。[123] 双極子テンソル 𝑫 は点電荷近似の式 (1.118) を用います。その

ために, クリプトクロム内の FAD と TrpC/D の相対位置ベクトル 𝒓𝐶 , 𝒓𝐷 を定義しま

す。結晶構造 (PDB: 6PU0) [124] から相対位置ベクトルを芳香環の重心を結ぶベク

トルとして

𝒓𝐶 = [9.480 −13.675 5.388] Å,

𝒓𝐷 = [8.980 −18.684 4.159] Å
(3.72)

としました。この相対位置ベクトルから, 𝑫 を決定し, 最終的な電子スピン間の相互

作用テンソル 𝑪 = 𝑫 − 2𝐽𝟙 は

𝑫𝐶 − 2𝐽𝐶𝟙 =
[

−0.019

−0.441
−0.174

−0.441
−0.311
0.251

−0.174
0.251

−0.226]

 mT,

𝑫𝐷 − 2𝐽𝐷𝟙 =
[

 0.068

0.221
−0.049

0.221
−0.286
0.102

−0.049
0.102
0.152 ]


 mT

(3.73)

としました。微細結合テンソル 𝑨 は結晶構造から抽出した構造を ORCAソフトウェ

ア [125] を用いて, 汎関数 ωB97X-D4, 基底関数 def2-TZVPD とした非制限コーンシャ

ム法で側鎖の二面角が結晶構造に一致するような拘束条件を課して構造最適化した

あと, 基底関数を EPR-III に変えて 𝑨 を計算しました。結果を表 3-8 に示します。

得られた原子核スピンのうち, 𝑨 の絶対固有値の大きい30個の原子核スピンを用い

て, 異方性を計算します。外部磁場は地磁気と同じ |𝐵| = 0.05 mT と EPR 実験で観

測できる |𝐵| = 5.0 mT に設定し, 極角 𝜃 を掃引しました。
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𝑩 = |𝐵| [sin 𝜃, 0, cos 𝜃] (3.74)

初期状態は TrpC に電子が局在化したときの一重項状態として, 観測量として角度 𝜃 
のときの一重項から生成される累積量の比を考えます。

𝑀𝑊 (𝑡, 𝜃) = Φ𝑊(𝑡,𝜃𝑘) − Φ𝑊(𝑡)
ref

Φ𝑊(𝑡)
ref

Φ𝑊(𝑡,𝜃𝑘) = ∫
𝑡

0
d𝜏𝑘𝑊

𝑓 tr[𝑃𝑊
𝑆 𝜌𝑊(𝜏,𝜃)

𝑆 ]

(3.75)

ここで参照とする Φ𝑊(𝑡)
ref  は 𝜃 について平均化した累積量とします。結果を図 3-26

に示します。まず, 地磁気の強度 (0.05 mT) では 𝜃 = 𝜋
2  付近で一重項は減少し, 𝜃 =

0, 𝜋 付近で一重項が増加することがわかります。しかしながらその比の差はわ

ずか0.06% 程度で, 果たして生物が感知できるかは疑問です。一方で, 磁場が強くな

ると異方性の向きも強度も全く異なることがわかります。特に一重項の比の差は 5%

にも達します。ですから EPR 実験のみによるラジカル対仮説の検証は現実を反映し

ない評価をする可能性があり注意が必要です。最後に, TrpD の有無による異方性の

寄与について注目すると, 強度, 角度ともに大きな違いはないように見えます。一方

で, TrpD に電子が局在化することで再結合が阻害されラジカル対が長寿命化する効

果は考えられそうですが, 今回の 150 ns のシミュレーションではその効果は見られ

ませんでした。これはテンソルネットワーク手法の課題の一つで, ベンチマーク計算

でも示したように長時間のシミュレーションを実行するとテンソルトレインの一定

の結合次元の多様体から真の解が離れていくことに起因していると考えられます。

図 3-26 一重項由来の累積量の磁場方向依存性。(左パネル: 0.05 mT), (右パネル: 5.00 mT) で

す。また, それぞれのパネルにおいて, (左列: C と D を両方考慮した模型, 右列: C または D の片

方のみを考慮した模型)で(上行: Cの一重項由来の異方性, 下行: Dの一重項由来の異方性)です。
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表 3-8  フラビン陰イオンとトリプトファン陽イオン (TrpC, TrpD) の密度汎関数理論計算に

よる異方的超微細結合テンソル。フラビンのメチル基の水素原子は十分速く回転して区別がつ

かないとみなして平均化した等法的な値にしました。計算では 𝐽 = 4 と 𝐽 = 2 のスピンとして

直和分解しました。また, たんぱく質中で側鎖と繋がっているはずの水素原子は省略しました。

𝑥, 𝑦, 𝑧 軸は図 3-25 に示したように 𝑧 軸がフラビンの芳香環に対して垂直, 𝑦 軸がフラビンの

芳香環の長軸方向として, 右手系をとりました。

label flavin anion 
𝐴1,𝑗
mT

N1 [
−0.022
−0.002
−0.003

−0.002
−0.019
−0.005

−0.003
−0.005
0.043

]

N2 [
−0.041
0.000

−0.002

0.000
−0.030
−0.000

−0.002
−0.000
−0.066

]

N3 [
−0.153
0.005
0.005

0.005
−0.143
0.033

0.005
0.034
1.927

]

N4 [
−0.002
0.002
0.079

0.002
−0.021
−0.006

0.079
−0.006
0.627

]

H1 [
−0.012
−0.005
−0.001

−0.005
0.044
0.000

−0.001
0.000

−0.052
]

H2 [
−0.199
−0.046
0.003

−0.046
−0.547
−0.003

0.003
−0.003
−0.448

]

H3,4,5 −0.197 × 𝟙3

H6,7,8 0.441 × 𝟙3

H9 [
0.097
0.033

−0.004

0.033
0.227
0.002

−0.004
0.002
0.052

]

H10 [
0.238
0.027

−0.045

0.027
0.133

−0.010

−0.045
−0.010
0.131

]

H11 [
0.195

−0.033
−0.040

−0.033
0.101
0.012

−0.040
0.012
0.086

]

label Trp C 
𝐴2,𝑗
mT Trp D 

𝐴3,𝑗
mT

N1 [
0.237

−0.045
−0.019

−0.045
0.228
0.015

−0.019
0.015
0.199

] [
0.011

−0.006
0.004

−0.006
0.014

−0.006

0.004
−0.006
0.009

]

N2 [
−0.127
−0.090
0.046

−0.090
0.274

−0.262

0.046
−0.262
0.027

] [
−0.151
0.001
0.005

0.001
0.467
0.038

0.005
0.038

−0.131
]

H1 [
−0.096
−0.020
0.016

−0.020
0.004
0.048

0.016
0.047

−0.160
] [

−0.095
−0.080
0.001

−0.080
−0.062
−0.059

0.001
−0.059
−0.107

]

H2 [
0.606

−0.021
−0.084

−0.021
0.562
0.078

−0.084
0.078
0.714

] [
0.062
0.015

−0.082

0.015
0.016

−0.014

−0.082
−0.014
0.267

]

H3 [
0.476

−0.007
−0.102

−0.007
0.218
0.007

−0.102
0.007
0.279

] [
1.386
0.029
0.086

0.029
1.298
0.038

0.086
0.038
1.522

]

H4 [
−0.531
0.263
0.347

0.263
−0.546
0.108

0.347
0.107

−0.622
] [

−0.074
−0.008
−0.100

−0.008
−0.664
0.025

−0.100
0.025

−0.919
]

H5 [
−0.594
−0.104
−0.114

−0.104
−0.338
0.203

−0.114
0.203

−0.091
] [

−0.369
−0.022
0.343

−0.022
−0.452
−0.018

0.343
−0.018
−0.224

]

H6 [
−0.676
−0.138
−0.187

−0.138
−0.525
0.098

−0.187
0.098

−0.348
] [

−0.662
−0.019
0.230

−0.019
−0.550
−0.014

0.230
−0.014
−0.310

]

H7 [
0.084
0.029
0.018

0.029
0.040
0.062

0.018
0.062
0.089

] [
0.153
0.000
0.008

0.000
0.002

−0.005

0.008
−0.005
0.077

]

H8 [
0.306

−0.008
−0.064

−0.008
0.144
0.015

−0.064
0.015
0.177

] [
0.170
0.003

−0.048

0.003
0.137

−0.015

−0.048
−0.015
0.316

]

H9 [
−0.166
0.082
0.028

0.082
−0.580
−0.133

0.028
−0.133
−0.716

] [
−0.486
0.028

−0.321

0.028
−0.499
−0.003

−0.321
−0.003
−0.456

]
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