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　序論　　　本稿の§的は、複素解析曲面の巡回被覆から生ずる孤立特異点に関して、そのス

ムージング符号数と呼ばれるものを調べること、特にその負値性を示すことにある。研究対象が、

このように特殊なものに限定されているばかりか、それを扱う我々の方法自体も本質をつき且つ

精錬されたものであるとは言い難いであろう。とはいえ、これから述べることには、筆者自身は

何か不思議な興奮一もっと隠れたところがあってその一部分だけが少し見えてきたような心の

ざわめき一を感じている面がある。この気持ちを一番お伝えしたく思う。

　まず、一般に（∬P）を2次元孤立超曲面特異点の芽としよう（補注1）。（MP）はC3の原

点で、ある正則関数の零点∫（ぴ狛z）＝0で定義されている。　c＞0を十分小さな実数としD，

をC3の原点中心の半径εの実6次元円板、またδ〉◎を同じく十分小さな実数として

F＝（∫（苫う跳z）＝δ）∩1），

とおく。これがいわゆる（v，P）のミルナーファイバーであっで、　Fは境界∂F＝ぴぴ，y，z）＝

δ）∩55を持つ、実4次元多様体である。よく知られたミルナ～の定理IMilにより、　FはS2の

何個かのブーケ52∨…＞52（μ個）にホモトピー同値であって、このS2の個数μ（ジP）はミ

ルナー数と呼ばれる。

　　　　　　　　　こ（忌驚裟鶯i驚蕊

　　　　　　　　　　　傷　　　　　　゜　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ひ　　　　　　　　　　　卓

このことから足（隅R）は　μ次元であるが、我々の問題にしたいのは、これの交点形式から誘

導される符号数である。正確に述べると玩fschetz双対同型H2（F，　R）竺∬2（F，∂∬，　R）を念頭に

置きつつ、2次形式

H2（呪∂F，R）・H2（F，∂∬，R）上∬2（F，∂F，R）・H2（F，R）二辿蝋呪∂F，R）＝R

の符号数、つまり（正の固有値の個数）一（負の固有値の個数）をスムージング符号数（もしく

はミルナーファイバーの符号数）σ（MP）と定義する。ここに元は第2成分の自然な写像、また

cはカップ積である。これに関して、1978年DurfeelDlは
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　予想　　σ（MP）≦0？

を提出した（補注2）。この予想の根拠は筆者にはわからないが、ごくごく単純に想像すると以

下のようになるであろうか？仮に特異点解消を行ってできる例外集合の交点形式と比較するなら

ば、これは言うまでもなく負定値であるから、もし“スムージング”して正固有値の固有空間に

対応するサイクルがまぎれこんできても、負の固有空間が“強く”てまさか符号数が正になるよ

うなことはない、といったことが“変な”特異点でなければ成立するであろう。

　実際、符号数σ（MP）を特異点解消のデータと比較したくなるのは人情というべきか、　Dur－

fee［D］は、それをHirzebruchの符号不定数（Signa七ur　defect）の概念［Hi2］［Oglを用いて以下の

ように行っている：

　即ち、　一σ（γP）は、F＼∂Fでの接束の自明性から、実3次元多様体∂Fの符号不足数

δ（∂F）に一致するが、∂Fは特異点のリンク乙＝（∫（¢，y，z）＝0）∩S5に同相であるからこれは

δ（C）に等しい。一方、£を境界にもつ自然な実4次元多様体として、特異点解消丁：（γ，ε）一→

（M－P）による全空間γをとると、γは例外曲線εにむかって変形レトラクトであるから、これ

によってδ（乙）がεの情報に帰着される。

　この考察から得られる公式［D，Cor．2．1］とLauferの公式［La］を組み合わせることにより

σ（1ろP）＝一μ（1ろP）十4ρg（1ろP）－61（ε）　　　　　　（1．1）

が得られる。ここに、pg（M・P）：＝dimc（R1τ．0▽）pは幾何種数、また61（ε）ニrankH1（ε）であ

る。従ってσ（MP）を計算するには、この3種の不変量μ（MP），ρg（M、P）及びb1（ε）を“同時

に”計算すれば良いことになる。

　さて冒頭にも述べたように、現段階で我々の方法で扱えるのは、一般のものではなく、巡回

被覆から得られる孤立特異点、つまりその方程式が

∫（エ，y，z）＝♂十9（¢，の

の形をしたもののみである。この特異点は分岐曲線であるg＠，y）＝0の平面曲線としての特異

点と、分岐次数ηのみによって決まるという意味で、一見単純なものに見えよう。とはいえ、決

してトリビアルなものではなく、いや、それどころか古典的なZariskiの仕事［Z，　Chap．VIII］以

来、現在でもトポロジー、代数幾何双方の関心を引きつけている（補注3）。

　ここで扱う符号数に関しても、トポロジーの観点から次のような仕事がある。それは1990年

のD．NewmannとJ．Wahl［NW］によるものであって、彼らの動機は2重点22＋gb，y）の時に知

られていた事実　一スムージング符号数σが分岐曲線g（エ，の＝0の古典リンク（g＝0）∩53

の対称化ザイフェルト形式の符号数（［MuDに一致すること（［ShD　　の一般次数巡回被覆への

拡張を試みたもので、次の帰結を生んだ：

一 63一

2



　定理（Newmann－Wahl）　（MP）を∫＝zn＋g（¢，y）で定義される2次元孤立特異点の芽と

し、そのリンク乙がZ一ホモロジー球面であるとする。この時

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1
　　　　　　　　　　　　　　　・（EP）＝一百oα85・・（£）

である。特にσ（ジP）≦0となる。

　キャッソン不変量0α880η（£）というのは、基本群のSσ（2）既約表現の数を適当な仕方で数

え上げて得られるもので、通常ホモロジー球面でなければ定義は難しい（補注4）。一方、リンク

にホモロジー球面の仮定を設けることは、方程式に対して、“g＠，y）が既約で且つηがg（ω，め

のすべてのブイシューペアと互いに素”という強い条件を課すことになる［NW，Prop．2．1］。と

はいえ、このように符号数とキャッソン不変量のような低次元トポロジー特有の本質的不変量と

を直接結び付ける問題はAtiyahの問題と呼ばれ，最近この方面の関心を呼んでいるようである

（補注5）。

　前置きが長くなってしまったが、本稿の目的は、巡回被覆型特異点に対してトポロジカルな

仮定を設けることなく、代数幾何的な方法で符号数の公式を与え且つ評価を行うことである。

我々の定理の系として、この場合の符号数負値性予想が肯定的に解かれる：

　定理（［As3D　（0，　fb）を孤立平面曲線特異点の芽とし、その重複度をmとする。｛01，…，C．｝

を几での0の局所既約成分の集合とし、｛α、，…，αα｝を｛01，…，0。｝の部分集合であって

以下の条件（＊）をみたすものとする。即ち：

　（＊）　　α、（1≦ゴ≦α）は円oで非特異、且つ、Oi」（1≦」≦α）の几での接線は他の

01，…，0．のどの接線とも相異なる。

非負整数αは、上の条件（＊）を満たす最大値にとっておく。もし、この部分集合｛α、，…，σ、｝

が空ならばα＝0とおく。

　さて（MP）を（0，瑞）で分岐するη重巡回被覆特異点（η≧2）の芽とする。つまりg（⑳，y）

を（0，ひ）の定義方程式とする時，（MP）は∫（¢，y，z）＝♂＋g（¢，y）で定義される特異点とす

る。この時スムージング符号数σ（MP）は次式を満たす：

・（叱P）≦－1（㎡一・m－・巨一1＋㎡＋鴛（姻一竺誓ゴ〈穿〉一・輌∋

ここにgc∂は最大公約数、また記号〈mゴ／η〉は有理数mゴ／nの小数部分（mj／η）一［m元／η］を表

すものとする。

　しかも上の式において等号が成立するのは、（C，a）が性質α＝mを満たすとき、つまり通

常m重点である時に限る。
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　この定理の証明方法を詳細するのが以下の目的であるが，一口で言うと（ジP）の伍rzeもruch－

Jung解消のデータでσ（MP）を与える（1．1）式の三つの不変量を具体的に記述することがその

要点である。

　系（ジP戊を正則関数∫（苫，払z）＝♂÷g（ちのの芽とし、且つ（ジP）は高々孤立特異点と

する。この時

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　σ（MP）≦0

が成り立つ。さらにσ（ジP）＝0となるのは、（酩P）が非特異点の芽である時1こ限る。

証）mult（MP）≦3の時は知られている（［To2］［As2D故、η≧4且つm≧4と仮定してよい。

すると、定理を用いてσ（↓《P）＜0を導くのは容易な計算である。

　LH姪zebruch－3ung解消（補注6）

　（ジ．P）を∫＝プ＋g（¢，ので与えられる孤立特異点とする。よく知られた方法により、∫即

ちgは代数的であると仮定してよい（［MiHBK，　ChapJII］）。考察する分岐曲線の特異点g（¢，y）

をいったんP2内の点鳥で局所的に実現しておき、これの閉包に、鳥を通らない一般超平面

H1，…，疏を加えたP2の被約因子

Bo＝（9（灘，y））十H1十…十1f★

の次数がηの倍数に、つまり馬が晦nOp・（1）（轟∈Z）と線形同値になるようにする。こうす

ると、P2上の直線束Lo＝∂00p・（1）の全空間γ（Lo）内に、　Boで分岐するη重巡回被覆

y（Lo）⊃50工L＞Wb＝P2

が作られる。既こW12一賜…をβ◎の特異点及びこれらに無限に近い特異点でのブロー

アップの繰り返し、ぴをB‘－1の全変換（2＝1，2，・一）とすると、有限回（r回とする）の操作

でB．の被約スキーム8鮮は正規交叉となる。畠＝8i－1×隅一、夙，　Lドでムー1とおく。自然

な写像πがSに一＞i形は、民を分岐曲線とするy（ム）内に作られたη重巡回被覆となってい

る。

　　　　　　　　　γ（L⑪）　　γ（L、）　　　　　レ（L。）

　　　　　　　　　　U　　　　　　　u　　　　　　　　　　　　U

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ノ　　　　ヶ　　　　　クノ　　　　　P　∈　　s◎　←－　　s1　←一　…　←－　　sア　4L　5　≠L　S＊

　　　　　↓　　　↓　　　　　↓　　　　　　　　　↓

　　　　　日）∈　w）　←一一　レ陥　←一一…　←　v万

　　　　　　　　　　∪　　　　　　　∪　　　　　　　　　　　　　∪

　　　　　　　　　．召奪　　←－　　81　　←一　…　　←－　　8r
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ここで注意を要することは、2≦元≦τに対してはぴは一般に非被約因子であるかち、呂は一

般に非正規曲面となっていることである。しかし5，に対しては、B㌧の正規交叉性から、その

正規化〆：S－→5．をとれば5には高々孤立巡回商特異点しか現れず、この特異点は負型連分

数展開によって長さの決まる有理曲線のツリー（いわゆるHirzebruch－Jm菖の紐）を用いて解

消できる。それをρ”：S本一→5と書く。以上のような一連の操作を、最初に与えられた特異点

．P∈ふについてのみ実行して得られる解消過程をPのHlロeぴuch－JuΩg解消と呼ぶ。

　さて、我々が最初に目標とすることは、（1，1）で述べた3つの不変量μ（P），Pg（P）及び61（ε）

をπ．の分岐曲線B．の情報で書くことである。そのためにB．の既約分解を

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　む　　　　　　デ
　　　　　　　　　　　　　　　　B。＝ΣE汁Σm退
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　止ro　　　　亡1

と書いておこう。ここに8．：＝戎」＿。。瓦の部分が易の云：＝ち。…。ηによる固有変換であ

り、また、鳳はηの例外曲線のη＋1。…。τ．による固有変換とする。従って、E．：＝Σ⊃二1昆

が琴の例外曲線（の被約スキーム）であり、またmiは鴛のブローアップの中心君＿1での

玖＿1の重複度に一致している。

補題1
的（P）一一1§妄［禁］｛輌＋2＋E～＋書［雫］鋼｝・

ここにぶはガウス記号を示す。この補題の証明はまずρg（P）二x〈05）－x（03）であるのは当然

だが、X（03）＝X（05．）及びX（0§）＝X（05りはすぐわかるのでこれはX（Os．）－X（Og）に等し

い。X（05．）は直線束L。の言葉で書ける。またX（Og）の方も、（π。〆）．0ぎがEs豆a趾一Viehweg

の公式［Elより五，を適当にツイストした直線束の直和で書けるので計算可能というわけである

（補注7）。

補題2

61（ε）≡　Σ』｛2－2gc∂（γη《，れ）十Σ＿。。≦ゴ≦司≠《β3鴫≠φ（gc∂佃《，η）

　　　　　－gc∂（mイ，η？」，n））｝＋Σ1≦‘＜」≦，，柘∩E、≠φ（gc∂（π↓わm」，η）－1）・

例外集合εは今の場合（π。〆ρ”）－1（五。）に一致しているが、これのトポロジカルな性質は観察で

きるのでこの補題も示せる。あと一つ残ったミルナー数μ（P）は少し工夫が必要であり次節で行

う。

　2．非孤立特異点のミルナー数

　今、我々は解消途中に現れた非正規曲面5，を見て、もとの孤立特異点Pのミルナー数を推

し測ろうとしている。このような事態に陥った者なら誰でも非正規特異点に対してミルナー数を
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定義したくなるであろう。以下に行うのはまさにその事であるが、ただし我々がこれを実行でき

る理由は、あくまで今扱っている巡回被覆曲面という特殊事情からで、しかもその位相幾何的な

意味も不明である（補注8）。ヒントになるのは、次のS．Tan［Ta｝による簡単な補題である。

　Tanの補題　Bを非特異曲面上の被約曲線とし、その全ミルナー数（即ち各孤立特異点の

ミルナー数の総和）をμ（B）、Bの位相的オイラー数をε（B）とすると

μ（B）＝－2）（（0日）十e（B）

となる。

この補題は、実質的に古、典的なミルナーの公式IM］の直接的な系である。さて：

　定義1　y（L）⊃5一工Wを非特異曲面W上の直線束の全空間γ（L）内に定義された（必

ずしも正規でない）η重巡回被覆で、その分岐曲線をBとする。この時、

μ（5）＝（η一1）｛－2）（（08）十e（8）｝

とおいて、これを5の全ミルナー数と呼ぶ。ここにe（B）はBの（被約モデルの）位相的オイ

ラー数である。

上の定義で注意すべきことはBが非被約曲線ならそのままで（つまり被約モデルをとらずに）構

造層のオイラー・ボアンカレ標数X（OB）を定義に組み込んである点である。もしBが被約つま

りSが正規であれば、μ（5）が通常の意味の全ミルナー数に一致することは、Tanの補題を念

頭においてヤコビアンリングを考えれば明かであろう。

　命題1　上の状況下で次式が成り立つ。

　　　　　　　　　　　　　　・（・・）一吉（ω1＋・（5）＋・（5））

ここにω5はSの双対化層である。

一般の正規ゴーレンスタイン曲面5に対して、ネターの公式の補正項X（05）一吉（瞳＋e（S））が

全ミルナー数の吉に一致するという事が、Lauferの公式［L］の系として導かれることをBren－

ton［B］が示している（補注9）。従って上の命題は、それの“巡回的非正規版”と言えよう。こ

れの証明はX（05），ω』等をLを使って書き表しておいて、Wのネターの公式に帰着させる。

　以上の準備の下に、前小節の状況にもどってμ（P）を計算するには次のようにすればよい。

即ち、一方では命題1を用いてμ（5。）とμ（So）を比較し、他方では定義にもどってこれらを直

接計算する。途中X（OB。）の計算が必要であるが、被約化を既約成分ごとに順次作っていって構

造層のxを各々比較するのは代数幾何の標準的手法である。こうして次の補題が得られる。
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補題3

　　　　　　　　ア
μ（P）一（η一1）｛Σ（m・－1）（m・E～－2）一・＋　　　Σ　　　（2m殉一1）｝．

　　　　　　　‘＝1　　　　　　　　　　　　　　　　－ro≦‘≦r，1≦」≦r，∠＜」，E、∩E3≠φ

以上で得られた補題1，2，3の式を（1，1）に代入する事によりσ（MP）をB．の情報で書き表すと

いう当初の目標は達せられた。しかしながら、そうして得られた式は（各成分の自己交点数をも

こめた）例外集合の双対グラフの複雑さをそのまま背負っており、このままでσ（MP）の評価を

行うことは難しい。この困難さを切り抜けるのが次節の方法である。

　3．改良特異点

　私事になって恐縮だが、泊冒孝氏にDurfee予想の存在を教わってからもう五年が過ぎようと

している。当時、筆者は曲面の大域的問題、特に一般型代数曲面Sのそれに最も興味を抱いてお

りそれは今も変わらないが、ところでSを調べようとする際、その特異モデル3＊が構造の簡単

な3次元多様体Xの中に自然な形でとれることがある。この場合、5の研究はXの中の因子

としての5＊の研究と、5＊の持つ超曲面特異点の研究に帰着される。その際現れる特異点は、

非正規なものや孤立的であっても幾何種数の高いものまで多種のものになりうる（補注10）。孤

立的な場合は、まずPgとκ2（κは特異点の標準サイクル）を計算せねばならない。なぜなら

ば、それが一般型曲面の基本不変量X（Os），　clの局所対応物だからである。これらと例外曲線の

位相的性質がわかればLauferの公式［Llよりμがわかるので、（1．1）に代入するだけで符号数

σが計算できてしまうわけである。このようにして、ついでにというか趣味的に（とはもう言え

なくなってきたが）σの計算を続けてみて確信するようになったことは、

　“特異点が悪ければ悪い程、符号数も低く（つまり絶対値の大きな負の値に）なる”

ということである。では、どうやったらこのことが証明できるだろう。それには特異点の“悪さ

” を測る最も簡単な“ものさし”を目安にして、そのものさしで測って“1単位”だけ良くなっ

た特異点ともとの特異点を比べ、もとの方が符号数がより低いことが言えれば帰納的に従うだろ

う。

　さて、今我々の扱っている巡回被覆特異点の時には、このものさしを

“ r＝分岐曲線を正規交叉させるために行ったブローアップの回数”

と考えてみる。ブローアップの回数が多い程特異点が悪いと考えるのはごく自然なはずである。

それでは、最初与えられた分岐曲線g（¢，の＝0に比較し、ブローアップの回数がちょうど一回

だけ少なくて、正規交叉になる新しい分岐曲線をどうやって作ればよいか。それがまさにこれか

ら行おうとする事であって、この着想を得て前節の最後に述べた困難を切り抜ける光が見えてき

た。
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　巡回被覆特異点（ジP）に対するH▲rzebmch－Jung解消において、　r≧2と仮定する。今、

最後から一つ手前の底曲面慨＿1とその上の分岐曲線B。司及びブローアップτ．の中心巳＿1∈

B。－1を考えよう。ア．によって“正規交叉化”が完了することを念頭におくと、次のいずれか一

つが起こる：

A型　石1＝τ1。…oW＿1の例外集合E。司二Σ写弍玖のただ一つの成分瓦、上にみ＿1が

あって、万oの仁1による固有変換B。＿1の君一1における局所成分C1，…，0★はすべて非特異

で瓦、に接せず、且つ各々異なる接線を持つ。

B型　凪づの2つの成分民、，盈、があって君一1＝基、∩夙となり、ぴ一1の君一1での局所

成分01，…，ぴは非特異で現、，瓦、双方に接せず、且つ各々相異なる接線を持つ。

　さて、膳一1上のE。式の適当な近傍上に新しい局所解析的曲線D。司を以下のように定義す

る：

A型の時：瓦、の一般点を横断的に通る陥個の非特異局所曲線0｛，…，ぴをとってきて、これ

を01，…，ぴと取り替える。つまり、

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　た　　　　　と
　　　　　　　　　　　　　　1）。一・＝8。づ一Σα＋Σα

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　仁1　　　　c1
とおく（図2参照）。

B型の時：瓦、及び瓦、の一般点をそれぞれ横断的に通る非特異局所曲線C｛，…，01及び0｛’，…，0ξ

をとってきて

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　を　　　　　え
　　　　　　　　　　　　　刀。一・一丑ぷ一Σα÷Σ（¢耗粉

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　↓＝1　　　　《＝1

とおく（図2参照）。

　こうしておいて外空間である曲面の既存のブローダウンプロセスから誘導される写像でもっ

て落とす。つまり

　　　　　　　　　　　　　　　Z）0＝（ゲ10…Oτ。＿1）＊∫）。司

とおく。ノ）oは既＝P2の点島の近傍で定義された局所被約解析曲線である。これの方程式

をg∨（ちy）＝0とおく。

　定義2　g（¢，の＝0で定義される特異点の芽に対し、上述のg∨（⑳，め＝0で定義される特

異点をその改良特異点という。またゾ＋g（忽，y）＝0で定義された孤立特異点（MP）に対し、

♂十gv（硲，め＝◎で定義された孤立特異点（γv，P＞）を（ジP）の改良特異点と呼ぶ。

　例1　g（¢，の＝苫2＋y5の時、図3のようにしてg∨（¢，y）＝⑦2＋y4となる。

　例2　改良特異点の定義はブローアップの順序に依存しているので、～意的には定まらず、

一般に局所成分の数だけでてくる。例えば2成分の特異点g（エ，め＝（プ十y3）｛（エ÷y）3十y6｝に

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一69一
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　　　　　　↓　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ハ
　　　／　　　　　

　　　　　　　“。、　　　　　　、：、ζ・こ

　　　ブ∵’　　　　プで

　　品ξ　　謝　　’㌣　　”
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　↓

　　　　　　　　　　　　ツ
　　　£・ゴ　　もゴ

国り　　　←　　　ヌは
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ついてはg∨＠，y）＝（¢2十y2）｛（∬十y）3十y6｝またはg∨＠，y）＝（¢2十y3）｛侮十y）3十y3｝となる

（図4参照）。

　さてこのようにすれば、平面曲線特異点g（¢，y）＝0はちょうどr－1回のブローアップでそ

の全変換の被約モデルが刀，－1＋E。－1なる正規交叉曲線になるわけである。それだけでなく、因

子としての例外曲線の重複度を考慮すると、もとの8．との違差は生じない。即ち次の補題が成

り立つが、その証明は泊氏に教えていただいた。

　補題4（M．Tomari）　Boの元による全変換をB，＝B．＋Σ；＝l　m、Ei、　Doの元：1による

全変換を1零＿1＝Z）。＿1十Σ1ゴm；E↓とおく時

m；＝m‘　（1≦‘≦r－1）

となる。

　前小節の結果より（MP）はB，の言葉で、また（γ〉，P＞）はD：－1の言葉で書けるわけで

あるから、上の補題とあわせて差σ（MP）一σ（γ∨，P∨）が具体的に計算できる。そうすると今度

は（γ∨，」DV）から出発してその改良特異点（γ∨V，PV∨）を作り…という風に帰納的にどんどん行

い、最後に一回のブローアップだけで解消過程の終わる特異点（これは重みつき斉次特異点と同

値になる）に帰着され、これは直接計算できる。こうして

σ（MP）＝｛σ（MP）一σ（γV，P∨）｝＋｛σ（γV，P∨）一σ（レ∨〉，PVV）｝＋…

のように書いておいていったん式を作り、さらにその中のある部分をMax－Noetherの公式［1，

Chap．9］を使って少し見やすくする。このようにして次の命題が得られる。

　まず記号を準備しておく。1≦乞≦rに対し、B．の成分で昆を通るものの数をα‘と書

く。またβ↓＝multp、ぴとおく（B‘は、80の固有変換）。ブローアップ㍗がA型の時、つまり

巳一1がEi－1の一つの成分にのる時はそれをEψ、（りとかく。こうして

　　　　　　FA（り　＝　一き（η一元）β日一1＋∂らψ、（り一1＋2Σ葛1（〈雫〉一〈『〉）2

　　　　　　　　　　　－÷Σ實ゴ〈盟〉一⑭

とおく。ただし∂‘＝9C∂（・，m∂，輪（り＝9・∂（η，m・，m。、ω）のように略記している。また、プ

ローアップηがB型の時には君一1＝Eψ1ω∩Eψ、ωのように書き

　　　1『B（の　＝　－ii（η一±）βε1－（β：－1＋1）n一φ＋（1ψ1（り＋（1ψ、ω＋（1らψ、（り＋（む，ψ、（り

　　　　　　　　一∂。、繊、（ザ1＋2Σ㌶1（〈㌣〉一〈竿〉一く『〉）・

　　　　　　　　一等Σ算」ゴ〈皿〉一α泌

とおく。さらに

F（1）一一β；一・β一・）－1＋㎡＋（9 iニー繋」〈雫〉…φ

　　　　　　　　　　　　　　　一71一
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とおく。

命題2

σ（MP）－F（1）＋Σ万（り＋Σ馬（り
　　　　　　　　i≧2，γじ：ノ1　　　　　　　　　‘≧2，ア8：B

み（り，馬（り等が“1単位だけ特異性を改良した寄与”を表しているわけである。

　4．符号数の評価

　定理の右辺はF（1）なのであとは命題2に現れたみ（り，」賄（り等を評価すればよいだけだが、

実はこの計算が最も大変で［A］で最大のページをさくことになった。命題2に現れている小数部

分の記号〈〉の入った数列の和の評価が以外と難しいからである（補注11）。例えばそれを行う

ためのいくつかの補題の中の一つは次のようなものである。

　補題5　ηを3以上の自然数とし、r1、r2をそれぞれηで割れない自然数とする。　こ

の時
　　　　　　　　　　　　　岩（〈三2〉一〈芸〉）・≦ぴ一2£－2）

となる。

こうした補題を積み重ねて次の事が示せる。

補題6

み（り　　≦　　一吉η一3十蓋一き（η一±）（β∠＿2－2）（β‘＿1十2），

聯）≦…・＋字一▲（・一±）（夙．、一・）（β、．、＋・）一（夙．一・）・．

特にβi－1≧2ならみ（りく0、・配B（i）＜0である。

　β仁1＝1の時、つまり分岐曲線の固有変換の特異点はすでになくなっているが、どこかの例

外曲線に接しているために正規交叉性がくずれている場合は、現実にみ（り＞0とか砺（り＞0

になる事がある。この時は他のプロセスで生じた負値性で打ち消すしかなく、枝葉束節とは言え

計算には神経を使う。

　こんな具合にして定理が証明できる。

　補注

　以下は本文中の該当番号の補注ですが，その時筆者自身の感じた疑問点も多く含まれております。お気

付きの点がありましたらどうぞお教え下さい。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　－72一
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（1）本稿で扱う問題は超曲面特異点に限らず、一般にスムージングを持つ特異点ならばいつでも定式化で

きる。ただしJ．Wahl［W］により、埋め込み次元の高い非完全交叉特異点ではスムージング符号数が正にな

る例が知られている。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．

（2）　これは［D，p．96］にある予想で、［D，　p．97］ではこれよりも強い予想”μ≧6ρg？”を提出してい

る。後者の予想から前者のそれが出ることは本文（1．1）から明かである。現在この強い予想の成立が確かめ

られているのは、超曲面特異点であって且以下のいずれかのような特別なもののみである：（a）弱楕円型

［XY1］，（b）重み付き斉次型［XY2］，（c）2重点［To2］および3重点［As2］。　本稿の方法は、泊昌孝氏

［To2］が2重被覆の堀川解消［Ho1｜を用いた事に鑑み、ある意味で堀川解消の一般次数巡回被覆への拡張

を作ろうとしたことがその出発点である。なお本稿で扱っている特異点に対してこの強い予想を解こうと

するならば4節の小数部分記号の入った数列の評価をもっと鋭くする必要がある。

（3）　平面代数曲線の補空間の基本群の研究を動機として、そこで分岐する巡回被覆を考えるのはトポロ

ジーの基本的な道具の一つのようであり（［Lib］…）、また代数幾何の立場から特異代数曲線の大域的問題

に対する応用もある（［Sa］…）。曲線束を持つ一般型代数曲面の安定底変換（stable　reduction）の問題にも

この種の特異点の解析が登場する（［TaD。

（4）キャッソン不変量がフレアーホモロジー［Fl］のオイラー・ボアンカレ標数に一致するという観点に立

てば、ホモロジー球面の仮定をはずして深谷賢治氏［F司により一般化されていると言えよう。

（5）例えばAtiyah［At］参照。なお重み付き斉次特異点に対し、リンクのホモロジー球面性の仮定の下、

同種の結論が福原・松本・坂本［FMS］とNewma皿一Wah1［NW］によって独立に得られている。また特異

点の問題とは独立に、純粋に低次元トポロジーの問題として、符号不足数とキャッソン不変量を直接つな

ぐ研究が森田茂之氏［Molにより最近なされているようである。我々の状況では符号不足数とスムージング

符号数とは本文に述べた関係にあるから、このことは重大である。

（6）　2次元解析空間の特異点解消に際しHirzebruch［Hi2］が用いた方法で、本稿のような巡回被覆に

限らず、一般の分岐被覆曲面の特異点解消に適用できる。Zariski一広中以来、特異点解消に際してはパー

ミッシブル・ブローアップの方法が現代の常識となったが、この方法の源流がむしろ古いようである（例え

ばDpman［Lip］の解説参照）。なお本稿のようなHirzebruch解消によらず、パーミッシブル・ブロー

アップの解消過程に応じて不変量の変化を追う方法もあり（［To1］［As4Dこの方が一般化は容易だが、それ

をDurfeeの問題に適用できるまで精錬することは現在困難iなように見える。

（7）　Esnault－Viehwegの公式の有用性は中山昇氏にお教えいただいた。この公式にたよらず以下のよう

にしてPgを計算することもでき、それが氏の助言以前に筆者の用いていた方法でもある：ミルナー数μ

は本稿のようにして求められるので、Lauferの公式を思うとPgを求めるのは実質的に特異点の標準サイ

クルの自己交点数K2を求めるのと同じであるが、それを次のようにして実行する。分岐曲線の正規交叉

化までの過程は堀川プロセスの類似物を作って双対化層の自己交点数を追うことは難しくない。正規化お

よび孤立巡回商特異点解消に対応する部分は、まず有理型微分形式としての双対化層を具体的に書いてお

き、負型連分数展開から得られる具体的解消写像でもってこの微分形式を引き上げ、非特異モデルの標準

因子に入る各例外曲線のウエイトを確定する。こうするとその自己交点数も計算できる…。ただこうした

方法に多分新しさはなく、本質的にトーリック解消の際の不変量の変化を追う岡睦雄氏の方法［Ok］に含ま

れるであろう。とはいえ、本稿の方法と上述の標準束公式をあわせ、2重被覆の堀川解消は一般次数巡回

被覆に拡張されていると言えると思う。もとにもどってρgのみを求めるのにEsnault－Viehwegの公式の
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簡潔さは傑出している。一般の分岐被覆に対してこれを拡張することは重要な問題であると思う（難波［N，

Chap．3］参照）。則ち：

　　（問）　∫：y－→Wを分岐曲線の被約スキームが正規交叉な曲面の分岐被覆とし、ρ：y→γを

正規化とする。この時ベクトル束ぴ。ρ）．0∂の構造は？

（8）孤立特異点のミルナー数の定義の仕方はおおまかに言って次の三種類が考えられた：

　　（ミルナー式）スムージングしてミルナーファイバーのホモトピ～型を見る。

　　（ヤコビアン式）ヤコビアンリングの次元を見る。

　　（ネター式）正規曲面にコンパクト化してネター公式の補正項を見る。

本稿ではネター式を我々の場合に拡張したわけであるが全ミルナー数のみしか読み取れない点が不満であ

ろう。とは言っても，例えば孤立点の単純な類似で非均等特異な（non－equisingular）点のヤコビアンリン

グを見るだけでは不十分で、非孤立的な場合は特異跡全体の大域的性質（少なくとも法束の性質）が関与

すると想像できる。その傍証として最も単純な法平坦な曲線中心の一回のブローアップによる不変量の変

化を追った経験則（［Toll［As4］）からもそうなっているからである。ともあれ巡回被覆型非正規特異点のよ

うな比較的単純なものについてまず；

　　（問）ミルナー式またはヤコビアン式のミルナー数の定義は？

と問うてみたくなる。またネタ～式立場に立っても一般の分岐被覆を念頭におくならば例えば；

　　澗）非正規ゴーレンスタイン曲面5についてX｛05）一（1／12）（ω』十e（5））の幾何的意味は？

（9）　この論文の存在は古島幹雄氏にお教えいただいた。ちなみに本稿のテーマとは異なるが，氏の最近の

コンパクト化のお仕事にも非正規特異点が重大な役割を演じるのは興味深い。

（10）　このような状況は例えば堀川穎二、今野一宏両氏の多くの仕事の中に日常的に見られる。特に今野

氏の労作［Konlはいかに自然にヲ証規特異点が現れるかを明確にしたという点においても画期的なもので

あろう。ところでここでは特異点の不変量が大域的な曲面の不変量に影響を及ぼす典型的な例として、次

の問題を特筆しておきたい。それは曲線束を持つ一般型曲面についてその退化ファイバーの解析的不変量

をとり出す問題である（恒◎2パH◎3パk㈱］IA§1］例等参照戊。これは例えば種数3の非超楕円束の時に

は、カステルヌーボー直線1問からの‘‘ずれ”を与える曲線束固有の量を確定分類する問題と言い替えられ

るが、この場合に限っても現在に到るまで満足のいく理論が得られていないのは実に残念である。

　ただ退化族固有の理論としては、ごく最近、従来にない全く新しい視点からのアプローチー一松本幸

爽氏（［MMユ…）らによる低次元トポロジーのめざましい成果を用いる方法、尾形庄悦、斎藤政彦両氏の

退化ファイバー自身の符号不足数を取り出す方法［OS］等一一がなされており、上記の問題との接点が期

待される。

（1∋　この点は一見技術的な問題に見えるが、実はそうではなくてこの種の整数論的困難は我々の問題の

中核に横たわっている。なぜなら序論でも述べたように我々の計算は結果的に特異点のリンクの符号不足

数を求めているのに等しいが、これはエータ関数の特殊値を求めているのに等しいからである（【APS］）．も

う一つ別の観点から見て、仮に我々はK◎uchi垣re頑◎IK◎u］の意味で非退化な超曲面特異点を扱っている

としよう。この時はμ，ρgについて見事な公式が知られており（［Ko司〔MTDここでの問題は3次元ユーク

リッド空間内の多面体の（混合）体積と内部格子点数の問題に翻訳できる。しかしながら格子点数を数え

ることは一般に骨の折れる問題である。実際かつてこの方法を試みた人もいたようであるが成功を収めた

わけではなかったらしい。我々の方法ではこの部分の困難を小数部分付き数列の和の評価に押し込めてい

ると見ることもできる。
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　　　　（おわび）この問題は高校生にもわかることなので数学オリンピックに最適と講演中につい口をすべら

せてしまいましたが、これは失言であったと後悔しています。僕自身はこの評価に多くの時間を費やした

ことを告白します。例えば定理の主張にある不等式の途中のΣ仁」ゴ〈mゴ／η〉の部分なども、これ以上僕に

はよう変形しないのでこのまま書いているわけです。本稿を読まれた方でこういう事に強い方がおられた

らどうぞお教え下さい。
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