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Abstract 

Dessin d'enfantsとは，コンパクト Riemann面上の有限グラフであり， Riemann面の構造と
密接な関係があることが知られている．さらに， N本の辺からなる dessind'enfantsはN次対称
群の 2つの元のペアとして扱うことが可能であり，それぞれの同型類の間にある 1対1の対応から
興味深い組み合わせ論的結果が得られる．本論は，このdessind'enfantsの中でも， 2頂点と 3頂点
という条件を持つ dessind'enfantsの同型類の数え上げについて考察した結果得られた公式を報
告するものである．

1 Introduction 

この節では dessind'enfantsの定義や基本的な事項について述べる． Dessind'enfantsについて
成り立ちや細部の証明については例えば [3],[5], [6], [8], [10]などを参照されたい． Dessind'enfants 
の定義をする前に，より理解を深めるために重要な定理を紹介しておく． Xをコンパクト Riema皿
面とする．

Theorem 1 (Belyi, [2, Theorem 1]).以下の 2条件は同値である．

1. Xは百上定義される．

2.射/3:X→Cが多くとも 3点 (0,1, oo)のみで分岐するように定義できる．

この定理の 2つめの条件を満たす射gを Belyifunctionと呼び，この0とXの組 (X,/3)を Belyi
pairと呼ぶことにする．次に定義を述べる dessind'enfantsはBelyifunctionの存在と密接な関係が
あるものである．

Definition 1. (X, D)が dessind'enfants (もしくは単に dessin)であるとは，次の4つの条件を満
たすことをいう：

1. X はコンパクト Riemann面である；

2. D は有限本の辺からなる X上の連結な 2部グラフである；
（ここで言う 2部グラフ(V,E)とは，V（頂点全体の集合）と E（辺全体の集合）のペアからな
り， Vの元は 2種類の共通部分を持たない類に分類され（白点と黒点と呼ぶ），Eの各元はそれ
ぞれ端点として異なる類に属する頂点を 1つずつもつ．）
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Figure 1: dessinの例

3. Dの任意の辺は頂点を除いて交わらない；

4. X¥Dの各連結部分は]I)):={z E (CI lzl < 1}に同相である．

任意の Belyipair (X, (3)に対して， 13-1([O, 1])はdessinであり，特に白点全体は13-1(0),黒点全
体は 13-1(1)とすることができる． Belyiの定理より， dessinが存在するようなコンパクト Riemann
面は必ず0上定義されることがわかる．一般に与えられた dessinから，その dessinがのる Riemann
面の定義方程式を特定することも興味深い問題の一つである ([1],[11], [12]). Belyi関数の具体的計
算方法については文献［7]のAppendixも参照されたい．次に， dessinについて degreeというものを
定義しておく．

Remark 1. Dessinがn本の辺からなるとき，その dessinをn次の dessinという．さらに任意の
dessinについて，面の degreeとは，その面を囲う辺の総数をいう．頂点の degreeとは，その頂点を端
点にもつ辺の総数をいう．

ここで注意しておきたい点は， 2部グラフの性質より， dessinの面の degreeは常に偶数となるこ
とである．

Example 1. Figure 1はRiemann球面C=CU{oo}上の dessinである．この dessinはdegreeが
それぞれ 1,2,3であるような白点を 1つずつ持ち， degreeが2,4であるような黒点を 1つずつを持
つ．また，面は3つあるが，その degreeはそれぞれ2,4,6である．

次に dessinの同型について述べる．

Definition 2. 2つの dessin(X, D)と(X',D')が同型であることを，次で定義する．
Xから X'への Riemann面の同型で，f(D)= D'かつ，各頂点の色（白黒）を変えないものが存在
する．さらに，（X,D)= (X',D')であるとき，］を自己同型と呼び，（X,D)の自己同型全体の集合を
Aut(X,D)と書く．

特にこの dessinの自己同型群について，次のことを注怠しておきたい． DNをNの約数全体の集
合とする．
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Remark 2. N本の辺からなる dessin(X, D)に対して，

IAut(X, D)I E DN 

が成り立つ．

一般の多様体の同型類の数え上げについての研究として [4],[9]などがあげられるが， dessinの同
型類の数え上げも興味深い研究対象である．

2 Dessins with two vertices 

この節で紹介する 2つの主結果は dessinの同型類をいくつかの条件に絞って数え上げた明示公
式についてであり，論文［7]として掲載されたものであるまず2頂点からなる dessinについて考え
る．先に述べた定義などから， 2頂点からなる dessinとは，白点 1つ，黒点 1つから成り，さらに全て
の辺は，この 2頂点を必ず端点に持つものであることを注意しておく．ここで主結果を述べるために，
記号をいくつか導入する． rEDNとする．'.D1(N,L, r)をN本の辺， L個の面， 2個の頂点からなり，
自己同型群の位数が rである dessinの同型類全体の集合と定める．また，'.D2(N,h, r)をN本の辺，
degree 2の面を h個持ち， 2個の頂点からなり，自己同型群の位数が rである dessinの同型類全体
の集合と定める．実際は次の例のようなものを扱っている．

Example 2. Nが奇素数のとき，'.D1(N,1, N)の代表元の全体は次からなる：

(Xt，犀（［0,1])), (1::=:;t::=:;N-2); 

• Xt:x(l-x)t=y凡

• f3t: Xt→C, (x,y)→x; 

• Aut(Xt, /3;1([0, 1])) =〈ぴ〉，び： （x,y)→ (x, e21rFI/Ny). 

ここで，この dessinの頂点は，白点全体の集合を(3;1(0),黒点全体の集合を釘―1(1)により与えら
れる．

先ほど定義した'.D1(N,L,r)と割(N,h,r)の個数を数え上げた明示公式が主結果（以下に示す
Theorem 2とTheorem3)である．

Theorem 2.次の公式が成り立つ：

l'.D1(N, L, r)I＝文星rμ （→）恥，L,n・

ここでμは Mobiusfunctionとする．また，記号％，L,nの定義は次の通りである．まず， Pm:={p E 
Dm I p is a prime}とおき，

VEN, Zi,..., Z,, E DNjn, 

応 (N,L) := {入 =(h,...,lu) l1 2... 2 lV, } (n E DN) 

li +・・・+lッ＝ L 

と定義する．入＝（li,...,l,,)EA(n)とPEPN/nに対し，

io(n,入，p):= #{j E {1,...,v} I gcd(Zj,P) = 1}, 
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i(n,入，p):= #{j E {1,..., v} I plj E DN;n} 

と定める．さらに，

An入p:= (1 -iY(n入p)-io(n入p){ (1ー］）io(n入p)+1- (—;)io(n，入p） +1}, 

" 
ふ＝IIlj, 

J=l 

叫
B入 ＝（fork::;L,vk := #{j E {1,...,v} I lj = k}), 
叫心．．．叩ふ

饂：＝ ｛入＝（Zi,...，伍） EA(n)(N,L)}, 

犀：＝ （1-（ー1)門Sm(l,2,..., n)={：却（1,2,...,n) i~i:: 
（但し，知（も，．．．ふ）はm次基本対称多項式とする．）
r E DN,n E DNjr,に対し，

Nn m1~L) 

恥，L,n:=研＋1（n+1) どf図n-)m+1 ど B入 IIふ，入，p
m=l 入EA認）pEPN/n

と定める．

Theorem 3.次の公式が成り立つ：

応 (N,h, r)I = }vどμ員）YN,h,n・
nED';,,h,N/r 

但し， DN,h,r= {n, E Dr I N/n E D叶とし，記号YN,h,nの定義は以下の通りである．jさ nなる
(j,n)ENxNに対し，

叩＝ （J]＇1)＇［こー 1叫（J＋:]]m-J-m) } +(-1)nー］ （；口］）— 1,
均） ：＝ （n -1)! -1 

と定める．

YN,h,n 

= {mn （ふ）ゃ（N[竺□m-1 げ— 1)m-hn/N (E岱—虐l,)}

＋ （ふ）｛~ ((~ -1) n-hn/N -(-lf-hn/N) + (-l)n-hn/N} 

ここで，ゃは Euler'stotient functionとする．
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N L r |割| N L r |割| N L r |'.D 1 I 
2 1 

゜
2 1 13 7 1 

゜2 2 2 1 2 2 1 7 7 7 1 

1 1 

゜
2 3 1 2 1 378 

1 3 1 2 6 1 2 2 4 
3 3 1 

゜
4 1 5 2 4 1 

3 3 1 4 2 1 2 8 2 

2 1 1 6 4 3 1 4 1 231 

2 2 

゜
4 6 

゜
4 2 

゜2 4 1 6 1 

゜
4 4 

゜4 4 1 

゜
6 2 

゜
4 8 1 

4 2 

゜
6 3 

゜
8 6 1 15 

4 4 1 6 6 1 6 2 1 

1 1 1 1 1 25 6 4 1 

1 5 3 1 7 35 6 8 

゜3 1 3 3 1 67 8 1 

゜5 3 5 

゜
7 3 7 

゜
8 2 

゜5 1 

゜
5 1 10 8 4 

゜5 5 1 5 7 

゜
8 8 1 

Table 1:|1)1(N,L,r)I 

Example 3. Theorem 2とTheorem3について，簡単に計算できる結果を幾つかまとめる．

•閲(N,L,r)I = 0 (L羊N (mod 2)). 

・応(N,N,N)I= 1. 

・応(N,N, r)I = 0 (r =J N). 

• I割 (N,N-1,r)I = I割 (N,N-2,r)l=O.

これらの特殊な場合を除いて Theorem2とTheorem3の公式に実際に値を代入した計算結果を，
Table 1とTable2にまとめておく．

3 Dessin with three vertices 

さらに頂点数を 1つ増やして， 3頂点からなる dessinについても少し考察する．まず同型の定義
より， 3頂点からなる dessinは白点と黒点を入れ替えたものは同型にはならないことに注意しておく
(2).本稿では3つの頂点を白点 1つ，黒点2つと決めておくことにする．今， 2~ Nとして，pは 1
または素数とする．'.D3(N,p)を N本の辺， 3個の頂点（白点 1つ，黒点2つ）からなり，特に 2つある
黒点のうち，低い方の degreeがpであるような dessinの同型類全体の集合と定める．
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N r
一ー
＿3
-1
-2
-4
-ー
＿2
＿4
-1
-5
-1
-5
一ー＿
5
＿1
-2

h
＿゚
＿o
-0
-0
-0
-1
-1
-1
-0
-0
-1
-1
-2
＿2
＿〇
一〇

2
 

〇

-0
-1
-0
-0
-1
-1
-0
-0
-1
-3
-1
-0
-2
-
0
-
5
-1

N r
-3
＿ヽ0
-1
＿2
-3
-6
＿ー
＿2
-3
-6
-1
-2
-3
＿6
＿ー

＿7

h
~
一〇

＿o

-1

-1

-l

-ー

＿2

＿2

-2

-2

-3

-3

百
＿

3

＿o

-0

5
―ー
＿1
-8
＿o
-0
一〇
＿2
＿ー
＿o
-0
-3
-0
-1
＿0
-
3
2
-5

N N 

3
 

7
 4

 

6
 8

 

5
 8

 

6
 

7
 

r
-1
-7
-1
-7
-1
-7
＿ー
＿7
-1
-2
-4
-8
-1
＿2
-
4
-8

h
-l
-1
-2
-2
-3
-3
-4
-4
-0
-0
-0
-0
-1
-
l
i
-1
 

m
-36
-0
-24
-。
-5
一〇
＿5
＿o
-200
-5
-1
-3
-229
一。＿
o
-0

r
_1上
＿

2
-4
-8
-1
-2
-4
-8
-1
二
2
-4
-8
-1
2
2
-
4
-8

h
-2
rム
＿2
-2
-3
-3
＿3
3
-4
-4
-4
-4
百＿
5
＿5
-5

如
＿124
-4
-0
-0
-56

＿o-0
-0
-8
-1
-1
-0
-7
-
0
-
0
-0

Table 2: I割 (N,h,r)I

Proposition 1. 

; {(：□11)(p-l)!(N-p-l)!} (if gcd(N,p) = 1) 

1割 (N,p)I= 

; {(：□11) (p-l)!(N -p-1)! + (p -1)3p⑮-2)} 
(if gcd(N,p) = pヂ 1,Nヂ2p)

~{(：□11) (p-l)!(N -p-1)! -(p -1)2p⑮-2)} 
+~(p -1)2p憎ー2) -~{(p- l)!F+ (p-1)! 

(if gcd(N,p) = pヂ 1,N= 2p) 

4
 
Basic facts 

この節では主結果を導くために用いた重要な事実を紹介する．（詳しくは [5]を参照）． SNをN次
対称群とし， N本の辺からなる dessinDNを次のように SNの2つの元と対応させることにするま
ず， DNの各辺を 1から Nまで番号をつける（番号が被らなければ付け方は自由で良い）．さらに，各
頂点毎にその頂点に属する辺の番号を反時計回りに表記する．この表記をそれぞれ1つの cycleとし
て，全ての白点周りの cycle達を合成したものを 6oとする． 2部グラフの性質上，白点のみに限れば各
cycleが独立しているため，合成してもそれぞれの頂点としての情報は崩れない．このときびOESN 
とみなせる．同様に CY1を黒点についての cycle逹の合成すると，びo,CY1E SNである．ここで得られ
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Figure 2:頂点の色を入れ替えた dessin

たへの 2つの元のペア((J'o,(J'l)をDNのpermutationrepresentation pairと呼ぶことにする．こ
のpermutationrepresentation pairについて次が成り立つ．

Proposition 2.（び，T)(Eふ xふ）をpermutationrepresentation pairとするような N本の辺か
らなる dessinが存在することは，びと T から生成される群〈(J',T〉が SNのtransitivesubgroupで
あることと同値である．

これにより， SNのペアから dessinの存在を確認することができる．さらに，permutationrepre-
sentation pairの同値関係を次で定義する．

Definition 3. 2つのpermutationrepresentation pair（び，T)と((J'',T')が同値であるとは，ある SN
の元pで，（び，7)= (pがp-l'PT'p―1)を満たすものが存在するときを言う．

さらに， P(N)をふxへの元からなるpermutationrepresentation pairの同値類の全体， D(N)
をN本の辺からなる dessinの同型類の全体と定義すれば，次がいえる．

Proposition 3. 
ョl:D(N)→P(N):自然な 1対 1の対応

これにより，permutationrepresentation pairの同型類を数えることにより， dessinの同型類を数
え上げることができるとわかる特に， SNの元として頂点や面の性質がどのように現れるか，注意し
ておきたい点を次にまとめる．

Remark 3. d E D(N)とし，（び，T)E P(N)をi(d)=((J',T)となるようにとると，次が成り立つ．

1. dの degreemである白点の数＝びの m-cycleの数

2. dの degreemである黒点の数＝ Tのm-cycleの数

3. dの degree2mである面の数 T(J'の m-cycleの数

4-Aut(d)'::::'CsN(〈び，T〉） :={p E s N I PT1 = T1 P, VT'E〈(J',T〉}
この後の節で述べる例では，実際に幾つかの dessinを図示するが，その前に多様体を考えるとき
に重要となる種数について，次の注意をまとめておく．
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Remark 4. Riemann-Hurwitzの公式により， dessinの種数gは以下の式を満たすことがわかる．

2-2g＝（頂点の数）ー（辺の数）＋（面の数）

つまり， Rem紅 k3と合わせると，permutationrepresentation pairの情報だけでも種数を直ち
に導くことができるのである．本論で紹介した Theorem2とTheorem3, Proposition 1は，こ
のpermutationrepresentation pairとして dessinを扱い， SNの性質を用いて導いたものである．
(Dessinやpermutationrepresentation pairの詳細については［5]を主結果の証明の詳細について

は［7]を参照）

5 Examples 

Example 4. Theorem 2の問(N,L, r)Iについて N = 4,L = 2とする． rはNの約数なので，
r = 1,2もしくは4である．今， Theorem2の公式を使うと，

l:1)1(4,2,l)I = 1, l:1)1(4,2,2)1 = 0, l:1)1(4,2,4)1 = 1 

である．これらの代表元は Figure3のdessinである．特に， r=lの場合の dessinは上のものである．

Example 5. Theorem 3の応(N,h, r)Iについて N= 5,h = 2とする． rはNの約数なので， 1ま
たは5である．今， Theorem3の公式を使うと，

1割 (5,2,1)1=2,

1割 (5,2,5)1= 0 

である．これらの代表元は Figure4のdessinたちである．

Example 6. Proposition 1の応(N,p)Iについて N= 5,h = 2とする．

1割 (N,p)I= 4 

であるこの 4つの dessinは， Figure5にある通りである．
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(e7,T) = ((12 3 4),(13 4 2)) 

四 ・=(1)(243)

(u,r) = ((12 3 4), (1234)) 

元＝（13)(2 4) 

Figure 3: lil1(5,1,l)Iと|il1(5, 1, 5) I 
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(a, r) = ((1 2 3 4 5), (1 4 3 5 2)) 

元 ＝（1)(25 4)(3) 

（び，T)= ((1 2 3 4 5), (1 4 5 3 2)) 

元＝（1)(2)(35 4) 

Figure 4: 11)2(5, 2, 1)1 
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（び，T)= ((1 2 3 4 5), (1 3)(2 4 5)) 

Tび＝ （142)(35) 

(a,T) = ((12 3 4 5),(12)(3 4 5)) 

勺＝（1)(24 3 5) 

Figure 5:|応 (5,2)1 

（び，T)= ((1234 5), (1 3)(2 5 4)) 

元＝（1532)(4)

： 
(a,T) = ((1234 5), (1 2)(3 5 4)) 

TO"= (1)(2 5)(3)(4) 
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