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0-Introduction

Soient k un corps parfait de caractéristique p > 0 et

W les vecteurs de Witt sur k. On salt, depuis les travaux de
Fontaine, Messing et Kato ({173, [18)) gue la cohomologie "syntom-
igque” est une theorie satisfaisante, dans certains cas, pour les
W-schémas. Le but de cet article est de construire une théorie
des "regulateurs syntomiques" qui unifie, conjecturalement pour

‘instant, un certain nombre de constructions précédentes ([4),-
[51,0222,0241).

Le théoreme principal est le suivant:

Théoreme 0.1. Si X est un W-schéma syntomigue (cf. I.1.), il
existe pour tout i < p (voir cependant I Rem. 2.2) des fleches

fonctorielles

(0.2) ¢y 4 Kj(X) —> g2t

_j 5 - n
i (X, s (i)y) (X_ = X %, 2/p")

n X n

gui, si X est suppose propre et lisse sur W s'insere dans un

diagramme commutatif



(0.3) K. (X) — B2273(x, s_(i),)

(XK = X xWK, K = Frac (W))

(la fleche verticale de droite étant celle constrﬁite par
Fontaine-Messing dans (111]).

L'une des applications les plus immédiates de ce resultat est
d'elucider complétement, 3 la lumiere du travail de Kato((1l81),

la nature de certaines lois de reciprocité (dont celle de Vostokov
pour le symbole "Norme résiduelle de Hilbert" d'une extension
cyclotomigue de Qp) et, bien evidemment, de formuler des
analogues p-adigues de certaines conjectures de Beilinson.

L'article est organisé de la maniere suivante. Au premier
chapitre, on rappelle la définition des faisceaux syntomigues
sn(i)X de Fontaine-Messing([11]) dans la présentation de Kato
([173). Nous indiquons ensuite brievement pourguoi la méthode
standard de construction des classes de Cherxn en cohomologie de
de Rham ou de Hodge est inoperante ici.

Nous employons donc une autre méthode, basée sur l'obtention
de "classes universelles" ; ce gui necessite le calcul de la
cohomologie cristalline de B.GLn/W. C'est l'objet du chapitre
II : la démonstration est due a Deligne et, guoigue &eja ancienne,
semble n'avoir jamais eté publiee (elle differe de celle de [7)
dans son principe).

Ces résul;ats nous permettent, dans le chapitre III, de

definir les classes de Chern universelles en cohomologie



syntomique et par suite, les fldches (0.2). On en deduit les
régulateurs (= caractere de Chern) par la méthode habituelle. A
titre d'exemple, on decrit 11 dans le cas X = Spec(R), R une

W-algebre locale, ce qui permet de donner une description du

* - - .
cobord 3 : R —> Hl(R, Z/pn(l)) attache a la suite exacte de
Kummer .
Le de;nier chapitre est consacré aux applications. Les

fleches (0.2) nous servent tout d'abord a prouver une conjecture
de Schneider ([21)) sur l'existence de certaines fleches. Nous
signalons ensuite comment utiliser (0.2) pour reformuler certains
résultats de Kato ([18]). Dans le troisieme paragraphe, nous
calculons (cf. a ce sujet la remarque 3.11) la K-theorie a
coefficients dans Qp de degré impair d'un anneau d'entiers OL

-

de corps p-adigue L :
(0.4) K2m+l(oL’ Qp):: L (m 2 1)

Les derniers chapitres, enfin, sont consacrés a l'éncncée et a la
discussion de conjectures sur les valeurs de fonctions L p-adigues
attachées aux corps cyclotomigues ou aux courbes elliptigues gui
sont paralleles a celles de Beilinson pour le cas transcendant.

Je tiens tout particulierement a2 remercier L. Illusie de gui
j'ai appris l'argument de Deligne, indispensable dans ce travail
et gui m'a aidée tout au long du travail. Je remercie egalement J.-
L. Colliot-Thelene et C. Soulé pour les discussions gue nous avons
eu sur le sujet. Je remercie enfin K. Kato de m'avoir communigque
certaines de ses notes, de m'avoir aidé a comprendére le lien avec
son travail ; ét aussi pour l'indicible gentillesse de son acceuil
a l'Université de Tékyo éui a rendu possible lz rédaction de ce

travail.
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Notations : Si k est un corps, k désigne sa cloture
algebrique.

Qp designe le corps des fonctions de l'anneau des entiers
p-adigues Zp. Cp désigne le complete de Gp.

* - « - v . 3
Si R est un anneau, R designe le groupe multiplicatif de

ses eléements inversibles.

Pour toute extension de corps k C > k' et tout k-schéma

X, X, désigne le schéma X x k',
Si A est un complexe d'une catégorie abélienne, A" désigne
le complexe (0 — 0 ——> «++ —> at — AH'l —_— - - )

Pour tout k-schéma noetherien X intégre, k(X) désigne son corps
de fonctions K.(Xb (resp 'K?(X)) désigne le j-ieme groupe de

K-théorie de Quillen (resp. de Milnor).

I. Préliminaires

l. Faisceaux syntomigues.

Soient k un corps parfait de caracteristigue p > 0
et W l'anneau des vecteurs de Witt de k.

Un W-schfma est dit svntomigue (cf. [1121, II. 1.1) s'il est
plat et d'intersection complete (i.e. il existe localement sur
X une immersion fermée reguliere de X d&ans un. W-schéma lisse
Z).

Dans toute la suite, nous supposerons gue X est guasi-
projectif (ou a composantes guasi-projectives lorsgu’il s‘'agit de

schémas simpliciaux) afin d'alleger un peu certaines definitions.



Nous renvoyons a [1l), et a [17], Remark 1.8 pour le cas general.
La définition de s (1)ys (i< p) est due a Fontaine-Messing
([11]}) (il n'est pas necessaire de supposer X guasi-projectif)
et utilise un formalisme cristallin assez important. Nous allons
donner la "realisation” de cette definition grace a des complexes
de formes differentielles comme 1l'a fait XKato dans [17].
Comme dans [17], I. Def. (1,2), nous dirons gu'un morphisme
de W-schémas f : T —> T est un frobenius de T si
f® z/p : Tl Tl est le frobenius abseclu induit par

0 —> 0 ;i t —> tP et si le diagramme
Ty Ty

(1.0) T —_— T
! R
Spec (W) -EL—? Spec (W)
est commutatif. (F eolamk Ao dusk 4‘-‘5’" b Frobenun olp, %“)
Soit donc X un W-schéma syntomigue (guasi~projectif) et
“i : X&—= 2 une immersion fermée réguliere dans un W-schéma
lisse 2z muni d‘un frobenius. L'existence de (2, i, f) se déduit
du fait que l'espace projectif a un frobenius. Soit D = DX(Z)
l'envellope a puissances divisees relativement a la structure
canonigue de puissances»divisées de pwW W. Scit J 1lt'ideal de
J[rJ

OD definissant X. Notons sa r-ieme puissance divisée

N\ e .
(r > 0{? On considere alors le complexe de faisceux etales sur

Z-

X

a
(r) , J[rl __d (r-1) ~1 [r-2] 2
(1.1) a5 0 —S 7 ®ozﬂz-———>J @OZ_QZ —...
(deg 0)

On verifie comme dans [17), I. Lemma (1.3) gque pour O £ dp,

() h oy o ke 762,

_m_



[r] r [0}
on a f(Jx,Z)C P JX,Z

Ceci permet de définir, lorsque, 0K r ¢ p, l'objet suivant dans

la catégorie dérivee des 2z/p"-Modules sur X, ( =X wa/pn)

: - _ ,re . Llrd (o3 _ n
(1.2) sn(l)X,Z = Cone (1 p f : JX,Z _ JX,Z)) (-1] @% Z/p
Cet objet de D((X_ )., z/p" - Mod) est en fait indépéndant de 2z,

comme il resulte de la théorie de la cohomologie cristalline.
Nous omettrons donc la lettre Z dans la suite, notant sn(i)x.
Comme expliqué dans [17], chap. I, §2, on a une structure de

produit

(1.3) sn(i)X

X sn(j)X -——-—-—:-sn(i+j)x pour i+j < p.
Remargue 1.4. On pourrait, sans restriction sur r par rapport
& p d&éfinir s (1), en considérant f-p- plutdt que 1-p 'f
(la limite projective suivant n des cohomologies de ces deux
objets est la méme mocdulo torsion) ; nous ne le ferons pas, car
d'une part la cohomologie de l'objet ainsi obtenu ne verifie
apparemment pas le théoreme de structure auquel on s'attend pour
la cohomologie d'un fibré projectif ; d'autre part, plusieurs
résultats ([17), Ch I, 4.3 ; Ch II, 4.3, 4.4) laissent a penser
gue le type de considération présenté ici n'est satisfaisant gue
pour r ¢ p. Nous travaillerons - donc, sauf exception avec la
définition 1.2 laissant au lecteur le soin de verifier gue la
plupa:t‘de nos réesultats restent vrais aveé cette autre

definition.

=237 —



2-Rappel de la methode de Grothendieck-Remargues

Soient X un W-schéma lisse et E un Ox~Module localement
libre de type fini de rang r+l (r ) =-1). La méthode standard due
a Grothendieck (cf [141) pour définir des classes de Chern, par
exemple en cohomologie de de Rham, est la suivante. On etablit
un theoreme de structure pour la cohomologie du fibré projectif
g : P=P(E) —> X associe a E :

‘ n ;o S
(2.1) adj e Rg, (& c1(0(1N%) $ & Ly yl-2i) = Ry, O 0

(c, : Pic P —> K2 (P/W) est induit par dlog o, —> {11(11)

1 P
21

DR(X/W) sont simplement les composantes de

Les classes ci(E) &€ H

(O (l))r+l & Héér+l)(P/W) via l'isomorphisme induit en

€1'%p
cohomologie par (2.1) <{cf (14} pour les details).

Remargue 2.2 On peut etendre cette construction au cas du schema
simplicial B.GL /W comme expligué par Gillet dans [12), Thm.

2.2 pour les obtenir des classes de Chern universelles

2i
DR

.21

r l r
Ci € E (B.G;n/W) (ﬁesp. B (B.GLn, lﬁ'B.GLn/w)) (On prendra garde

au fzit que la definition de ¢, reguiert un peu plus de soin gque

e

précedemment : cf. Déf. 2.3 p2l18 de (12)) : il suffit d'appliguer
le formalisme dévellcpe par Grothendieck au Zfibre universel de

rang n sur B.GLn/W.

Si l'on essaye ici d'appliguer cette méthode, la difficultée a
laguelle on se heurte est gue l'on est amené a considerer des
objets gqui ne sont pas definis. Lorsque, r+l = p, on voudrait

regarder la décomposition d'un élement se trouvant dans



H™(P_, s (p)P) , or sn(p)P n'est pas defini. On ne gagne,
d'autre part, rien en travaillant avec f-pr au lieu de l~p-rf
car on voit rapidement gque l'obtention d'un théoreme de structure

s'avere improbable.

II-Calcul de la cohomologie cristalline de B.GL ..

Les arguments de chapitre sont dus a P. Deligne. Nous les

avons appris de L. Illusie (cf [15),[161)).

1. Enonce du théoreme.

Soient n un entier, G le schéma en groupes GLn sur

Spec(W) et B. le schéma simplical "classifiant". (cf[7] pour

ce formalisme) On note O" le module libre de rang n .sur B.

Théoreme 1.1. On a un isomorphisme canonique d'algébres graduees

*

cris(B-/W)

W. [xlr S—y XnJ "’\‘/_>H
X, —> ci(On avec action triviale de GLq)

(x; etant de poids 2i)

B. étant a composantes lisses, il suffit de démontrer le
Théoreme 1.2. On a un isomorphisme d'algébres graduées

—~—— _* .
W,[xi, — an e HDR(B./W )

(mémes définition et convention gque dans 1.1)
(B./W). Le lecteur

*

cris

*
Remarcue 1.3. Nous avons calculer E__.
= cris
vérifiera que l'on obtient le méeme type de résultat avec H
(B./W ) (m > 1).

7
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2. Cohomologie des varietés de Stiefel et des grassmanniennes.

Soit N> n un entier arbitraire. On note V(n, N) la

varieté cde Stiefel des applications injectives de o™ dans ON.
GLn opere sur V(n, N) et son guotient est la grassmannienne
Grass (n, N) des sous-espaceide dimension n de- ON. La ccho-

mologie (de De Rham) de Grass (n, N) peut se calculer comme coho-
mologie equivariante de V(n, N), c'est a dire comme cohomologie

du schéema simplicial

(2.1) Vin, N) = (.... GLn x V{n, N)= V(n, N))
(nerf de GLn agissant sur V(n, N))
i.e.

*

(2.2) HDR(Grass(n, N)) X HDR(V.(n, N) /W)

On remargue alors gque l'on a un diagramme commutatiZf
1 > g

(2.3) . .
HDR(Grass(n( N)/W) —> HDR(V.(n, N) /W)
A~
- *
c, (fibre canonigque) L
1 *
xi W[Xl, _ Xn] —_— HDR(B. GLn)

T : V. (n, N) —> B.GL_ étant la projection canonigue.

La structure de la cohomologie d'un fibré projectif implique
cue la fleche de gauche est un isomorphisme pour i < N - n.
Il suffit donc de voir gue W* est injective en degré i< N - n.
Soit W(n, N) la varieté de toutes les applications (injectives

ou non) de o" dans ON. On a une inclusion V(m, N) &= W(n, N)



gui est eguivariante pour l'action canonigue de GL,: é'ou

morphisme de schemas simpliciaux

(2.4) V.{n, N) =3 W.(n, N)

/

B.GL
n
gui induit

(*) *

(2.5) (V.{n, N})) ¢—— HDR(W'(n’ N) /W)

D (B.GL /W)

un

Soit alors U, le sous schema ouvert de W(n, N} ou la

édimension du noyau est £ i. On a Uy = Vin, MC...CU = W{n,N)
Lemme 2.6. U, - U, , est de dimension i(i - n + N).
Démonstration. La guestion est locale au voisinage de
Xy € W(n, N) tel que Ker f &® k(x,) soit de rang i. On ecrit
0
1 1 b no_ N = F =
au voisinage de Xq, O = E, ® E;r O F, ®F, avec E, @ k(x
= £E@k(xy), Fy @k(xy) = Im £ @k(x)) et I donné par une
matrice
El E2
(2.7)
< a b ) Fl
=
c d Fy

a @)k(xo) est un isomorphisme donc aussi a au voisinage de

d'oun

- 241 —
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au, + bu, = 0, cul + duz 0

En d'autres termﬁslui - Ui—l est le produit fibre de

(2.9) Hom(0®, oY) £

l L

Spec W ~—6—+-Hom(E2, F2) d~-ca “b

d'ou la codimension.

Si i > 0, i(i - n + N)>2 N-n+ 1 et un argument.de
profondeur montre gque la fleche horizontale de (2.5) est un iso-
morphisme en degré i < N - n. La fleche obligque de droite est
injective, cela ce voit en remarguant gue l'on dispose de la
section nulle B.GLn—é W.(n, N) gui est eguivariante. Finalement

* - . - - ) 3 -
I est injective en degre 1< N-n. On fait ensuite tendre N

vers 1l'inZini.

Remargue 2.10. On peut montrer gque Ui - U, , est lisse sur W
(lt'application £ — 4 - ca”lp étant tangente 2 £ —» d)

3. Cohomologie de Hodge de B.GLn/W.

Nous laissons au lecteur le soin de verifier le théoreme

suivant (méme méthode que précedemment)

Théoreme 3.1. Les homomorphismes (définis comme dans le théoreme

1.1)
21 i
(3.2) Wixy, — xp )9 —> B (B., le./w)
et
* i
(3.3) Wix,, —, xn][i,w[ -—> H (B., 1{3./w)

—242—



sont des isomorphismes pour tout 1 2> 0

(§j est de poids 23, wtxl, —, Xn][i,m[ = groupe additif des
polynomes de poids total > i, W[xn, e Xn][i] = groupe additif
des polynomes de poids total i).

- j i _ o .
On a egalement H-(B., IIB./W) =0 si 3J # 2i.

III. Classes de Chern syntomigues.

1. Classes de Chern universelles.

Soit B. comme au chapitre II.

Théoreme 1.1. On a des suites exactes pour tout i< p.
{1.2)
21 . 21 azi 2 ,
O—AH (B-,.nlsm(l)»B )_>H (B-ml B /W ) — - hDR(B'm/“m)——;O
: : ‘m’"'m l1-p ~f

Démonstraction : Il suffit d'écrire la suite exacte longue de

cohomologie provenant de la definition de sn(i)X et de remarguer
grace au thécreme 1.l1. du chapitre II gue B. n'a pas de coho-

mologie cristalline en degre impair.

Remargue 1.3. On prencdra garde au fait dans (1.2) que 1-p £

(=]
—
]
0]
t
[
t
'_‘.
[
{4

> .
ne provient pas d'un morphisme j].B l/w-—%ilB s
‘m’"m ‘m’ 'm

ici d'avoir le frobenius "canonigue®” de [11]) et d'utiliser le

£as N : £il 2

fait que B. est a composantes lisses (Jy7, ::.17% pour X
14

lisse)., En particulier, les classes de Chern universelles

21 i - . .
C. & ET7(B. ., 112 ., ) fournissent des classes universelles
1 m B.n/V\m

H

2, . . s i o e
Ci & H <B'm’sm(l)B.7 car :(Ci)—p <, (utiliser le splitting
principie pour se ramener au cas i=l1) et donc (1 - p-lf)(Ci)

= 0.

— 243 —

13



14

2-Classes de Chern d'un OX-Module localement libre de typoe fini.

Soient X un W-schéma syntomique et E un OX~Module

localement libre de type fini de rang n. E définit un mophisme
T @ X —> BGLn (espace classifiant de GLn) tel gue E soit

l'image inverse par 7 du fibre universel de-rang n sur BGLn

Définition 2.1. Soit i< p , c.(E) & Hzl(x , s_(i),,) est par
—es i m m X

- + . 3 * -~ +
definition 7T Ci ou Ci est la classe universelle du paragraphe
précédent.
Théoreéme 2.2. Il existe une unigue théorie de classes de Chern

gui a tout OX-Module localement libre E associe des classes

c.(E) € H¥Y(x_, s_(i)

i n n X) (i< p) telles que:

(i) Normalisation : si E est inversible, cO(E) =1 et cl(E)

est la classe définie via la suite exacte de Kummer et l'iso-

morphisme Z/p" (1) s (1), de [11].

(ii) Fonctorialité : si g : X —> Y est un morphisme de schemas
syntomigues sur W et E un OY-Module localement libre de type
fini, alors ci(h*E) = h*ci(E) pour tout i< p.

(iii) Additivité ; Si 0 —> E —» F —> G —> 0 est une suite

exacte de OX~Modules localement libres de type £ini, alors
c,(F) = 2_ c.(E)cy(6) (i< p).
j+g=i

Démonstration : C'est une conséguence immediate de la construction

: les classes universelles vérifiant chacune de ces proprités (cf.

(13] pour les détails).



Remargue 2.3. On peut tenir le méme raisonnement avec f—pl

dans (1.2) au lieu de 1l-p *f.

3. Classes de Chern supbérieures.

11 suffit de paraphraser Gillet (cf.[12), p221 et suiv.)

pour obtenir des morphismes (Y un sous-schéma fermé de X)

LY 2i-j .
(3.1) Ci,j‘ Kj(x) ——e HY (Xn, Sn(l)x)

puisque la seule chose dont on a besoin est l'existence des

. 21 .
classes universelles ci ¢ H (B.m, s (1)3’).

Remarque 3.2. CeCi répond a la question posee par Kato dans [17],

Remark (3.4).

r

Rappelons gue c; 5 est obtenue par composition des morphi-

smes (cf.[1l2) pour les notations)

(

(V3]

Y 53 =3
30 Ky(X) —> ByS (X, 2 x Z, B.GL(O,)) —> Ey” (X, ZB. GL(o{iL>

Cfﬁ;:T;;Td;;;%(zi, s_ (i)

~ L2i-3 .
x) == ESTIx s ().

D'apres Fontaine-Messing, (c¢f[11]) on peut construire un

morphisme

(3.4) HO(X, s (1)) ~—> H__ (X, 2/p7(1))

pour peu gue X sOlt suppose propre et lisse.

Proposition 3.5. On a un diagramme commutatif (i< p)
(3.5) K(X) ————s w2 I(x s (i) )

J n’ “n k

x'%x ) ———s B3, zp™i))

35 (X X /P

— 245 —
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ol la fleche horizontale inferieure est la fleche définie comme

dans Gillet (cf.[1l23]).

Démonstration : Par construction, il suffit de voir la

commutativite de

-3 2i-3 .

. —_—_—
H 7 (X, Z,B.GL(0y4)) — H (X r s (1)y)

s (2 ) i
J 1
(3.6) l

H’j(xK, b4 B.GL(oX )y ————— HZi'j(xK, z2/p" (1))

K ﬁj(zwci)

et donc (les fleches horizontales étant induites par les classes
. . 21 .
- ' .
universelles Ci) gue 1l'image de c, & H (B.GL(OX)p, Sn(l))

par (3.4)" est C; € Hzl(B.GL(OX Y, 2/p"(i)). C'est a dire (par

K

définition ces classes) gue la classe syntomigue d'un fibre

inversible s'envecie sur sa classe etale. Comme on a des inclusions

(3.8)

2 b \ -~ ~2 >/l 2 ~
E°(B.GL/W ,s (1)) —> H (B.GL/thQB.GL/Wn) C—> H (B.GL/W_)

la coincidence de la classe etale et de l'image de la classe

cristalline resulte alors de [11), 6.3.

(*) Dans cette situation, (3.4) existe grace au calcul direct des

cohomologies (cf. Thm.1l.1)



Remargue 3.9: Il est utile de pouvoir disposer de fleches ¢, 3
_— ’

avec une autre source gue Kj(x). Voici comment. procéder. On

remarque gue l'on peut tensoriser la suilte exacte (l1.2) par Qp

(resp. Bp, Cp). Ceci permet d'obtenir des classes universelles

dans EH2(B. , s(i), ®Q ¥ (resp. HZY(B.= , s(i) ),
. P Qp . B.

)) .

C
P P

On obtient, par suite, grace 2 la construction de Gillet des

fleches
(3.10) ¢, . : K. (X, ) —> 2270 (x, s(i)) ®
. i,5° 3 Qp 1 , X Qp,
(3.11) ¢ K. (X= ) —> H2T7I(x, s(i),) ® Q
i,3 3 Qp X P
(3.12) ¢, . ¢ K.(X. ) 82173k, s(i),) ® ¢
. i " % T ' X ;

pour i< p.

4. Caractere de Chern. Régulateurs.

On suppose toujours i < p. On deduit facilement des fleches

&

< 5 par l'utilisation des polynomes de Newton des mocrphismes
I
ch ., on ait ch(xy)

tels que, si l'on pose ch = > chi -
rJ

i, j 3,5
= ch(x)ch(y).

i3 : Kj(x) —> H (Xn, Sn(l) ) gque nous
appelerons regulateurs syntomigues.

Ce sont ces fléches ch

]
s
m
=]
m
>
n
[

)

* On a pose H (X, s(i)

17
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5. Exemple : calcul de ¢ .
SRAEMP-C 1,1

Proposition 5.1. Soit R une W-algebre locale. Pour toute
- * >*
surjection R' —> R de W-algebres locales telle gue R' —— R

et R' muni d'un frobenius, on a un diagramme commutatif

(5.2) K (R')=R'~ ——> H'(R!,s_(1)p,) = {(x, y) €-R. @ O3, |
1,1 n
i : ax - (1-p Yf)(y) = o}
- 4
K)(R) = R —— HY(R_,s (1)p)

€1,1

et la fleche horizontale superieure est donnée par

1 P da
@ —> (5109 575/ 5 )
Démonstration : Supposons R' = W[T, T—lJ avec f£(T) = TP,
Alors, le diagramme commutatif
’ '
(5.3) (Ker d:R' —>ﬂR,
1
Ky (RY) —> h sa(lge
proj.can.
-1, 1 1
r(l-p £ : R,—->_ ﬂ./dRI;)
n
- m
montre gue forcement <1 l(T) = (B, E% ) avec df = 0 i.e. B &€ W
14
(la fleche obligue étant, par construction, a — %E ' Kl(R') _—_
fl;,) D' autre part, €11 étant fonctorielle, on peut faire
14

n

. _. B . n . >
subir la transformation T +——> T (n > 0) pour voir aue B = 0.

— 248 —
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On peut clors, conclure simplement de la maniére suivante, comme

me l'a fait remarquer Kato. On considére le diagramme commutatif.

R'(T, T <~ W[T,T.

- 3 //

R

b

* * -~ - . .
aé& R, b& R' (les fleches non definis explxcxtement sont les

fleches canoniques).

On a, par définition de la cohomologie syntomigque

21 ~ il -
H™(R_, s_{(1) W) = H (R, s_(1) _4 ). (On a prolonge

n n R,R n n R,R'(T,T lJ _
ltaction de f sur R‘[T,T—lJ par f£(T) = TP).
On remargque alors que

P P

- 1 o &, _ .1 T ar, _ ar

(5.3) (E log Er 3") = (5 log Ead E*) = (0, E—) dans
1

B(RD, s (1)g.).

Mais comme cette derniere classe est ¢, (T, la proposition est

-

demontrée puisgue ¢, y(2) est l'image de ¢, ,(T).
T - -
Corollaire 5.6. On a un diagramme commutatif
-l n
ET(R', Z2/p (1))
=
* )
(5.7) R'
\ 1 '
E™(R., s (1))
pour toute W-algebre loczle R' muni d‘un frobenius. (la-fleche



verticale est l'isomorphisme de Fontaine-Messing ([11]), la flecne
P
oblique descendante est donnee par o —— (% 1og¥% , SE), 3

est le cobord associé a la suite exacte de Kummer,

Iv-Applications.

l1-Régulateurs de P. Schneider.

Soit X un zp-schéma projectif et lisse. On va voir
comment les constructions précédentes permettent de résoudre une
des conjectures de P. Schneider ([211]).

- . . . . 3 s . *
La definition de s_ (1) impligue gue l'on a suite exacte

n X

(1.1) 0 — 8227 x/z )/ 7 - P — HZl'J(X,s(i)X)))

//ﬂ’;Ij;—'w 21

! (X, ﬂX/Z )

P
i 2i-5-1 2i 24-5-1

avec F~ = Im(H (x,ﬂx/zb) —> H (X/2,))
Théoréme 1.2. Pour tout j > 0, les fleches c, 5 induisent
des fleches (notées encore c; j) (i< p)
(1.3) ¢, . ¢ K (x) —> (#2277 k2 )/ (p7 - DY) ® Q-

1,3 J DR

Déemonstraticn : Il suffit de prouver cue Kj(x) —

52173 (x, ﬁ)il) ®Qp est nulle. Cela va résulter de l'argument

classique de Katz et Bloch rappele dans ([13], (p 232). On

- . . . . - -2
* Meme si X n'est pas muni d'un frobenius, on dispose de 1l-p £
i .
sur F~ (cf[1l1l1]).

20



. 2i-3 >1 .21-3

factorise K. (X) —s H X, Q1 CsE X/Z ~

]( ) ( x ! ® Qp pr / p) ®)Qp

2i-3 i-j i
Hcris(xl/zp) ® Qp par Kj(X) —_ Kj(Xl) —> H (xl,w.QXl,log)
2i-5 i-j i
o —
® Q, HO 2 (X /z?z ®Qp. or H™ 7(Xy, wﬂxl,log) est de
torsion pour'ij#.ii +1 (cf. [6)), D'ol le résultat
Remarque l1.4. La conjecture de P. Schneider portait sur une
fleche analogue a (1.3) mais partant de Kj(XQ ). On peut
P

formuler le théoreme 1.2 avec cette source. (cf. Rem. 3.9 du
chapitre III). Pour la restriction i < p, peut s'en débarrasser

en travaillant avec pl-f (cf. Rem. 1.4 du chap. I)

2. Lois de reciprocite.

La description de €11 donnée au chapitre précedent permet
d'obtenir treés rapidement une loi explicite de reciprociteé pour
le symbole "norme residuelle de Hilbert". ©En effet, l'application gue
Kato considere (cf. [18)) est bien cl,l‘ On trouve ainsi une
explication conceptuelle 2 la formule de Vostokov (voir aussi
Briickner et Henniart). Plus genéralement, le travail [18) de Kato

peut se formuler en utilisant le classes c; i restreintes
r
& la K-theorie de Milnor de certains anneaux. Ainsi le theoreme

0.4 de (18] se reformule.

Théoreme 2.1 (K. Kato). Soit X = Spec(A) un trait hensélien

d'inégale caractéristique (O,p), de corps de fractions K. Le

morphisme

(2.2) ¢ M (K /p% —— ETTY(X.,s_(r+2),) (r+2< p)
r+2,r+2 r+2 n’"n X

(n s oad 4 lug &R, o (D)

21
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est un isomorphisme.

(voir [18) pour des résultats plus generaux).

3. K-théorie a coefficient des anneaux d'entiers de corps

p-adique.

Soit L un corps p-adique (extension finie de Qp) et OL

son anneau des entiers.
On peut, en adaptant l'argument de Soule ([251), raffiner les
constructions pecédentes pour obtenir une factorisation de

c (m > 1) en

‘m+l,2m+1

1 .
(3:1) € po)omer © Kome1 (Opr Zp) —> E (0, s(nelly )

. n
Z_) = lim X, (0, ; 2/p ).

avec K*(OL iz

w

D'autre part, le meme argument que dans le chapitre III(Prop. 3.

permet de vérifer la commutativite du diagrammme

(0, 7 z.) — s =0

(3.2) o L

Kom+l

. 1 "
K2m+l(oL ; zp) e H (L, ZD(m,l))

£ims

ou la fleche horizontale inferieure est surjective de noyvau £ini

d'apres [9) (cf. aussi [22]).

th
[

D'autre part, le théoreme de [20) montre gue ia fleche verticale

de droite est un isomorphisme (m » 1). La fleche (3.1) est &onc

surjective et a noyau fini. La proposition 1 de [22) donne la

1

1
structure de H (0,, s(m+l) ) H- (L, Z_(m+l)) pour m=>= 1
_ L OL o



comme coinvariants sous Gal(Le/L) d'un certain groupes d'unités
locales, (L, = p-extension cyclotomigue maximale de L).

On va voir gu'en fait, modulo torsion, la structure de ces coin-

variants est tres simple.

Proposition. 3.3. Hl(o ;o s(m+l) . ) ® est canoniquement
— e L OL o

isomorphe a L.

Remarque 3.4. Le theoreme de structure pour les convariants de

loc. cit. gue l'on obtient grace a 3.3 ne semble pas connu, ni
résulter directement de la théorie du corps de classe. Il serait

intéressant d'avoir une deéemonstration directe de ce résultat.

Demonstration : Elle utilise le résultat suivant de Kato. Si X

est un Zp-schéma syntomigue propre, supposé seulement régulier,

on a un isomorphisme canonigue

¥ [r] ~
(3.5) H (0 /3 )®Qp_(“DR(X/Z ®QD

X,cris

(Fil® designe la filtration induite par les trongués flér

(J designe l'ideal &éfini comme au chapitre I)
Par suite

o

(3.6) # (0 3ty @0 >~ 1

OL,cris P

Considérons alors le diagramme

[(m+1] C
(3.7) J S)Qp OO

1]
® Q T (w1l oOL,cris ® 0

23



Il induit une suite exacte

l_p-(m+l)f
[}
(3.8) H (OOT,cris ®)Qp OOL,crii:%LEgl;:j
CT [m+1) 1

B0, | crss /J ) ® 9y) —> B0, stnel)g ) 8 0

. ] 5
On voit alors gue H (OOL,cris -—_ OOL,cris) @)Qp = 0 de la
maniére suivante. On écrit OL:x Wly) pour y e L. On doit

calculer la cohomologie du complexe simple associe au bicomplexe

(> =Wyl® %) (cf [10D)

= s 50
. b
(3.9) J 1 51m*l)‘ 1_p-(m+l)f
4
pa

Comme Ker d = Qp, on en deduit la nullite voulue.

Comme g (x'(O_, s(m+l)OL) ®0Q,) = rg(H7(L, Z_(m+1)) ®0,)

P
= (L : Q) 'apres [20) et (223, on obtient l'isomorphisme

chercheé. On éispose donc d'un morphisme

(0

e
=]
\%
s

(3.10) z_) —>

K2m+l L’ D

gui est un isomorphisme modulo torsion.

Remarcue 3.11. Ce résultat figure de maniere pas tres explicite
dans [21) et un resultat un peu plus fin (gue nous pouvons aussi
obtenir) de maniere tout & fait explicite dans [26). La const-

-

ruction est trés différente et s'apparente pluict aux technigues

_%54_
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de Borel. Il serait interessant de comparer le deux constructions

via un argument de déformation des classes de Chern (cf [11]).

4. valeurs de fonctions L p-adigue des corps cvclotomigues.

Ce paragraphe a été inspiré par le travail de Coleman (cf
{4]). Soient F le corps des racines m-iemes de l'unite sur Q,
F = Q(/L(m) et G = Gal(F/Q) son groupe de Galois. Posons

Y

Z[Hom‘(F, Cp)], c'est un Aut(F)-Module. D'apres Borel, on a

un isomorphisme de Q(G)-Modules (* désignant le Z=-dual)
. * (1-1) ~ —~
(4.1) X: (¥ ®0Q) —> Ky, ;(A) @0 ==K, ((F) @0

ol A désigne l'anneau des entiers de F. (l'exposant (i-1)

- . * -~ . .
designe le sous-espace de Y ® Q ou la conjugaison complexe

opere par (-1)*"L,

-

On definit (cf (4] pour le cas i = 2) un morphisme

g *
(4.2) /\p P Ky g (F) ®C, ——> ¥ ®Cp
par o ® B —m—> (> ay ¢ ——%@Z aq)Rp (¢ ,(a))
¢ ™
avec o, : Ky, (F) =—> Ky, ,(CJ) induit par ¢ et R
E 4 -

construit comme suit : on considere KZi-l(CD) — H (X, s(i)x)

®CP avec X = Spec Z_ (cf Rem.3.9 du chapitre précédent). On
a vu au paragraphe precedent gqQue E™ (X, S(l)x) ® Qp fa™4 Qp, d'ou

(caractere de Chern

R ;€ )-— C défini comme ch,
1°p D

P : KZi- i,2i-1

associé) ; c'est un CP[G]-—morphisme.

Soit ¥  un caractere de Dirichlet de conducteur m, vu comme

1) et soit w. ‘le

- * i
caractere de G . Posons W = (Y @Cp)(l e

— 255 —
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sous-espace propre pour 2: de W. Notons enfin w le

- . *
caractere de Teichmiller sur Zp .

N .
Conjecture 4.3. Soit i e N, L_(i,7x, ® cul .

o ) = dp(?ﬁl k)

Dét(Ap H®1)Wy ) ou 4 (X, k) € F() = extengion dans C,

de F par les valeurs de ¥, . De plus, pour chaéue racine
primitive m-iéme de l'unite § S Cp’ on peut choisir un isomor-
phisme X, comme dans (4.1) tel que dp(}:,j{) = g(Z,§)

d .
ou g(.}) = Z_l%(n)g"n
m:

Remargue 4.4. Cette conjecture est une variante p-adigue un peu
plus explicite gque son analogue non p-adigue (cf. 4.1 de [23))
(gqui est en fait un théoreme d'aprés Beilinson, le cas i=2 avait
été traiteé par Bloch, Gross et Wigner). La conjecture 4.3 serait
‘prouvé pour i=2 si nous savions comparer RD avec le morphisme

D 4 1
Qe = J.
p

Remargue 4.5. Dans le cas d'une extension abélienne totalement

réelle F*', Soulé a donné dans [22] (Thm. 3) un resultat sur

5

Lp(i, W) pour ' un caractére particulier de Gal(F'gu )/Q)
P
en utilisant un morphismeirégulateur 'f. : Ko, (FL 1 2_) —> 28
i 2i-1""p ' Tp P
(d = [F : b]). La construction de cetté fleche peut s'interpréter

de maniere syntomique et conduit a une fleche gui permet probable-
ment (nous n'avons pas verifie les détails) en utilisant [19)
d'eliminer la factorielle (i-1l)! dans lt'écriture de la constante

C de [22].
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5. valeurs de fonctions L p~adigues des courbes elliptiques.

Si E est une courbe elliptique définie sur Q telle qu'il
existe une theorie de fonction L p-adique attachée a E , (par
exemple, E comme ci-dessous), on peut risquer des conjectures sur
les valeurs de ces fonctions analogues a celles de Beilinson
((1)). Cela nécessite des conjectures préliminaires, sur le
“prolongement"” de ces fonctions L p-adigue, bornons nous donc
au cas qui semble le plus accessible.

Soit donc, comme dans [S5], E une courbe elliptique définie
sur Q avec bonne réduction ordinaire en p > 3 et multiplica-
tion complexe par l'anneau des entiers d'un corps guadratigque
imaginaire k'. Sous cette hypothese, Coleman et de Shalit ont
montrée(cf [5]) gue la valeur en 0 de la derivee de la fonction
L p-adigue (de Katz ou de Manin-vishik) de E était liée a la

valeur prise par un regulaleur

(5.1) r : K.(K(E)) —> Hom(H (E, (%), X), K = Q
- p - 2 e et p E ! 14 Qp

en un élément {f,g] € K,(K(E)).
(voir (5] pour un énoncé précis)
Plus géneralement, on peut faire la conjecture suivante. Soient

5 une courbe lisse propre sur l'anneau des entiers O~ d'un

corps p~adigue k'. Notons C =(§ @% k'
kK

Conjecture 5.2. Le diagramme suivant commute
LT L0 1 -
K,(C) ——> K, (k'(C)) ——> Hom(E°(C, 1% ~,), k")
l2 L T T C/k
K, (C) — s B5(E, s(2

Chy 2 G
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(1l'isomorphisme resultant de la définition de s(ZZS ).
(re désigne l'application (38) de [51]).
Une réponse affirmative a cette conjecture permettrait de donner

un résultat sur L'(E,0) et de prouver une autre conjecture de

Schneider (cf [21)) en liaison avec le Theoreme p37 de (5.

Remargue 5.3. Dans (24)], Soulé construit un régulateur r; ¢
KZi-Z(Eszp) — Z; pour E une courbe elliptique comme
ci-dessus et donne un résultat (Thm. 4.6) sur des valeurs de la
fonction L p-adigue attachée a E. Il est apparament moins
difficile (nous n'avons cependant pas vérifié les détails) de
prouver gque r, est relié aux régulateurs gue nous avons

. e - . -
construit gue de resoudre la conjecture 5.2. Nous esperons

revenir sur ces points dans un prochain travail.
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