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概要

一方向性のCo叩IedMapLatticeであるOpenFlowSystem(OFS)【1】において空間方向で

の周期倍分岐現象 【11が知られている｡本論においてこの現象の機構を明らかにした｡その結
果 OFSを計算機上で実現(記述)するとき計算の有限性から微視的スケールに計算固有の力学

があり､OFSは､そのような微視的スケールある力学を巨視的スケールに顕在化させる性質を

持つことを示した｡

1 導入

非線形力学系のひとつの研究方法として､計算機によるシミュレーションがある｡実数上の

運動方程式として記述される力学系を計算機 -有限要素有限時間の離散力学系(有限システム)

として記述するためには､何らかの近似 (計算の前提)が必要である｡ ここで､対象であった

系と記述された系との間の対応関係は､重要な問題である｡

この小論では､対象を有限システムとして記述したがゆえに顕在化する現象として､一方

向性のCoupledMaplatticeである､OpenFlowSystem(OFS)【11における空間方向での周期

倍分岐現象【11をとりあげる｡

OFSは､金子【1】によって導入された一次元の離散力学系の結合系であり､その時間発展規
則は､

x tl+ 1 :- (1- E)I(xtl)+ Ef (xO),
x f+ 1 :- (1- E)I(x ぎ)+ef (xぎ~ 1) (k- 1,2,- ), (1)

と定義される.ここでf:択一臥 Eは､上位サイトとの結合係数､夷∈沢は､サイトi､ス
テップtでの系の状態､xO∈紀は､定数である.OFSは､その軌道として時空間パターンを

生成する｡その中で各サイトで周期軌道をとり､その周期が空間方向に倍分岐していく現象が､

金子によって発見された【11(図 1)ら

これまで､この空間方向分岐現象は､OFSに串ける定常解の空間方向の対流不安定性【11な

どの概念で説明【11【21されてきたが､その具体的な生成機構は解っていなかった｡ここで問題と

なるのは､安定な定常解が解析的に示され空間方向に一旦は､その定常解に収束する(図1の

第20サイト程度まで)にもかかわらずその定常解が空間方向に不安定化し周期倍分岐が起きる

(計算機シミュレーションで)ことであった｡

本論では､有限システムで記述されたOFSにおいては､解析的に示される定常解が記述不

可能であり､それが空間方向に生じる定常解の不安定化の原因であることを示す｡そして､空

間方向分岐現象が起きる条件を求める｡
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2節で､解析的に得られる定常解を示し､3節で有限システムのもとでの定常解の不安定化

の機構を示す｡それらの結果をもとに4節で空間方向分岐現象が起きる条件を示す｡最後に､

ここで得られた空間方向分岐現象のOFSにおける意味づけを考察する｡
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図 1fとして logistic写像 f(I)-Ax(1-x)をもちいたOFSの空間方向分岐現象｡A-3.6､

E-0.55､30-0.3. 横軸が空間 ｢サイり 方向､縦軸が各サイトiでの状態 夷.図では､ス

テップt-20003,･･･,20019での系の状態を重ねて描画している｡サイト20まで系固有の一周

期解への収束がみられ､収束後､二周期へ分岐している｡そして､その後さらに系固有の二周

期解への収束､四周期への分岐が生じる｡ ここで系固有の周期解への収束は､四周期までであ

る｡八周期以降は､系固有の周期解への収束はなく､空間方向に準周期的に周期解が位置する｡

2 無限精度での解析

まず､OFSの定常解を解析的に求める｡OFSのあるサイトが周期運動をしていると仮定す

ると､次のサイトで一意に決まる力学から､そのなかにある周期軌道を求めることができる｡

定常解は､最上位サイトでの力学を仮定し逐次的に各サイトでの周期軌道を求めていくことに

よって得られる(この方法は､空間方向写像として金子等によって導入された【21)0

ここではまず､時間方向に1周期(固定)の解をもとめる.OFSは､各サイトiで､1周期

の軌道(x*i)をとっているとする. このとき､oFSの時間発展式 (1)より､x*1,x*2,･･･は､

x*1- (1le)I(x*1)+Ef(xO)

x*2- (1-E)i(x*2)+Ef(x*1)

x*i+1- (1-E)I(x･i+i)+Ef(x･i)

(2)

を満たす｡∬*を一次元写像 J固有の固定点(∬*-拍 *))とし､各サイトでの固定点の∬*から

のずれを､rli-x*i-加とおく｡Iqil<<1とし方程式(2)をx*のまわりで展開し､各サイト
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での固定点の位置(∬*からのずれ)に関する空間方向の写像

Tli+1
亡α

1-(1-E)ct
α :- f'(3:*)

を得る｡(3)式より
E(1

1-(1-ど)α
<1

r f , (3)

(4)

の時､固定点の位置は､ 空間方向にx*に収束する｡ そして､サイトiでの固定点x*iの安定

性は､

l(1-E)(f'(x･)+I"(x･)77i)I<1. (5)

条件 (4)､(5)が満たされるとき､f固有の固定点∬*に収束する固定点の系列 x*iがOFSの定
常解となる｡

ところがOFSの計算機シミュレーションにおいて､これらの条件が満たされているにもか

かわらず､いったん収束した固定点が分岐する場合がある(図1)0
分岐の結果発生した時間方向に2周期の定常解は､空間方向に系固有の2周期解に収束し

ていく｡ そしてさらに分岐が生じ系固有の4周期解への収束がおこる｡この系固有の周期解へ

の収束､分岐を繰り返す現象が､OFSの周期倍分岐現象である｡
この分岐現象は､解析的に求めた定常解と矛盾する｡このことは､計算機シミュレーション

として構成された有限システムとしてのOFSには､分岐を生成するなんらかの機構が存在し
ていることを示唆する｡ そこで､次節で有限システムでの固定点の記述不可能性に着目した定

常解の解析を行う｡

3 有限精度での解析

前節でOFSの定常解として写像J固有の固定点へ空間方向に収束する固定点の系列が得ら
れた｡このような解は有限システムの中で表現可能なのだろうか?有限システムでは､数は有

限の精度で表現され意図的に設計しないかぎりJの固定点に正確に対応する数は､有限システ

ムには存在しない｡この近似された数が有限システムの計算のなかで固定点となっていない場

合､固定点への収束という現象は､固定点近傍での周期解(cellm叩ping)となる｡実際有限シ

ステムとして記述されたOFSの軌道を精度の限界まで観察すると､固定点となるべき軌道が､

固定点近傍での周期軌道となっている場合がある(詳細は､【31)0
以下に有限精度での解析として､無限精度のもとでの固定点は､有限精度では､微視的ス

ケール(固定点近傍)で2周期と仮定した解析をおこなう｡

解析は､前節と同様に各サイトでの固定点の位置の変化の写像の構成により行う｡各サイト

iでの 固定点近傍での2周期解 をx･i,x*t;とすると､時間発展式(1)より､各サイトでの周
期解は､

x*t;+1 - (1-e)I(x･ti+1)+ef(x･ti)
x･i+1 - (1-E)I(x･tl1)+Ef(x*左)

(6)

を満たす｡17i:=x*i-桝,77;:-3*もーx*とし､(6)式を固定点のまわりで展開し､固定点から
のずれの空間方向写像
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77i+1-A-1771,

ここで,

A :- 去(-'1;E)α_(lie)α),

qi:- (;圭)

を得る｡

A~1の固有値は､

Ea -eα
入2-

1-(1-e)α' ‥̀ 1+(1-e)α'
固有ベクトルは,

El- ( : ) ･E2- ( l l )

(7)

(8)

(9)

となる｡このときE18ま､固定点からのずれが一周期､つ.まり固定点が表現可能(無限精度)な場

合に対応し､llは､前節での条件 (4)に対応する｡

ここでの解析から､無限精度の解析で固定点へ収束(llll<1)する場合でも､l入2l>1の場
合､固定点からの分岐が生じる. ここで入2に対応する固有ベクトルE2は､2周期解が固定点x*
をはさんで対称に位置する(固定点が表現不可能な)場合に対応する｡そして､固定点は､空間

方向写像 のサドルになっている(図2)0
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図 2空間方向での固定点位置の写像の系固有の固定点近傍でのサドル構造｡固定点が記述可能

な場合､固定点は､771-772の直線 (点線)上にある.そしてこの方向は､固定点位置の写像の

安定方向となっているために系固有の固定点∬*に､固定点の位置は収束する｡しかし､固定点

の記述不可能性のため有限システムでは､安定多様体上に固定点をおくことができず､固定点

の位置は､771--112(一点鎖線)の不安定方向にx*から離れていく｡
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4 空間方向分岐条件

前節までに､OFSにおける空間方向に一周期解への収束､二周期への分岐が生じる条件を

もとめた. この条件を一般化して､n周期への収束､2n周期への分岐が生じる条件が得られる

(詳細は､【3】)0
空間方向に周期軌道の位置が､写像 Jの n周期解 か 1,-,3*nに収束し､2n周期へ分岐す
る必要条件は､nが 1または偶数のとき､α:-rlT=lf′(x･1)<0かつ､

LIINFf<1,llFINl>1.

ここで､入INFは､無限精度の場合のn周期解への収束指数であり､

lINF-
Eや何

(coso+sinOi)-(1一朝 何 7
(♂-三可

入FINは､有限精度の場合の2n周期への拡大指数であり､

lFIN- Eや何

1-(ト 叫 何

(10)

(ll)

(12)

条件 (10)は､固定点の位置に関する条件で､固定点の線形安定条件は､l(llE)n(α+0(1171))t<1.
条件 (10)より､写像 fの 1,2,4,･･･,2n周期解について､1周期解への収束-2周期への分
岐､2周期解への収束-4周期への分岐､‥.､2n周期解への収束-2n+1周期への分岐の条件

が満たされる時､OFSで､2n周期までの空間方向分岐が可能である.

5 議論

これまでみてきたように､OFSでの空間方向分岐は､有限システムで固定点が記述できな

いことに起因する｡実際､周期倍分岐･を生じているOFSについて､各サイトでの正確な周期

を計算すると､第1サイトからすでに､固定点が2周期軌道となっている【31｡ここで生じた固
定点からのずれが､固定点の空間方向写像におけるサドル構造によって拡大され､巨視的には､

固定点への収束､分岐という一見矛盾した現象を生成している｡

このように､有限システムとして記述されたOFSの､巨視的スケールでの振舞は､微視的

スケールでの計算の構造によって決定される(周期倍分岐だけでなく､周期3倍分岐なども存

在する【3】)｡このことは､OpenFlow的力学のチェーンは､微視的スケールにある計算の前提

(計算の機械機構)を､巨視的スケールに顕在化させる性質を持つことを示す｡

では､有限システムで得られた解は､OFSにおいてどのような位置付けがなされるのであ

ろうか｡有限システムでは､1サイトでも固定点を表現できないサイトが存在すると､OFSの

解析解を表現することはできない｡それでは､何が有限システムのOFS上に書かれたのだろう

か?有限システムでの解に対応する解は､無限精度のシステムでは､ OFSの上位サイトに微

視的カント-ル集合的力学(MCD)を結合した系の解と解釈もできる｡ここで MCDとは､巨

視的には､2周期だが､それぞれの周期点は､微視的にみるとそれぞれ4周期点からなってお

り､更に各点を微視的に見るとそれぞれ､8周期点からなるという構造が再帰的に繰り返すも

のをいう｡

ここで､有限システムとしてOFSを記述しようとしたときに生じたことは､
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有限システムでは､OFSは書けない｡その結果､あるOFS+MCD-有限システ

ムに書かれた(書けた)｡

である｡ ここで書こうとした対象と書かれた構造物との間で着目する性質について近似が成立

する範囲においては記述するという操作は､前提となりうる｡ しかし､OFSのように､微視的

機構が巨視的スケールに拡大する系では､記述する操作自体が､系の振舞に影響するため､記

述するという操作は､系の振舞と独立ではなくなる｡

この小論において､記述された系が記述自体に"言及"する例として､OFSの空間方向分

岐現象を示した｡このように記述のきれかたにその振舞が依存する系は､運動の中に微視的ス

ケールの制約がかかる場合には､自然に見出すことができると思われる｡自然現象の中にその

ような系を見出すことは､今後の課題である｡
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