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Distinguished表現と重複度公式

(Distinguished representations and multiplicity formulae) 

鈴木美裕 (MiyuSuzuki)* 

Abstract 

This is a survey article on recent development in research on distin-
guished representations of p-adic reductive groups. We focus on three 
specific periods, namely Shalika period, unitary period, and local Gan-
Gross-Prasad conjecture and explain the known results on classification 
of representations with those periods. We also explain multiplicity for-
mulae for these periods established by Beuzart-Plessis, Wan and Wald-
spurger. 

1.はじめに

1.1 導入

局所体上の簡約代数群の表現が非自明な周期をもつとき，その表現は distin-

guished表現（格別表現）であるという．本稿では， distinguished表現に関する研究の

最近の進展について概括する．

まずはじめに，おおまかな問題設定の説明のために，一般の群 G とその表現 (1r,V) 

を考える ただし，本稿全体を通して表現とは複素ベクトル空間 V と群準同型

7f: G→GL(V)の組とする．また， H をGの部分群とし， x:H→ C をH の指標
(1次元表現）とする．このとき，線型形式£:V→Cであって，任意の hEH, VE V 
に対して

£(1r(h))v = x(h)£(v) 

を満たすものを表現7fの (H,x)ー周期といい，その全体のなすベクトル空間を

Hom爪冗x)と表わす．また， HomH(1r,x) =I= 0のとき，7fは (H,x)-distinguished 
であるという指標 x が自明指標のときは，単に H—周期， H-distinguished といい，

Hom叫7f,C）と表わす．

既約表現7fが与えられたとき，7fが (H,x)-distinguishedであるための必要十分条件
を記述したい．考える群 Gが局所体上で定義された簡約代数群である場合，このよう

な表現論的な問題の答えに数論的な不変量が関係するという現象が多数発見されてい

る．実際には次のような状況を考える：

条件 1

• FはQpの有限次拡大体，
• GはF上定義された簡約代数群，
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• (1r, V)はG(F)のスムーズ表現

•H は G の球部分群 (spherical subgroup), i.e. 

-HはF上定義された（代数群としての） Gの閉部分群，

-Gの（F上定義された） Borel部分群Bで， BHがGのZariski開集合とな
るものが存在する．

以下，単に「G(F)の表現」といえばスムーズ表現のこととし， G(F)の既約表現の同

型類の集合を Irr(G(F))と表わすことにする．

注意 2 部分群HがGの球部分群ならば，任意の 1rE Irr(G(F))とH(F)の指標x

に対して HomH(F)(1r,X)は有限次元であると（非明示的に）予想されている．
この性質は，例えばHがGの対称部分群であるときi.e.HがGのある対合の固定

部分群であるときには満たされることが，［9,Theorem 4.5]で証明された本稿で言及

する具体的な (G,H)の組は，いずれもこの性質を満たしていることが知られている．

このような設定で，表現 1rE Irr(G(F))が(H(F),x)-distinguished表現であるため

の必要十分条件を与えるという形式の予想／定理が多数ある．既存の研究の多くは，特

定の (G,H)の組に対して個別の議論を展開していて，それらの間に共通項を見出すこ

とも，適切な一般化を定式化することも，容易ではない．

本稿では，こうした研究の全体を網羅的に紹介するのではなく，既存の結果を 3つの

系統に類型化した上で，それぞれの系統に代表的な例を紹介する． distinguished表現

の分類に関する既存の結果の大部分は，次の 3種類の条件のいずれかで分類されると

いう主張である：

(A) L-パラメータの像に関する条件，またはL因子の極に関する条件．

(B)関手性リフト(functoriallift)に関する条件．

(C)ルート数 (e因子）の満たすある関係式

注意 3 このような類型化は筆者の個人的な視点によるもので，数学的に明確な基準

による分類ではなく，このような類別があるという共通理解が専門家たちの間にある

わけでもない．あくまで本稿における説明のため便宜的に導入した分類に過ぎない．

ここでは，（A）型 (B)型，（C）型のそれぞれについて代表的な例を 1つずつ紹介す

る．扱うのは以下の 3つの例である：

(A) Shalika周期をもつ GL2n(F)の表現の分類

(B)ユニタリ周期をもつ GLn(E)の表現の分類（と Prasadの予想）．

(C) SOn+l(F) X SOn(F)の局所Gan-Gross-Prasad予想

注意 4 これらの予想／定理に統一的な解釈を与える理論を構築しようという試みは，

主に Ben-Zvi,SakellaridisおよびVenkateshにより近年特に精力的に推し進められて

いる．これについては，［32],[8]を参照

しかしながら，本稿で紹介する distinguished表現の特徴づけに関する予想／定理を

包含するような一般論といえるものは，まだ見つかっていないようである．
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1.2 準備

具体例を説明する前に，局所Langlands対応／予想について必要事項を簡単にまとめ

ておく．詳細は［16],[11, § 9, § 10]などを参照

群G(F)の既約表現は， L-パラメータとよばれる（いくつかの条件を満たす）群準同

型c/J:WF X SL2(C)→心によって大まかに“パラメトライズされる”と予想されて

いる．ここで，開はFのWeil群を表わし，直積群WFX SL2(C)をFのWeil-Deligne

群というまた， LG=G)<IWFはGのし群といい， GはGのLanglands双対群とよ

ばれる C上の簡約代数群である．

2 つの L—パラメータは， G の元による共役で移り合うとき同値であるという．群

G(F)のL-パラメータの同］直類の集合を<I>F(G)と表わすことにする．

特に G= GLnの場合 G= GLn(C)であり， GLn(F)のL-パラメータは群準同型

WF X SL2(C)→ GLn(C）とみなすことができる．以下では， GLn(F)のL-パラメータ

はGLn(C)に値をもつものとする．このとき， GLn(F)のLanglands対応とは次のよ

うな定理である．

定理 5(GLn(F)の局所Langlands対応，［15],[16]) 全単射

Irr(GLn(F)) ~ <I>F(GLn) 

で，様々な性質を満たすものが存在する．表現 1rE Irr(GLn(F)) に対応する L—パラ

メータを侶と表わすことにする．

もちろん単に「全単射が存在する」というだけの主張では定理としてあまり意味を

なさないので，全単射を特徴付ける「様々な性質」の内容が重要になる．本稿ではそれ

らの性質を直接には扱わないので，詳細には立ち入らない．

一般の簡約群Gの局所Langlands対応は未解決であり，いくつかの点で GLNの場

合と異なると考えられている第 1に， G(F)の表現だけでなく， G(F)の純内部形式と

よばれるいくつかの群の表現をまとめて考える必要がある．第2に，既約表現の集合か

ら L—パラメータの集合への写像は，全単射であるとは限らない．

本稿では， 2.3節で局所Gan-Gross-Prasad予想の主張を述べる際に， G= SOn+l X 

sonの場合に限定して簡単に説明する．

簡約群Gの中心を恥と表わす．群G(F)の既約表現 1rE Irr(G(F))が離散系列表

現であるとは， G(F)の適当な指標xで， 7rR XがG(F)のユニタリ表現であり 7rR X 
の任意の行列係数がG(F)/Zc(F)上2乗可積分になるようなものが存在することを

いう．

全体を通じて，心： F→ CXしま Fの非自明な加法指標とする．上三角べき単行列全

体のなすGLnの部分群を Nとし， N(F)の指標仇vを

応（U)＝心(u1,2+ u2,3 + ・ ・ ・ + uN-1,N), u = (uij) E N(F) 

で定める．表現 1rE Irr(GLn(F))が（N(F),応)-distinguishedであるとき， T は生成

的(generic)であるという生成的な GLn(F)の既約表現の集合をIrrgen(GLn(F))と

表わす．



238

2.具体例 3種

2.1 {A)型： Shalika周期

群G= GL2nの部分群HとH(F)の指標Wを

H={(b ~) I g E GLn, X E Mn}, 

で定める．

叫；》＝心(tr(g―1X))

定義 6 表現 1rE Irr(G(F))に対し， Tの(H(F)位）凋期を Shalika周期 (Shalika

period)という．

次の定理は， Matringe([28], [29], [30])とKewat([20])およびKewat-Raghunathan
([21])の結果を総合するとしたがう．

定理 7 生成的な表現 1rE Irrgen(G(F))に対して，以下は同値：

(1) 7rは0でない Shalika周期をもつ．

(2) L-パラメータ侶： WFX SL2(C)→GL2n(C)はシンプレクティック群SP2n(C)
に値をもつ．

さらに， Tがこれらの条件を満たすならば次を満たす：

(3) 7rの2階外積し因子L(s,n:, /¥2)はs=Oに極をもっ．

注意 8 表現 Tが離散系列表現であれば，条件 (1),(2)は（3)と同値である．

定理 7は，保型L関数に関する次の定理の局所類似として理解することができる．

定理 9(Jacquet-Shalika [19]) 
Fを代数体， AをFのアデール環とし， TをGL2n(A)の既約尖点保型表現とするま

た，部分群H とH(A)の指標巾を上と同様に定義する．このとき，以下は同値：

(1) ある保型形式 ¢€T に対して

J cp(h)W(h)-ldhヂ0.
fa.XH(F)¥H(A) 

(2) 2階外積保型L関数L(s,n:,/¥りはs= 1で極をもつ．

条件（1)に現われる積分は Shalika周期積分という．これは HomH(A)(7r,qの元を

定めていることに注意する．論文 [19]では，保型L関数L(s,n:,/¥りの Rankin-Selberg

積分による構成を与えており，その積分には Shalika周期を構成する部分群H と指標

屯が現われる．さらに， Rankin-Selberg積分の留数にはShalika周期積分が現われる．

このように，保型 L関数の Rankin-Selberg積分に現われる周期の局所類似に対し

て，非自明な周期の存在と L因子の極もしくはそれに付随する L-パラメータの条件が

同値であるという例が， Shalika周期の他にもいくつかある．
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2.2 (B)型：ユニタリ周期

局所体EをFの2次拡大とするまた， W をE上のn次元非退化エルミート空間

とし， W の等長変換全体のなす G= GL(W)の部分群を H=U(W)とおく．これを

ユニタリ群という．

ここで， GはWeilの係数制限ResE/FGLn,Eと同一視することでF上の代数群とみ

なしている特に G(F)= GLn(E)であることに注意する．

定義 10 表現 1rE Irr(G(F))に対し， T の H(F)周期をユニタリ周期 (unitary
period)という．

ユニタリ周期は底変換リフトで特徴づけられるので，ここで底変換リフトについて

簡単にまとめておく． 2次拡大EのWEはWFの指数2の部分群なので， L-パラメー

タの制限

Res~: 如（GLn) →虹(GLn); </J→</JlwExSL2(1C) 

が定まる．したがって，写像BCE/F: Irr(GLn(F))→Irr(GLn(E))で，次の図式を可
換にするものがただ 1つ存在するただし，水平の写像はいずれも局所Langlands対

応による全単射である：

Irr(GLn(F))~ <PF(GLn) 

BCE/F! (J !Res~ 

Irr(GLn(E))二→虹(GLn)

この写像BCE/FをGLn(F)から GLn(E)への底変換リフト (basechange lift)と

いう．底変換リフトの性質については［1]を参照．
ユニタリ周期と底変換リフトの関係は，次のようにまとめられる．

定理 11(Feigon-Lapid-Offen [10], Beuzart-Plessis [5]) 

既約表現 1rE Irr(G(F))に対して以下が成り立つ．

(1) 7rがH(F)-distinguishedならば T は底変換リフトの像Image(BCE/F)に含ま

れる．

(2) 7r E Irr gen (G(F))とすると，

「½deg BCi,;/F(n)l Hが準分裂のとき，
dimHomH(F)(n,C) = {[」degBCE/Fけ）」 そうでないとき

が成り立つ．

ここで， BCE/Fの次数degBCE/Fしま以下のように定義される写像

degBCE/F: Irr(G(F))→Z:::,:o 

である．既約表現の集合Irr(GLn(F))とIrr(GLn(E))には，既約表現の Langlands分

類およびLevi部分群の不分岐指標群の複素トーラス構造から，自然に複素代数多様体

の構造が入る．この代数多様体構造に関して BCE/Fは有限平坦射になることが知られ

ているので， 1rE Irr(G(F))におけるその次数を degBCE/Fけ）と表わす．詳細につい

ては [5,§ 5.1]および [27]を参照
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注意 12 定理 11でdegBCE/Fを使うのは生成的な表現に対してだけである．表現 T

が生成的ならば， degBCE/Fけ）は次のように明示的に与えることができる．生成的な

表現 7rE lrrgen(G(F))は，放物型誘導を使って

T ～ △1 X△2 X • • • Xふ

の形で表わすことができるここで，各△，は GLnJE)の互いに unlinkedな既約離
散系列表現であり， n=凡＋巧＋・・・十叫しま nの分割とする． このような表示は

△丘．．，ふの並べ替えを除いて一意的である．

このとき， 1rE lmage(BCE/F)ならば

log2(degBCE/Fけ）） ＝ ＃｛i I△: ～ △;} 

が成り立ち， 1r(/_ Image(BCE/F)ならばdegBCE/Fけ） ＝ 0である．ただし， log2は2

を底とする対数， eをGal(E/F)の非自明な元とし，凶は凶（g)＝△;(c(g))で定まる

GLni(E)の表現とする．

定理 11(1)は，Jacquetにより 80年代に予想され，相対跡公式の理論を開拓するこ

とでJacquet自身が証明した，次の定理の局所類似と見ることができる．

定理 13(Jacquet [17], [18], Lapid [22], Aizenbud-Gourevitch [2]) 

E/Fを代数体の 2次拡大」守」田をそれぞれF,Eのアデール環とし， TをGLn(A幻
の既約尖点保型表現とする．このとき，以下は同値：

(1) 2次拡大 E/Fに関するあるユニタリ群 HC ResE/F GLn,Eと，ある保型形式

¢ €T に対して

J cp(h)dhヂ0.
H(F)¥H（幻）

(2)バま GLn（幻）のある尖点保型表現の底変換リフトである．

Prasad [27]は次のような設定において，定理 11の一般化となる予想を定式化し

た．群 H を局所体 F上の準分裂な連結簡約代数群， E/Fを2次拡大とし， G=

ResEJFHとする． このとき， G(F)の表現の H(F)周期をしばしば Galois周期

(Galois period)という．

Prasadはある 2次指標 WH:H(F)→ ｛士1}および， H の反対群 (opposition
group)という F上の準分裂簡約代数群 H°Pで， H岱p".:::'. HEとなるものを構成した．

このとき， Prasadの予想（［27,Conjecture 13.3])は大まかにいうと次のようなもので

ある：

(1)表現1rE Irr(G(F))が (H(F)心H)-distinguishedならば， T はflOP(F)の表現

の底変換リフトである．

(2)生成的な表現 7rE lrrgen(G(F))に対して， dimHomH(F)(1r占 H)は底変換リフト
の次数を使った明示的な式で表わせる．

例えば群 Hがユニタリ群の場合呵は自明指標，fl0P= GLn,Fとなり， Prasadの

予想は定理 11の主張と一致する．
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逆に H= GLn,Fとすると HOPは準分裂ユニタリ群， WH= rJ7l:;F o detとなる．ただ
し，枷／Fは局所類体論において2次拡大E/Fから定まる FXの2次指標である．この

とき， G(F)= GLn(E)の表現の (H(F),w叶周期は (A)の系統にも属しており，対応
する周期積分は浅井Lー関数の Rankin-Selberg積分に現われる．この場合の Prasadの

予想は正しいことが確かめられている．

また，低次元のいくつかの群，例えばH= 8L2, 804, 805, G8p4などの場合 Prasad
の予想はH.Lu ([23], [24], [25], [26])によりテータ対応を使って証明されている．他

にも，超尖点表現の場合は C.Zhang [45]とC.Wang [41]によりタイプ理論を使って

部分的な結果が得られている．

2.3 {C)型：局所Gan-Gross-Prasad予想

局所Gan-Gross-Prasad予想（以下「局所GGP予想」と省略する）は， Gross-Prasad 

[12]により SOn+1x sonの表現についての予想として発表され，のちに Gross-Prasad 

[13]とGan-Gross-Prasad[11]において様々な古典群に対して一般化された予想であ

る．保型表現に対する「大域GGP予想Jと区別するために「局所」と有徴化している．

なお現在では（アルキメデス局所体の場合も含め）すべての場合で解決しているた

め，本来は「GGP定理」というべきところだが， 「GGP予想」という名前が定着して

いるので慣例にしたがって「予想」と呼ぶことにする．

ここでは [12]に基づいて次のような設定を考える：

• V:局所体F上のn+l次元の非退化な 2次空閻．ただし，vから定まる特殊直
交群80(V)は準分裂であるとする．

• W: Vの余次元 1の非退化な部分空間このとき， 80(W)は自然に 80(V)の
部分群とみなせることに注意する．

• G = 80(V) x 80(W). 
• H = 80(W)とし，対角埋め込みh→ (h,h)により HをGの部分群とみなす．

局所GGP予想の主張を述べるには，群Gに対する局所Langlands予想が必要であ

る．群GのLanglands双対群eは次のようになる：
応｛箪(C)xson(C) nが偶数のとき
80n+1(C) X 8pn-1(C) nが奇数のとき．

局所Langlands予想の主張において，次で定義される有限群品の既約表現が重要な役

割を果たす．

定義 14 L—パラメータ¢: WF X 8L2(C)→心に対して，eにおける¢の像の中心
化群を Za(<P)とし， Za(<P)の単位元を含む連結成分を Za(<P)oと表わす．このとき，群

Za(<P)/Za(<P)oを品と表わし，¢の S群(S-group,component group)という．

群eの形から，s<1>はZ/2Zの有限個の直積と同型である．特に，s<1>の既約表現は2
次指標のみである．

一般の群の局所Langlands予想では， GLN(F)の場合と違い， 1つの群Gだけでな

< Gの純内部形式と呼ばれる複数の群の表現を一斉に扱う必要がある．
体F上のn+l次元の非退化な 2次空間V'で， Vと同じ判別式をもつものから定ま

る特殊直交群SO(V')を， 80(V)の純内部形式というそのような V'と， n次元の非
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退化な 2次空間W'でW と同じ判別式をもつものに対して， G'=SO(V') x SO(W') 

はGの純内部形式である．群Gの純内部形式の集合を X(G)とする．

予想 15（局所Langlands予想） 全射

II Irr(G'(F))→如(G)
G'EX(G) 

で，様々な性質を満たすものが存在する．特に次の性質をもつ：

(1)各L-パラメータ¢ €仇F(G) のファイバー II¢ は有限集合である．これを¢の

L—パケット (L-packet)という．

(2)群GのWhittakerデータ＊1を1つ固定すると，全単射II¢ 為 Irr(S¢)が定まる．

以下，群 G の Whittaker データを固定する．各 L—パラメータり E <I>F(G)に対して

Xのを，¢の部分表現のルート数を使って［11,§6, §17]で明示的に構成された品の

2次指標とする．次の定理が， SOn+lX sonの場合における局所GGP予想の主張で

ある．

定理 16(Waldspurger [33], [34], [35], [36], Mreglin-Waldspurger [31]) 

予想 15 を仮定する．このとき，群 G(F) の生成的な表現を含む L—パケット II¢ に対し

て以下が成り立つ．

(1) L-パケット几にはdistinguished表現がちょうど 1つ含まれる．

(2)唯一のdistinguished表現 T €山に対応する品の指標は X¢ である．

このように， 「L-パケットに属するどの表現がdistinguishedなのかをルート数に

よって記述する」という形式の予想／定理を e—二分法 (E-dichotomy)という．

3.重複度公式

GGP予想を証明するため， Waldspurgerは重複度公式という道具を導入した本節で

はWaldspurgerによる証明のごく簡単な方針と，重複度公式の研究の最近の進展につ

いて説明する．

3.1 GGP予想の証明方針
代数群Gと部分群Hは条件 1を満たす組とし， xをH(F)の指標とする．

定義 17 既約表現 1rE Irr(G(F))に対してm(n,x)= dimHomH(F)(n,x)とおき，こ

れを Tの(H(F），妙周期の重複度 (multiplicity)という．指標xが自明指標のとき
は単にm(n)と表わす．

任意の既約表現 T に対して m(7f,x) が高々 1 であるとき，（H(F),x)—周期は重複度

1定理 (multiplicityone theorem)を満たすという．

注意 2で述べたように， HomH(F)(n,X)は有限次元であると予想されている．これは

一般には証明されていないが，以下で扱う具体的な場合では，いずれも正しいことが知

*1 Whittakerデータの定義などについては，［12,§ 3, § 4]または［11,§ 9]を参照
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られている．

以下しばらく G= SOn+l X sonとH=SOnを2.3節で考えた代数群の組とする．

このとき H(F)ー周期は重複度 1定理を満たすことが（局所GGP予想の証明とは独立

に）知られている．

定理 18(Aizenbud-Gourevitch-Rallis-Schiffmann [3], Waldspurger [37]) 

任意の既約表現 1rE Irr(G(F))に対してm(n)~ 1が成り立つ．

Waldspurgerは，既約表現 1rE Irr(G(F))に対してffigeom(7r)という鼠を定義し，幾

何的重複度(geometricmultiplicity)と名付けた幾何的重複度の詳しい定義は

[33, §13.1, §7]を参照次の 2つの定理が局所GGP予想の証明の核である．

定理 19(Waldspurger [33], [34]) 

(1)任意の緩増加既約表現 1rE Irr(G(F))に対してm(n)= ffigeom(7r)が成り立つ．

(2)群G(F)の緩増加表現からなる Lパケット几に対して

L ffigeom(n) = 1. 
在 II¢

(1)のような，周期の重複度と幾何的重複度を結ぶ等式を重複度公式 (multiplicity

formula)という．

定理 19の2つの主張を合わせると，緩増加表現に対する定理 16(1)の主張が直

ちにしたがう．一般の場合の主張を緩増加表現の場合に帰着する議論は Mmglin-

Waldspurger [31]でなされている．

注意 20 定理 16(2)を示すには重複度公式だけでは不十分で，ルート数に対しても次

のような重複度公式の類似を示す必要がある．

群G= SO(V) x SO(W)に対して G= GL(V) x GL(W)とおき， VxWから双対

空間 V*X w＊への線型同型全体のなす G(F)-torsorをG(F)とする．緩増加な既約
表現 1rE Irr(G(F))のendoscopicリフトとして得られる IIE Irr(G(F))は，適切な意

味でG(F)の「表現」丘に拡張できる．

Waldspurgerは[35]において，丘の捻られた Harish-Chandra指標を使って，ルート

数に対する幾何的重複度の類似Egeom(IT)を定義し，等式E(l/2,II) = Egeom(IT)を示し

た．これが，ルート数に対する重複度公式の類似である．さらに [36]では，この等式と

重複度公式を endoscopic指標関係式で結びつけることで，緩増加表現に対して定理 16

(2)を示した

3.2 重複度公式の進展

2節で言及した他の 2つの周期， Shalika周期とユニタリ周期についても，重複度公式

が証明されている．この節では，これら 2つの重複度公式の具体的な形を説明する．

いくつか記号を準備しておく．

●簡約代数群Gに対して， 1rE Irr(G(F))のHarish-Chandra指標を 0Tとする．

•群 G の F 上楕円的な正則半単純共役類の集合を reu(G) と表わす．
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(B)型： Galois周期

Beuzart-Plessis [4]は，一般に Prasadの予想の設定で Galois周期に対する重複度公

式を証明した．群Hを局所体F上の準分裂な連結簡約代数群 E/Fを2次拡大，xを
H(F)の指標とし， G= ResE;FHとする．このとき HはGの対称部分群なので，注
意 2で述べたように重複度は有限であることが知られている．

Galois周期に対する重複度公式は次の定理で与えられる．

定理 21(Beuzart-Plessis [4]) 

離散系列表現1rE Irr(G(F))に対して幾何的重複度mgeom(7r,X)を

叫 eom(7r,x) = l 炉 (x)0土）x―1(x)dx 
I'en(H/A叫

で定義する．ただし， AHはHの中心の最大分裂トーラス， DHはHのWeyl判別

式とし， dxはI'en(H/A叫の適切な測度とする＊2. このとき，重複度公式 m(1r,x) = 
叫 eom(Ir,X)が成り立つ．

定理 21の証明には局所相対跡公式 (localrelative trace formula)を使う．これ

について簡単に説明する．試験関数f:G(F)→ CはSchwartz-Harish-Chandra関
数で，

f(xg) = x(z)f(g), z E Z叫F),g E G(F) 

を満たすとするただし ZGはGの中心を表わす．

さらにfは尖点形式 (cuspform)である，i.e.Gの放物型部分群Pでp£; Gとな

るものに対して，そのべき単根基を Uとすると

J f(ug)du = 0, 
U(F) 

g E G(F) (1) 

が成り立つと仮定する．このとき相対跡 (relativetrace) I(f, x)を

I(f,x) = f f f(x―1hx)い（h)dhdx
H(F)¥G(F) J H(F)/(ZanH)(F) 

で定める．この積分は絶対収束する ([4,Theorem 3.1.1]).相対跡公式のスペクトル側

(spectral side) lspec(f, X)を

IspecU, x) =ど叫1r,x)tr(1rv(f))
T 

で定める．ただし，右辺の和は離散系列表現1rE Irr(G(F))で中心指標がxlza(F)に等

しいものをわたり， 7rvはTの反傾表現を表わす．

また，幾何側(geometricside) I geom (f, X)を

I geom (f, x) = 1 炉 (x)0八x)x―1(x)dx 
f'eu(H/AH) 

(2) 

*2詳しい定義は [4,§ 6.1]を参照
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で定めるただし， G(F)の正則半単純元の集合上の関数街は，fの重さ付き軌道積分

(weighted orbital integral)とする．

このとき，次の等式を局所相対跡公式という．

定理 22(Beuzart-Plessis [4]) 上の状況で，等式

IgeomU, x) = I(J, x) = IspecU, x) 

が成り立つ．

注意 23 Beuzart-Plessisの証明 [4,Theorem 5.1.1]では，より一般に強尖点的

(strongly cuspidal)な試験関数fに対して幾何側の展開を示している． ここで，

f: G(F)→Cが強尖点的であるとは， Gの放物型部分群PでP£;; Gとなるものに対
して M をその Levi部分群とすると，等式 (1)が任意のgE M(F)に対して成り立つ

ことをいう．定義から明らかに「尖点形式ならば強尖点的」であることに注意する＊3.

注意 24 定理 21の2つ目の等号（スペクトル側の展開）は Plancherel公式から容易

にしたがう．この場合の局所相対跡公式の証明で本質的なのは，幾何側の展開を示す部

分である．

局所GGP予想の証明では緩増加表現に対する重複度公式が必要だったこれを示

すには緩増加表現が現われるようなスペクトル側の展開を示す必要があり，定理 22の

スペクトル側の証明よりもずっと難しい．

Galois周期に対する重複度公式は，定理 22から直ちにしたがう．

定理 22⇒定理 21の証明
離散系列表現1rE Irr(G(F))の中心指標がxlzc(F)に等しいとする．表現Tの行列

係数f:G(F)→Cでf(l)-/c 0となるものを 1つとる．このときfは尖点形式である
ことに注意する．

また， Tの形式次数を d(1r)と表わすと 01= d(1r）ー1j(1)0,rが成り立つ ([4,Proposi-
tion 2.6.1]).これを幾何側の展開I(J,x) = IgeomU, X)に代入すると

I(J, x) = d(1r）ー1f(l)mgeom(1r, x) 

が得られる．

一方で，既約表現 TE Irr(G(F))に対して T学Tならばtr（げ（J))= 0であり，
T ~ 7rならばtr(Tv(j))= d(1r）ーif(1)である． したがって，スペクトル側の展開

I(J, x) = IspecU, x)から

I(J, x) = d(1r）ー1f(l)m(1r, x) 

が得られる．この 2つの等式を比較すると m(1r,x) = mgeom(1r, X)が得られる． ロ

注意 25 ここでは Galois周期の場合の証明だけを説明したが，現在知られている軍

複度公式は，すべて局所相対跡公式の幾何側とスペクトル側の展開から導かれている．

*3強尖点的という概念はWaldspurger[33]により導入されたこのように用語がやや紛らわしくなった理
由は，［34,§ 2.5]での “cuspidale"の定義が通常の尖点性の定義と異なるためであると思われる．
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幾何側の定義である等式（2)は，定理 21における幾何的重複度の定義において，

Harish-Chandra指標01[を重さ付き軌道積分0Iで置き換えただけである．これは現在

知られているすべての重複度公式に共通する事実であり， C.Wan[40]は一般の (G,H)

に対する幾何的重複度もそのようにして得られると予想している．

(C)型：一般化Shalika周期

C.WanとBeuzart-Plessisは［6]において，次のような少し一般化された設定で

Shalika周期の重複度公式を証明したまずCをF上の中心単純環とし， G= GL2(C) 
とおく．部分群H とH(F)の指標Wを

H={(g ;) I g E ex, X E C}, w((〖;》=心(trc(g―1X))

で定めるただし，心はFの非自明な加法指標とし，trc:C→ FはCの被約トレー
スとする．このとき，表現 1rE Irr(G(F))の(H(F),w)ー周期を一般化Shalika周期と

いう．特に C= Mn(F)の場合は2.1節で定義した Shaika周期と一致することに注怠
する．

幾何的重複度の定義のために， Harish-Chandra指標の展開について記号を準備する

必要がある．

定理 26(Barish-Chandra [14]) x E G(F)を半単純元とし，gX をGにおける X

の中心化群 GxのLie環とするまた，べき零軌道oe gx(F)に対して 9oを，軌
道積分の Fourier変換で定まる恥(F)上の distributionとする．このとき，既約表現

1r E Irr(G(F))と各べき零軌道oe gx(F)に対して，定数C1r,o(x)E (Cと恥(F)にお
ける 0の近傍Wxで

01r(xexp(X))＝苫ら，o(x)Jio(X), XE  Wx 

を満たすものが存在する．これをxにおける Harish-Chandra指標0Tの展開という．

既約表現 1rE Irr(G(F))と半単純元XEG(F)に対して，

⇔(x) = {rreg(x)|―1ど。ENreg(x)C1r,o(X) らが準分裂のとき
〇 それ以外

とおく．ただし， Nreg(x)は恥(F)の正則べき零軌道の集合とする．一般化Shalika周

期の爪複度は次で与えられる．

定理 27(Beuzart-Plessis-Wan [6]) 

離散系列表現 1rE Irr(G(F))に対して幾何的重複度mgeom(7r,W)を

匹 eom(7r,w) = i炉(x)伶(x)dx 
ren(Ho/AH) 

で定義するただし Hの部分群H。は

H。={ (5 ~) I g E ex} 
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で定め， AHしま H の中心の最大分裂トーラス， DHはH のWeyl判別式とし， dxは

reu(H。/A叫の適切な測度とする．このとき，重複度公式m(1r，'11)= mgeom(7r,'Y)が成
り立つ．

注意 28 Galois周期の幾何的重複度の定義では，表現の Harish-Chandra指標 07rそ

のものが積分の中に現われていたが，これは特殊な現象であり，局所GGP予想の場合

なども含めて一般には定理 27のように Harish-Chandra指標の展開係数が現われる．

注意 29 c.w皿は [40]において，次のような一般的な設定で幾何的重複度の定義を
与え，重複度公式と局所相対跡公式の予想を定式化した．

群 GはF上の簡約代数群であり，部分群 H とH(F)の指標xは以下の
(i)'(ii)のいずれかを満たす：

(i) Hは簡約な Gの球部分群

(ii) Gの放物型部分群 Pと，その Levi部分群M，べき単根基 UおよびM

の簡約な球部分群 H。であって， H＝H。Uを満たし，xはH。(F)上で
自明かつ xlu(F)がU(F)の非退化指標となるものが存在する．

本稿で言及した Shalika周期， Galois周期局所 GGP予想を含め，現在までに重複度

公式が示されている例はいずれも(i)'(ii)のどちらかの条件を満たし，［40]の予想はそ

れらすべての場合に正しいことが確かめられている．

現在までに予想が確かめられている他の例については， C.Wan[38], [39], Wan-

Zhang [42], [43], [44]とBeuzart-Plessis-Wan[7]を参照
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