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概要

2次元の相互作用のないBloch電子系のⅡall伝導度を考察する｡このとき､ノ.''ンドギャップが庵小
となる点は2+1次元のDiracフェルミオンと見なすことができるが､一般にBloch電子系のE叫l伝導 ,

度の値は､DiraL:フェルミオンを用いた議論では与えられないことを示す｡その一方で､ハミルトニア

ン中のパラメータを変化させた時にギャップが閉じるとⅡal1伝導度は変化するが､この変化はDiracフェ

ルミオンを用いた談論で正しく与えられることを証明する｡証明には､3+1次元におけるNielsen-Ninomiya

の定理の ìntuitivetopologiCalproof'を応用する｡この証明を通じて､Ⅱall伝導度のトポロジカルな側
面とDiracフェルミオンの関係が明らかにされる｡

1 序論

皇子Ⅱal1効果の発見 【1】以来,2次元電子系のⅡal1伝導度の理論的な理解についてもいろいろな努力がなされて

きた 【2】｡実験で見られるⅡal1伝導度の量子化には不規則性の存在が本質的だと考えられているが､前捻として､ま
ず不親則性がないバルクの系でエネルギーギャップが存在していて､フェルミ準位がギヤツ.プ中にある時にIIall伝

導度が量子化されているということが重要であろう｡例えば自由電子系の場合には､1電子状態はギャップで隔てら

れたLandau準位となり､それぞれのLandau準位はⅡall伝導度にe2/hの寄与をする｡
相互作用はないが周期的ポテンシャルがある場合､単位格子あたりの磁束が有理数ならばBlochの定理が適用で

き､1電子状態はギャップで隔てられたバンドの集まりとなる｡これを自由電子系に周期的ポテンシャルを印加して

いったと考えると､一つのLandau準位がいくつものサブバンドにわかれるので､各サブバンドのEall伝導度への

寄与は分数(×e2/h)になりそうにも思える｡しかし､Thouless,Ⅹohmoto,NightingalCとdenNijs(TENN)[4】は
サブバンドのⅡal1伝導度への寄与は常に並数になることを示した｡自由電子系のLandau準位とは異なり､この基

数は場合によって符号を変えることも興味深い｡実験でもこれに対応すると考えられる現象が戟測されている 【3】｡
また､この整数は磁気Brillouinゾーン上でのトポロジカル不変量であることがKohmoto【5】によって指摘されてい
る｡

Eal1伝重度がトポロジカルな意味を持つことはIshikawaら【6】によっても示されており､実験で観測される正確

な量子化との関係が論じられている｡また､最近Eatsugai [7lは端のある系でのEall伝導度も一種のトポロジカル
不変量であることを指摘している｡

一方､一般に大きな系の低エネルギーでのふるまいは､適当な場の理論で記述できることが多い｡この考え方を

今の閉塞に適用すると､バンドギャップが庵小となる点のまわりの低エネルギー励起は2+1次元のDiracフェルミ

オンとして扱える｡すると､Bloch電子系のEan伝導度についてもDiracフェルミオン (の集まり)として扱うこ

とが考えられる｡しかし､本来Bloch電子系のEal1伝導度は磁気Brillouinゾーン全域にわたっての積分で与えられ

ているのに対し､Diracフェルミオンを用いた諌論はギャップが庵小となる点の近傍しか見ていないので､これが正

しいかどうかは自明ではない｡そこで､本講演ではDiracフェルミオンを用いた議論がBloch電子系のⅡall伝導度

について有効かどうか､およびトポロジカル不変量としてのHal1伝導度との関係について諌諭した｡
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2 ナイーブな期待に対する反例

質量mのDiracフェルミオンのⅡal1伝導度を適当な方法により計算すると､-e2/2hsgnm となる【12,13,14】｡

これからまず期待されることは､Bloch電子系のⅡal1伝尊皮はフェルミ準位のあるギャップの極小に対応するDirac

フェルミオンからの寄与の和で与えられるということである｡この考えに基づいた談論はいろいろな人 【10,ll,15,
13]によってなされている｡実際､ある種のタイトバインディング模型では正しいようであるが､一般にはこの期待
は正しくない｡

反例として､正方格子上で最近接および次近漢ホッピングがあり､単位格子当たりの磁束が1/3であるようなタ

イトパインティング模型を考える｡最近接ホッピングの大きさを1､次近凍ホッピングの大きさをtcとする｡

このモデルのエネルギースペクトルとEall伝導度はEatsugaiとⅨohmoto【9】によって調べられている.その結

果を用いると､例えば0<tc<0.3で各ギャップは3箇所で庵小になる｡一般に3つ以上のバンドがある時､ギャッ
プの鹿小とDiraCフェルミオンの対応は明確ではないが､あるギャップが他のギャップに比べて非常に小さい時には

そのギャップをはさむ2つのバンドのみを考えることが正当化でき､Diracフェルミオンがwel1-de丘nedになる｡今

のモデルでは､tc～0.268･で2番目のギャップが閉じるので､少なくともその点の近傍ではDiracフェルミオンが3

つあると言える｡よって､先程の期待によれば2番目のギャップにフェルミ準位がある時､Ⅱal1伝導度はe2/hの半
寄数倍になる管である｡しかし､TXNNの一般論によってHal1伝導度は必ずe2/hの整数倍なので､Diracフェル
ミオンを用いたナイーブな期待は正しくない｡

3 主定理

それでは､Dira£フェルミオンを用いた議論はBloch電子系のHal1伝導度に対して無意味なのであろうか｡実は

そうでもなく､以下に示すことが成立する｡

単位格子あたりの磁束を一定にしてハミルトこ.アン中のパラメータを変化させることを考える｡ (例

えば､前節で挙げたモデルで次近接ホッピングtcを変化させる｡)このとき､Hall伝導度はトポロジ
カル不変量なので通常は変化しない｡ただし､ (フェルミ準位の存在する)ギャップがつぶれた時には

Ⅱal1伝導度は変化する｡このときのⅡal1伝導度の変化はDiracフェルミオンを用いた諌論で正しく与え

られる

4 Hall伝導度 と Chern 数

主定理の証明を説明する前に､準備としてBloch電子系のⅡall伝導度について簡単にレビューする｡周期ポテ

ンシャル中の相互作用のない電子系について､単位格子あたりの磁束が有理数の時､拡大した単位格子を考えると

Blochの定理を適用することができる｡すると､各 (結晶)運動量k-について独立なSchradinger方准式

h(k-)ukL(r7=uuur7 (1)

を考えることができる｡ここでは バンドを表し､宛(rリト 般化されたBlochA件を満たす波動関数である｡

以下一つのバンドに注目し､バンドの添字は省く｡各k-について波動関数uk-(r7の位相を勝手に変えても良いこ

とに注意する｡これはBrillouinゾーン上でのU(1)ゲージ変換である｡さらに､Brillouinゾーン上でベクトル場

A(A-)= (u (A-)IV klu (k-)) = /M UG d2ruL" rl ∇huk･(rl (2)

を定義すると､これは先 ほ ど の ゲ ー ジ 変 換 に 対 応 す る B rillouin ゾ ー ン 上 の ゲ ー ジ 場 に な る｡ 数 学的にはBri1louinゾー

ンを底空間とする フ ァ イ バ ー バ ン ド ル を 考 え る こ と に な る ｡

さて､ こ の ゲ ー ジ 場 を 用 い る と 線 形 応 答 理 論 (N akano-E tlbo 公 式 ) に よ ると ､ あ るバ ン ド の Ⅱ al 1伝 導 度 への寄

与は

q- - 言 去 /M B Z d2k∇ k X A (k-) (3)

で 与 え ら れ る O Stokes の 定 理 を 用 い る と 一 見 o･印 は 常 に ゼ ロ に な っ て し ま い そ う だ が ､ q印 は も ち ろ ん 有 限 の 値 を

取 り 得 る ｡ こ れ は フ ァ イ バ ー バ ン ド ル の 非 自 明 な ト ポ ロ ジ ー に 関 連 し て い て ､ 一 般 に は 一 つ の ゲ ー ジ 固 定 (波 動 関 数
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の位相の決め方)でBrillouinゾーン全体をなめらかに覆うことはできず､Brillollinゾーンをいくつかの開集合で被

社し､それぞれで別のゲージ固定をしなくてはならない｡例えば具体的に､適当な波動関数との内積(alu(A-))が実数
になるようなゲージ固定を考える｡これは一般になめらかなゲージ固定となりそうだが､内積がゼロとなるところで

は特異性を持つ｡そこで､内積のゼロ点のまわりでは別のゲージ固定をしなくてはならない｡すると､2つのゲージ

固定の問の位相のずれから(3)への寄与が生じる｡
内積のゼロ点をvortexと呼ぶことにする｡vortexのまわりでの位相のずれは一周すると必ず2汀の整数倍にな

る｡この並数をそのvortexのvorticityと呼ぶことにする｡すると､(3)よりそのバンドに対応するⅡal1伝導度は

C2/hx(totalvorticity)に他ならない｡vortexの位置はゲージのとり方によるが､totalvorticityはゲージに依存
せず､数学ではChemnllmberとして知られているトポロジカル不変量である｡

5 主定理の証明

主定理の証明の方法を衛単に述べる｡証明には､Nielsen-Ninomiyaの定理の ìntuitivetopo!ogiCalproof'【8】が
応用される｡

Ⅱal1伝導度の変化を考えるので､Eamiltonianがあるパラメータ人になめらかに依存していると仮定する｡こ

のとき､Blochの定理を適用したSchro6dinger方程式(1)も人に依存する｡もともと(1)にはk--(k"ky)がパラ
メータとして入っていたので､結局(kガ,ky,A)を座壕とする3次元のパラメータ空間上で倉 が定義されていると考
えられる｡

ギャップが閉じるという現象を考えてみよう｡すなわち､パラメータ空間上の一点(k-=k-',入ニス')で2つのバ
ンドのエネルギーが瀬退するのである｡

この点の近傍では､縮退する2つのバンドだけ考えることができる｡すなわち､有効ハミルトニアンとして2次

元の状態空間に制限したものを考えて良い｡これを

p-bc,py,pz)=(A(kc-kJ),A(ky-ky'),入一入+) (4)

の1次までで展開しよう｡2×2のEermite行列になること､p=0で爺退することに注意すると､一般に

9-E'1+a･pl+Vpyo･Ppv+0(p2) (5)

と書ける｡detV≠0というgeneriCな場合を考えることにする｡ここで適当なユニタリ変換とpについての一次変
換をおこなうと

9-sgn(detV)あqz+あqc+p～yo･y, (6)

の形にすることができる｡ただし､1に比例する項は本質的でないので落した｡また､p-I- (正の定数)×pzであ
る.これは質量sgn(detV)h の2+1次元Diracフェルミオンの1体のハミルトニアンに他ならない｡
すなわち､パラメータ人を変えていった時ギャップが閉じる点の付近ではDiracフェルミオンがあると考えられ

るが､ギャップが閉じる前後で質量の符号が変化する｡その変化の向きは展開係数Vpvの行列式の符号で決まる｡
なお､Nielsen-Ninomiyaの定理の証明においでは､(6)は3+1次元Weylフェルミオンの1体のハミルトニア
ンであり､あ は運動量の第三成分である｡今回の証明では､ハミルトニアンの依存するパラメータを導入すること

によって次元が1つ高い問題と形式的に同じ構造になったわけである｡ただし､今回の問題では人はもとのハミルト

ニアンが依存するパラメータであって､一次変換の際に運動量と混ざってはいけない｡この点はGram-Schmidt分

解を用いて解決される.｡

さて､次に3次元のパラメータ空間上で適当な波動関数回 について次のような集合

((k｡,ky,A)fjj:くalu''(k-;A))=0) (7)

を定義する｡内積の美都と虚部がゼロなので2つの自由度が固定され､この集合は曲線の集まりとなる｡これらの曲

線をVortexlineと呼ぶことにする｡Vortexlineの定義はvortexの定義と類似しているず､実際パラメータ空間のあ

る人での断面はその人についてのBrmouinゾーンであり､Vortexlineの断面がvortexである｡Vortexlineの向き
を､断面のvorticityによって定義することにする｡すなわち､図 1のように断面のvorticibrが正ならばvortexline

は上向き､断面のvortidtyが負ならばvortex血eは下向きとする｡

すると､次の命題が成り立つ｡これらは有効ハミルトニアン(6)を用いて簡単に示すことができる｡
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図1:vortexlineの向きの定乱 断面のvorticityが正ならば上向き､負ならば下向きとする｡
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/

図2:ギャップが閉じる点 (detV>0)を通るVortexlineの例.断面のvorticityが+1で､上向きなので入<人事
では下のバンド､入>入書では上のバンドにある｡

●任意のギャップが閉じる点に対して､その点を通るvortexlimeが一つ存在する

●そのギャップが閉じる点においてdetV>0ならばvotex血eは､その向きに沿って見ると下のバンドから上
のバンドに移る｡detV<0ならば上のバンドから下のバンドに移る｡

これらを用いてギャップが閉じる前後でのEal1伝導度の変化を考えてみよう｡ギャップが閉じる点でdetV>0
と･しよう｡まず､vortex血eが入- 人事の付近で人が増加する方向に向かっている場合 (図 5)を考える｡このと
き､入ニ ス書の近傍では断面のvorticityは+1である｡人が増加して入書を超えると､このVortexlineは下のバン

ドから上のバンドに移るので､下のバンドのtotalvorticityは1減少する｡一方､Vortexlineの向きが逆だとする

と､断面のvorticibrは-1になるがVortexlineの移動も逆になるので､岡掛 こ人が増加して入書を超えると下のバ
ンドのtotalvorticityが1減少する｡従って､Vortexlineの向きによらず､人が増加して入書を超えると (フェルミ

準位がこ?ギャップの中にあるとき)Ⅱal1伝尊掛まe2/hだけ減少する｡
一方､Diracフェルミオンを用いて考えても､(6)より入<入WE<0)では質圭が負で,入>入*(p-Z>0)では
質量が正になるので人が増加して入書を超えるとⅡal1伝導度がe2/h減少することになり､正しい結論を与えること
がわかる｡
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detV<0の場合も同様に考えることができる｡また､同時に複数の点でギャップが閉じる時は､Ⅱal1伝導度の

変化についてはそれぞれの点での寄与を加えればよいこともわかる｡

6 結論

Bloch電子系のⅡall伝導度について､Diracフェルミオンを用いた謙静はⅡal1伝導度の値自体は与えられない

が､ギャップの閉じる点の前後での変化は正しく亨己述する｡後者は､Eal1伝導度がBrillouinゾーン上でのトポロジ

カル不変量であることの一つの帰結であると考えられる｡

この研究にあたり有意義な諌論をして頂いた甲元猿人先生と本研究会で有益な議論をして頂いた石川健三先生に

感謝します｡
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