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Ⅳ Flucもuation-D土ssipaもionTheorem

菖24_BroⅦlian inOtionとFlucも.laもion-dissipa七ion もheore皿

古典的な Langevまn eq.杏

●

u ニ ー γu､+ f用

f用 - F (ち)/ 孤

とか こうo rは抵抗係数 ,F(ち)は rand_om forceであるO -F用が

宇71(tl)F(七2)> = 0 七2 > 七1･

(24..1)

(24.2)

なる条件.即ち.random forceはそれ以前のuに関係ないことを仮定すれば

(24.1)から

< u(t)u(0)> ニ ーr<u(qu(0)> 七> 0

が得 らお るから､

<u(ち)71(0)> - < uZ>eTrも

(24.3)

(24.4)

が知れる｡

このBroⅥnianparもicleに外力 .たとえばeE(eは電荷',Eは電場の強

さ)が加わった場合.運動方程式が

u ニ ーγu+ f摘 +Ⅹ(ち) (24.5)

であ-るとしようO一般的にいえば. Tや fが外力によって影響されることだっ

てあり得るが.外力Kがあんまり大きくない限 り. Iinearな effec七を問題

にする範囲では､この仮定は許されるであろうO特に外力が
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K(t) - LReXoeta)ち (24.6)

のように周期的であれば.･一･･それに対するuのレスポンスは (24.5)の平均をとっ

て.

< 11拘 > - .A
Ko

T'+i(O eiwt= A 瑚 K｡ia'も

となるo 但し.random forceについて当然

< f (t)> - 0

(24.7)

(24.8)

が仮定されている. ここに平均はもちろん.rand･um_forceのあらゆる可能

性についての平均であるo qcOnduc)揖viもy"or(a･)紘

o(u)- r+ la)

で定義されているが､(24.~4)からわかるように､

o(也)-
<ぜ >J｡

○く〇

f<u(o)u(+U)> e-iwtdも

(24.9)

(42.10)

という関係が成立っているo特にenergydisBipationをあらわす LRe-3に

ついでは.

LRe瑚 - 甫 i J;< u(0)u(ち)>e-iatdt
l

2<u苧コ,C-u(a')

(24.･1王)

(24.12)

が成立つoここに Ciu(卯 ま.(9.7),(9.10)で定義されたuのPOWerSPeCもー
rumであるO

-瓦 (24.かからtO･uは fのPOWerSPeCtrun と哀 (日 .3)I,

Gu -
02 + r2 Cif

旺よって結ばれているoこれを (24.12)vEl入れると
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C24.ユ4)

が得られる｡

(24.エ0)は次節に述べるように.一般に成立つ関係で∴condudもivitya)

ようなad血ittanceが流れの相関函数で与えられること･を示すO (24.工2)紘

その定理の一部分であるが. energy-墾ssipaもionを表わす係数 (LRe6)が

外力がない場合でのその系の自然のゆらぎとしてのuのpOWerSpeCtrumで与

えられることを言うものであるO これが-巌にFluctua七ion-dis墾Pation

もheoremとよばれる定理であるo

(24.1か ま.この定理の別な義軍といってもよいがt抵抗係数 r-と∴ran血m

forcefとの関係であるC この簡単な話では､ Tは一定とし.ているが.それと

話が矛盾しないためには､randomforcefはwhiもer10is苧をもたねばな

らないO従ってまた､~f(t)の相関函数は

<f(tl)I(七2)>.- 2r< u2>8(七1- t2) (34.ユ5)

の形でなければならない｡

(24.15)は Niquis七が熱雑音について最初に示した関係で‥ 担q71is七の

定理とよばれているo これは Fluctuaもion-a-issipationtheore甲(24.12)

の別な表現といってよいこ 実臥 (24.1)の運動方程式によって (24.12)も 力

fのCOrTelaもionで義顎したのが (24.14),すなわち(24.15)である-a

特に､この粒子がほんとうにBroWn運動tつまり熱平衡にある媒質の中にあ

るとすれば.

<♂>
孤

したがって.(24.15)紘

<f(tl)f(七ゥ)> =上■
2rkT
孤
8(七1- も2) (g4.16)

これは (ll.9)で既に示したところであるO

上の考察をもつと-般的に拡暮しようoLangevineq.を拡張する方向は太
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きくわけてこつある.二 つは(a)抵抗係数の同波数依存性を含めること.もう-

つ軽くb)非線型への拡張であ妄言軸 主夫へん興味深く.又重要でもあるが､その

問題は劉な機会にゆずって.ここでは(a)を考えるC

これはまた.理論的にもぜひ必要なことであるo u用が randomprocess

とし一て Sもaちi､onaryであれば

a

肯 ㌻ < u(七1+ T)u(七2+T)>- 0

であるか ら.特 K'

I
< 11 u > - 0

がでるO ところで､(24.3)紘

(24.17)

(24.ヱ8)

1imく潮 も)u(0)> -十 < uゝ キ 0
●

i> o

を示しているO ∈担 ま-(24･4)が 七- 0では成立たなし1こと.すなわちt充分

短い時間について長.Langevineq.(24.1)が何らかの修正を要することを

意味する｡

そこで.抵抗係数 Tが時間に依るものと考えて.(24.1),(24.5)杏

七

封も)〒イ T(ち- tJ)u(bJ).dtJ+ f(i)+K用/m (24.ユ9)
a

のように修正するoとこにⅩ(七梅 外耳 ･i(七日まrandom forceであるO後者

については (24.2)と(24.8),すなわち

く f持)> -0
<u(も1) f(七2)> 芸o tl< 七2

を仮定するOこの仮定によって.Kit)- 0なら

< u掲 > ニ ー′O

が保証される｡また
I.4--･
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d も

言て<71(ち)u(0)> エイr(もーも′)<u(tJ)u(0)>dも'0
となるから

ち

I<u用 u(0)> e-ia'tdも -
0

く㌔>

i.W+γ[,J〕

が得 られるO ここに

○く)
r〔W〕 - / e-ia'も咽 dも0

である0-万.Kが週期的である場合､(24.ユ9)から

くu用 > -
m iia,+T(a)〕

E,ia,もし＼_′

が強制振動の解として得られるから. conducもiviもy crは

1 ユ
α==
m iw + r(Q)〕

(24.23)と照らし合せて再び (24.王0)

00

弼 _〒 去 fo<u(o)叫 )>e-iuもdt

が成立つことを知るO さらに.(24.ヱ4)あるいは (24.エ5)が

1 α〇

･r〔可 三で誘㌻ tJol<f(0)f" >e-idbdt

統計力学

(24.22)

(24.23)

(24.24)

(24.25)

(24.26)

(24.2カ

の形に.-般化されることも次のよう にして証明されるc X- Oの場合の一般放

されたLa=ユgeVin eq.(24.王9)を~J~:

. 七

f持)- u(tl+-I㍗(もーもFE)砥ぎ)dtJa

とかけは

. 七 .
< I(6)f(0)> - <(u(i)+/T(ち-tf)u(tJjdtJ)･u(0)>

O i ∫

ここで
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…

fe-iwt<71(i)u(o)>dt
0

く>〇

- io<u2>+ W2fe-iwt<u(ち)u(0)>d_七
0

ち .
fm葬 転も′,(もー t,)< u(tJ)u(0)>dt･
0 0

- r〔可 ノ㌘e-i如 くu(i)u(o)>d七0

--T〔W]ノ書 e-iwt<11(恥 to)> d七0

- ㍗〔項 <u2> - iwJ書e-iut<u(i)1i(0)>dH0

なることに注意すれば.(24.29)は ~

fw e-iwt<f(ち)i(0)> d七0

- (iw+r〔W])i<u2> - ia,<u2>q(aH - <u2>r〔可

を与える｡

ここに述べた一般化は必ずしも唯一の-ものではな-いかもしれないOたとえば

(24.王9)の代 りに

. ･ち
u(i)- -I r(七一七')u(tJ)dt'+f用+A(七)

一･<〉C

(24.3q)

とおくことも考えられ ようO 相違は何をrandom for(〕eとするか.それに対し

し七どれだけゐ条件をおくかであ為が.(24.30)･よりも (24.エ9)の方が簡単で

ある｡

(24.27)は静砂 尭Niquistの定理よりもひろい内容をもっているO 後に

後に述べるように､一般の力学の方程式が (24.19)に相当する形に書直される

ことは森氏によって示されているO これは大変重要なことに＼思われるG

一方. (24.19)の右辺のまう虹.系に-加わるカを､ sysもematicな外力K,

SyStenaもicな 抵抗力 ,それとrandom forcefに分ける.ことの意味は何で
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あろうかO以上の議論か らすればL.その解釈は (24.20a,b)の仮定と､その平

均の意味 ,それにここに仮定された線型性の中に含まれているわけであるq

蛋25.LinearResponseTheory

一般に.熱平衡にある系にある外力を加え.これに対するreSPOnLSeとして

その系のある物理量を観測するとき､外力があまり大きくない限り､response

と力 との関係は線型であって.その係数が一般的な意味でのadmitもanceとし

てこの線型関係を記述するO このadmittanceに対して (24.10)のような関

係式が一般に成立することを以下に示そうo

いま.考える系のノ､ミル トニアンが

Ht - LH(p,q_) - A(p･q)F･持) (25.1)

なる形に与えられたとしようoLu(P,q)は蛮力がないときの非摂動- ミル トニ

アン､F(七日ま外力 ,Aはそれに共匪な量であるO古典的な分布函数 f(p,q,

ち)はLiouvilleeq.

∂ f

- = (レ㌔,一 f )
∂ 七

に従がうo こ､1こに ( , )はPoissonカツコを表わすO(25.2)を

iよヲf - F(i)(A ,f)

CZ5.2)

(25.3)

と記すoiafは unPerもurbedLicllVilユeoperaもQr,第2項は外力による

運動であるO 熱平衡分布を

fo - C e- PK

とし. fを

f - fo+ F

とおいて. f'をFの一次まで求めるとすれば.(25.3)紘
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∂f'

一訂㌃ = igfJ- 叩 )(A,fo)

となるか ら. これを積分 して

f′- -ftei- ち.)(A ,fo)･叩 )d七,
一･才x⊃

を得る｡ ここに

Iim F(g
t-+-cc

を仮定 したO

(25.5)

(25.6)

(25.6)は簡単な意味をもっている｡ 時刻 も′で外力がデルタ函数 ,8(ち-t')

として与えられると.そのための分布函数の変化は

8f= - (A ,.f. )

となるO この変化はそれ以後 e遥 拝一七'Lcoぁらわされる自然運動として 七に至るo

F(七')ト-〇<甘く七)に Iinearな範囲ではこれ らを重ね合せればよいO それ

が (25.6)であるO

時刻 七で物理量Bを観測すると.その平衡値

Bo- f B fodll

(dTは位相空間での寮分)か らの外れ dBは

AB(i)-fB(p･9-)PdF
七

エイ fdPBe軍 (+U一七')(A･I.)F(I,)d七J
_.{〉く〕

で与えられる. これを

ち

AB(ち) ≡jL転 (もー も′)F(t′)dt'

とかけば

屯A(i)エイ d,BeiZcb-も′)(A,f.)
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となるO 上に述べたところによりl 屯適切ま七-0で与えられたデルタ型の外力
Fに対する33のreSPOnL_qeである｡ これをresponse func伍onとよぷ⊃

e25.9)はまた iよヲがmeaSureCOn声erVingであることに注意して部分積

分を行なうことにより (Eiはhermitian)

bA(+u) - T dT(A,f.)B用

- fdPfo(A ,B(i吊 .

の ようにも表わされるO ここに

B(ち)- e-i琉 B

=B(pt･qt)
は

pt - eTi-ftp , qt - e-ic2ftq

が Ham土工もon eq.

芸苧 ･'pt･H) ニ ー

dqも

㌻｢ = (qt,H)=

∂ n (pt･q;i)
aq+.

∂d (pt･q七)
aPfu

(25.10)

(25_王1)

(25.12)

忙したがうことか らわかる其うに,- ミル トニアンHによる力学量Bの自然運

動を意味する｡

量子力学的にも上述の こと-ははとん老そのまま鹿立つO分布函数の代 りに

densitymatrixpの運動を考えると.

若 -去 〔1,i ,p]
〒 .icip-耶去 〔A ･'p]

ここ紅量子力学的なLio.71Villeope･raもoricfは

ig p … 去 〔H･p〕

-195-

(25.13)

(25.14)



久保亮玉

で定義されるoこれに対して

eiどもp … eHt/i罷peW tA石

であることに注意するo

po- c e薄k'

P = Po+ PJ

として -(25.13)をFの一次までで解けば (25.6)に相当して

pJ,Ju,- 一定 e-id恥 も'塘 j_芸

(25.15)

〔A,p.〕eiH¢JJレ胃F(i,ldもJ
(25.16)

となるO βのreSPOnSe AB(JG)はやはり(25.8)の形にかかれる｡ response

func七ionは

qBA(ち)ニ ーTr音 〔A･po〕B用
∫

- TrpG〔A ∴斑七)-〕/i缶

となる｡ ここにB閏は He土senbergoperator
-_i

通レオBeTitH/缶B(+U)- e

(25.17)

(25.18)

(25.19)

である｡

(25,1q),(25.ll)またはCz5.17)I(25.18)は iirlearreSPO率 畠

もheoryの基礎的関係であるo Poissonbra･Cke七(A,B(甘)または

〔A･B(明 /i酎 ま, ち-0においてAに共匪な力が 8-函数的牢働くとき. ち

におけるBの reSPOnSeを表わすもの.すなわち一種のEinfluss funk一

七ionであるから､これをGreen函数と呼ぶのが近ごろのならわ しである｡

(25.4)からは直ちに

●

(A,fO)= -β(A･LU)f｡= -PAfo

されに対応した量子的な関係は
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I

●

一青 〔A･･po'-poJ‰ eふ㌔旨lu ･Aje-}YU0

- -pofPeん訂A e-LU
~0

であるから.(25.10),(25.工7)紘

毎A(i)- βfdI.foAB(t)- β<i(o)叩 >
●

β

転 用 - I dスTrp｡e隼 左Ie-IuU叩0

= fdよくe現 (o)iku叩 )i
O

の形にかかれるO

特に外力 F(ち)が周期的である場合 Ilesponseを

AB(t･)- LReERA(b)-Fo㌔止

とおいてadmiも弧CeX33A(u)を定義すると, 包A匝)が
C6

EBA(O)- / e-iutq3A(明朗0

(25.21)

{35.22)

(25.23)

(25.24)

(25..25)

で与えられることは明らかであるOこのようにして､admiももanceは一般に.

熟平衡状態で定義された(25.22)または(25.23)のような相関函数によって与え

られることになる.､この定理から.いろいろ重要な一般的な結論が導かれるの

であるが､ここではそれF乙は立入らない (R.Kubo,.J.Phys.Soc.Japan

ia 570 (1957)IBr主情in窮 LecもuresinThebre七icalPhyPics

vol王∴,Inもerscie･nce,工956, p.120､等 を参照されたし)O

526.一般的なLangevineq..の導出

蛋24に述べた問題をもういちど､より般本的な立場から考えてみよう,

BroWnianpar七icleに戯らくカは,周囲の粒子からくるものでt運動方程式

-言㌔
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に現われるカ ･Ftは考えているparticleの座標 ,運動量のほか.媒質粒子

のそれ_らを含む非常に複雑なものである. Langevineq.(24.1)叉は･その一

般化 (24.王9)はこのカをsyStema七icpartとr･andompar七の二つに分打

たものであるが､そのような分離がいつでもできるかは必ずしも明らかではな

いo

しかし.熱平衡に近い場合.扇○Ⅶnianparもicleの速さがあまlり大きく

はない場合に.立場を限定すればこれは可能であるCそれにしても､その分離

紘.Langevineq.をどう使うのか.目的によることである0 524に述べ

たように､その目的の一つは.ゆらぎとreSPOnSeとの関係を明らかにする

ことにある｡ これを認識した上で方針を立てるには.前節の一般論が拠所にな

る｡

(25.23),(25.26)をBrownianparticエeFCあてはめれば､

q(a･)-
ia)+ γ(a)]

-fwe-iwtfmd- IpoeLuu(o)e-kUu(t)0 0

¢4.23)で

<u2> - kT/m
とお き

<u(o)u't', -チ J.-Pd･- IP｡eん訂u(o'e-LUll用

- ((u(0)u用))

のように対応させればもちろん (24.23)紘(26.2)に一致する.

ここに便宜のため

･(A a))- ‡ J.Pd- -.eLuAe-LuB

(26.2)

(26.3)

(26_4)

を定義したO相関函数のこの定義は古典的な場合には熱平衡分布についてaj

ABの相関をあらわすO量子的な場合には前節に述べたように､単なる相関と

いうよりはGreenfunction(あるいはrespOnSefunction)の意味をもつ｡

カ 三㌔ を
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Fも - Fs(i) + Fr(t)

とかくo Fsは sysもeⅢa七ic

a,om"とは何を意味するかは,

よってきめなければならないO

(24.20b)紘(26.3)によって

((u(0)Fr(t)))- O

を意味する｡ したがって

統計力学

(26.5)

part ,Frは random parもであるが∴tran-

そのようにかかれたIJangeVin eq.の使い道に

喜24の議論に大切な条件は (24.20a.b)であるO

(26.6)

((u(0)Fも))ニー_((u(0)Fs用 )) (26.7)

である｡

random forceに(26.6)の条件を課しただけではこれをどうとるかはきま

らないが.(26.1)を L争ngeVin eq｡の形.すなわち

ち

･.i(ち)- -jlr(ち-i,)- )d七J +意 Fr e6･7)0

とかいて.これからすぐに求められる相関函数 ((71(0)u(ち)))が(24.26)の塵を

もつことを要求するば､この riiT t')はCz4._25)に現われた r〔a弓 に当り､

また. rand,Om force i-Ff-/m は (24.27)

T'〔Q,〕 ((uu))
C<〉

/ ((∫(0)f(那)e-iutdも
0

(26.8)

をみたす｡

(26.7),(26.8)はこの意味で､一般公式 (25.26)の別な表現であるが.-こ

れをこの彩樗かくことは γ〔可 を rand.om forceのttCOTrelaもion"として

表わすところに重要性があるこ 問題はそれでは f用 は何かということであるo

これが与えられれば r〔む〕が計算でき.a且mitもanceoが知れるO もちろん

q桓)は (25.26)を計算することによっても得られ,どちらの計算でも同じ結果

になる筈1:･あるが.ちがう表現にはそれぞれの得があるO

森氏は--般の力学量の運動方程式を上のように分乾し､実際にf(t)の運動法

則を与えた (PTOg.Theor.Pbys.3旦423(エ965))以下にその方法の要点
f
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を簡単町述べようO

少し一般的に力学量として p+ia,qのような凌素数を頭にお いて考えようo

Bro- 粒子ばかりでな<･-_一般的に振動的な量をも考えたいからであるO この
力学量Aの運動方程式を

igA(t)

とするo ic27はLic)-uvilleoperator ,量子的には

icZA(･b)- 去 ･〔A用 ･ H〕
■

であるO特に七- 0におけるtt速度丹Aを

/ヽ ●′
igA = iQ)A + A

とかこう占便宜のため.射影演算子Pを

PX A((A裟Ⅹ))

((AXA))

で定義すると

∧ ●
iaJA = PA

ノヽ
iGJ=

A' - (エー P)A
●

であるot

Atも)を

A拘 - Ao(i)+ A'持U)

Ao(t)- PA用 , A'(ち)- (1-P)A(I)

のようにこっの成分にわける｡ここに

((AXAo(i)))- 3(i)((AXA))

とおけば

A｡(ち)- 3(ii)A
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であるO (26.19)から.A｡用 ,A'(句の各々に対する遵勤方程式をつ (るため

これにPJまたは (王-P)を左から作用させる. まず

～ t= P旦生吐dAo用
tit

aAo(ち)

dt I

d七

- PiciA(ち)

- PicgfA｡(t)+A'(ち)i

- 3用 Pi霊A +Pi霊AJ(句
Ⅸ!

- 3(+U)iwA +PiZAl(t)

dA′周

一｢訂｢ = (ー P)ic27fAo(i)+AJ(tH
rl

- (ユーP)ic2fA′(i)+ E持)A(o)

となるO ここで

A′(0) - 0

に注意して (26.18)を解 くO 便宜のためラプラス変換を

fNe-iwtA調 d七 - A｡〔可0

等のように 〔W〕で表示すると.(26.18)のラプラス変換は

(iw- (卜 P)ie2日 AJ〔Q,]- E〔a']五(o)
これから

A'〔O,]
ia,- ('1-P)icg

A'(o)

を得るO -方､(26.17)は 声(i)に対する方程式として

dE(i) ^
てT - iwE(t)+ ((A#p-icfAJ(t)))/((A巣允))

このラプラス変換は. E(0)- 1および(26.2.I)を考慮して
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iG,Ela,]- 1 = l急E〔可

+E〔覇 ((A#i霊

これを

gla)〕
ia)ニーil㌻j二T･撞〕

とかく｡ただし

r〔W]- -((A竺iくど

iQ7- (エー P ) i♂

irt･--(1-P)jr/I:

とおいたOしたがって､(26.21)を用い

A〔可 - Ao〔可 + A'〔可

- 3〔W〕{A+

A'(0)))/((A米A))

(26.22)

(ワtiワ_qlWv+-ヽノノ

A'(oD)/((AX-A)) (26.24)

i,,.,- (1-P)_i/
A'(0))

故に (26.23)を入れて,これを

EZ!
iico-iGO+ γ〔dJ〕〉A〔可 - A+ f〔a,〕

とか くととができる｡ ただし

f(a)〕-
iw- (1-P)iくど

AJ(o)

とするOI(26.25)は微分方程式

dAit) ^ t

rr ｢ =i叫 もト f r(もー廿)A(tJ〕dJuJ + f拘0

(26.25)

(26.26)

(26.27)

と等価である. ただし r洞 は r(a･〕のもd:の函数 ,f(i)も f〔a,〕に対するもの

である｡ ところで~(26.24)紘

㌻〔可 - ((唐 (a)f〔可 ･))/((AXA))
I

- ((AX(0)･f〔Q,]))/((AXA))

-･((i(0)f〔可))/(I(AXA))
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を与えるOここに

● ●
((ⅩitfY))-((XY))--((ⅩY))

を用い.さらrL f〔W〕に対して (26.26)の定義により

((A裟 f〔可 )) - O

であることを用いた｡ ¢6.28)紘

r(も)-((f当qf(t)))/((A巣A))

(26.29)

(26.30)

を意味するO これは (24.27)に相当するO

このようにして実際.運動方程式 (26.9)は一般化されたLangevin eq.め

形 ,(26.27)に書かれること､その ttrandom.force''f国 とttfrictionタ'

Tは (26.30)の関係にあることが示された-Oここで重要な点は f用 が(26.29)

かこよって

((A%f(i)))- 0

をみたすことであるOこの条件により

((.㌔ A用 ))

((AkA))
g用 -

iQ'-i忌●l+ r〔可

(26.31)

が保証されているようである｡

この変形は､ random force i(qの定義を与えているO (26.26)紘

af(ii)
d七
- (1-P)iよヲf(句 (26.32)

f(0)-A′机 - (1-P)A(0)

と等価である. f(i)の運動は tt自然の運動 ''iよヲではない｡それをAに垂直な

空間にいつも投影してゆく_運動である｡

上に言ったようにadmittanceを(26.23)の形vLかき.その 牧抵抗 ''係数

T〔ぴ〕をttrandom''forceの COrrelation として表わすことは. fユucもth

aも土ondiss土paもion theoremの言換えである｡その利点は f用 の運動が
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どのくらいうまく取扱えるかにカか つている.といづてよいであろうO

森民はこのような取扱いでひじように興味ある具体的な問題を論じ､また近

くProgressに発表される別な論文で.Perもdrbaもion seriesを蓮分数の

形で表わす一般的な問題とその応用をも論じておられるか ら参周して頂きたしも

終 り に

この講義では､不可逆過程の統計力学において基本的と私には思われる考え

方を.特に古典的なブラウン運動の理論をめぐって述べてきたO一般的な理請

としての発展も､具体的な問題への応用も.さらに論じたいことはいろいろあ

るが.半年の講義時間も終り. このノニ トも大分長(なったg)で)今回をもっ

て蕗講とする｡ノー トの準備に協力された研究室の諸氏に感謝する｡ (義 )

ユ965. 5.22.
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