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和泉 南

1 はじめに

多粒子ランダムウオークを考える畿に重要主ことはランダムウォーカー持土にどのような椙互作

用を設定するかということで毒る.ここではランダムウォーカ一同士が同時刻に詞ーの接子点を

共有できないという条件を課すことにより，強い斥力相互作患を導入することにする，その結果，

系は誹除体積勢果を持つことになる.このよう立系をFisher誌ヴィシャスウオークと名づけた [1J. 
ヴイシャスウオークは震れや融解といった物繋界麗の構造変北を説明する数理モデルとして，あ

るいは高分子ネットワークなどの非平衡な物理現象を説明するモデルとして患いちれている.

ランダムウオークの連続極援〈拡散スケーリング橿限)はブラウン運動である.ブラウン運動

は不規則な運動を表すものであり，物理学，化学，許算機科学，経済学，社会科学など広い分野

で箆われている.特にブラウン運動の考察から導かれたアインシュタインの関係式は拡散現象の

理解を探め，葬平議統計力学の誕生と発展に重要な投書iを果たした.また確率解析の分野におい
てブラウン運動はウィーナ一過程とも呼ばれている.さらにブラウン運動の推移確率密度は塾教

方程式の初期種問題の解として得られるガウス分布であり計算する上でも非常に扱い易いという

利点がある，本論文ではヴィシャスウオークむ拡散スケーリング糧援である多粒子非簡突ブラウ

ン粒子系を対象として，その橿値続言?を議論する.

N本の非禽突ブラワン運動

X(t) = (X1(t)，X2拍手…，XN(t))

を考える.非衝突条件よち，粒子の照番抵保存される，

X1(t)く X2(t)<…く XN(t)，tミO.

時刻8で原点からすべての粒子が一斉にスタートし，ある時刻Tで原点に戻ってくる条件

X(O)ニ X(T)=0， 

を溝たすものをwat位 melon配量という，一京から広がり一点に戻ってくる議がスイカの影と模議

に叡ているためそのように名づけられた(密 1). また，待費~O で原点からスタートする条件

X(O) = 0， 

のみを課したものをstar配置という.2次元民ar配量の留を掻くと，蛤点の一点かろ広がってい

く議が星の務に見えるためstar記置と名づけられた(密 2).これらはそれぞれwatermelon毘置の

ヴィシャスウオークと st絃配置のヴィシャスウオークの拡散スケーリング極援として寄られる.

確率論で拭watermelono2震のように始点と終点の位置立条件をつけた系を bridge(祷〉と呼

び， star配置むように始点の柱置のみに条件をつけた系を meander(訪謹過程〉と呼ぶ.本論文

では， watermelon配置と抗ar配置のブラウン粒子系をそれぞれ非笹突ブラウン構，非蕎突ブラウ

ン街撞過程と呼ぶことにする.

watermelon配置のヴイシャスウオーク 連空受理 watermelon配置のブラウン運動

=非衝突ブラウン橋
連続謹額

star配置むヴィシャスウオーク ー→ star記農のブラウン運動

=葬衝突ブラウン拐穫過程
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非撞;突ブラウン経路の極{直分布
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図 1:watermelon程置(1次元) 図 2: 2次元詰ar記置

ここで常に正の値をとる 1次元ブラウン運動について考える.その理由は，原点に吸収壁の島

るwatermelon記霊と star配置の多粒子ブラウン運動について興味が毒るためである.常に正の

僅をとる 1次元壊準ブラウン運動は3次元ベッセル過程と呼ばれる.3次元ベッセル過程は3次元

ブラウン運動の鞍箆方向への射撃，つまり原点かちの距離

Y(t) = 、/B1 (t)2 十 B2(t)2 十 B3(t)2~

として定義される確率過程で，Bl(t)7 B2(t)7 B3(t)ほ互いに主主立な 1次元標準ブラウン運動である
[2] .そのため原点に吸収壁むある(以後，壁ありという)watermelon配置のブラウン教子系を非
俸突3次元ベッセル橋，壁あり star配置の場合註非積突3次元ベッセル訪窪過謹と呼ぶ.ここま

でにでてきた非棲突ブラウン運動の名称をまとめると表 1のようになる.

高分子物理学でむ名称 確率議での名称

壁あり w前ermelon配置のブラウン運動 非棒突3次元ベッセル議 図 3

壁なし watermelon配賓のブラウン運動 非衝突ブラウン議 図岳

壁あり star配置のブラウン運動 非衝突3次元ベッセル訪謹過翠 図 5

壁なし剖ar配量のブラウン運動 非構突ブラウン訪復過翠 図 6

表 1:非欝突ブラウン粒子系む高分子物理学と確率論における名称の違い

上記の壁あり watermelon配置，つまり非衝突3次元ベッセル議について，その高さの極値統計

が近年注目されて:t3り，離散的なランダムウオークと連続的なブラワン運動の双方から研究され
ている.離散的な場合は，格子経路を墓にした壁あち wa七位血elon記置のヴィシャスウオークを考

え，その長時間極寵をとることζより連続的な非欝突3次元ベッセル遍謹と同じ橿誼分布を得てい

る.まずN=lについてBi関e-Pitm組 -Yorは3次元ベッセル橋む最大高さ H1のs次モーメント

TT.'l¥ s(s -1) 
(Hi) = ーーヲ~r(s/2)((s) ， s = 0，1，2，事

ー'
は芳、ンマ関数と数論において重要な特殊捷数である 1)ーマンのゼータ関数

作)=乏去
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国 3: 非萄突3次元ベッセ)y橋
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図 5: 非構突3次元ベッセル訪謹過程
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図 4:非欝突ブラウン橋
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菌 6: 非蕎突ブラウン訪僅過程



非街突ブラウン経路の極信分布

を使って表されることを示した(2001)[3].またDyckpathと呼試れる壁(})り 1次元ランダムウオー

久つまり壁あり 1-watermelonのランダムウオークの平均高さわ犠近解訴はBruijn-Knuth-Rice

によってすでに求められている (1972)[4]. N = 2について， Fulm訟は壁あち 2-watermelonの
ヴイシャスウオークの平均高さの漸近評艇を行った (2007)[6J.我々はその連続謡隈である N=2

の葬構突ベッセル携について研究し，最大高さ H2の撞彊分布を求め，そ的モーメントがヤコビ

のテータ関数や，2重ティワクレ級数を夜って表されることを示した (2008)同ー一般のNについ

て， Bonichon-Mosbahは計算機シミュレーションにより N-watermelonの一番上の経路における

最大僅の平均値を得ている (2003)[5]. FeierlはN-waもermelonのヴィシャスウオークの一番上の

経路の最大高さのモーメントの長時間期近解新を行った (2008)[8J.また， SchehrらはN粒子非

錆突ベッセル橋について経蕗積分法を用いてその最大高さを求めている (2008)[9).我々も彼らと

同じ問題についてN粒子非種突ベッセル構の最大値分布の解析と数値計算の両方を行い以下む結

果を得た (2008)[10].解析計算では，一番外誕の軽蕗の最大f産主Nの分者がエルミート多項式

持/2} た う長一(-1)お(2x子一政
弘(吟二%1L ur--

主=む

、12'''
1
4
-

f
'
z
t
・、

の無限和を成分にもつNxN行列式

(-l)N LL  Iふ !
P(HNく h)一制 IL H:れkポ〉包nh)e-2n2h21， (2) 

-2N2 rrf=l (2j -1)1 l$_j，k5:N ln←∞ 3+/1)-1)¥ V """"')'-' J 
で表されることを示し，この結果がヤコビのテータ関数の溝たす関数方程式を罵いることにより

FeierlとSchehrらの2つの結果と一致することを確かめた，また数鐘計算による結果ではDyson

のBMモデル[11]とランダム行列の富有櫨過翠が分布として等しい原理を使い，クラスC[12， 13J 

のランダム行列の固有値過程から N粒子非衝突ベッセル橋をシミュレーシヨンした.その結果，

一番外側の経路だけでなくすべての内華経蕗の最大詰分布について研究し.N→∞の漸近挙動
について論じている.ちなみに，図 3"'"醤 8はランダム行列の醤脊値過程からシミユレーシ豆ン

した留である.

また壁なしのwatermelon配置についても研究が進んでおり.Feierlは離散的な詩子経路の長時

間極援についてその最大幅む語種分布を求め (2008)[14J， Schehrらはその連続麗隈である非鋳突

ブラウン橋の幅ではなく一方向への最大高さ分布を得ている (2008)[再
我々は非衝突ブラウン粒子系において壁なし watermelon配置のみならずstar配置についても

研究し，下記のような極纏統計を毎た〈現在投議準錆中上壁なし watermelon配置の N粒子非衝

突ブラウン運動はその極麓分布が壁あり watermelon配置のときとは加のエルミート多項式の懇限

和を成分3こもっ NxN行列式で表されることを訴し， star記量の場合については壁あり・壁なし

それぞれの極値分布がエルミート多項式の無慰和を成分にもつ N次パアイアンで表されることを

示す.

本修士論文は以下のような構成となっている.まず第2章では，多粒子非積突ブラウン経路の

解析方法をまとめ，具体的に N=1のベッセル犠を侭にとり，その計算方法と結果を示す.第3

章では，N = 2の非錆突ベッセ}v橋における Katori-Izumi-Kobayashi [7]の内容をまとめ，第4
章では，一般の Nにおける非欝突ベッセル墳に着呂した Kobayashi-Izumi-K拭ori[10]の内容を

説明している.第5章でほ，一般(J)Nに:;sける葬蕎突ブラウン語，非禽突ベッセ})/訪謹過袈，非
鋳突ブラウン窃謹過程それぞれの撞笹分布を導出する.
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2 多粒子非衝突ブラウン運動の解析方法

2.1 さまざまな条件付ブラウン運動とその推移確率蜜度

原点からスタートする 1次元標準フラウン運動B(吟について考える.任意の時刻の列to言。く

むくらく・..<tM，M=1，2，'" に対して，ブラウン運動が各時刻tm，m=  1，2γ"，M で区間
[a問 ，bm]に潜在する確率は，

P(B(ら)E [叫m]，m=は ，M)
rbl rh2 rbM M-l 

= I dXl I dX2'" I dxM II P(tm+l -tm，均十llxm)，
Jal Ja2 JaM m=O 

と書ける.ことで，p(t，ylx)は時間際限tの簡に gかち習に遷移する推移確率密度で，平均0分散
tのガウス分者〈正規分布)の確率密度

的|お)ニマ長時{-与)2}，t>山主主? (3) 

として与えられる.

原点に疲叡壁を持つブラウン運動の推移確率密度はブラウン運動の反射震理かち導くことがで

きる.まず時刻。で zから始まり時穿~t で u ヒJ!J達するブラウン運動を考えると，常に正の値をと

る経路 Iとある時郊で原去を横切る経路 IIとに場合分けすることができる.経路 IIの場合につ

いて，最初に原点に到達した時期jをァと置いて時刻ァ以降の経路を時宿轄に対して反転したもの

を経路III(破隷)とする(留 7).ブラウン運動の増分{B(tm)-B(tm-l)}は各時刻tmに対して独

立で左右対称主主正規分宥に従うため，経路IIと経路 IIIのブラウン運動の分布は変わらない.つ

まりある蒋刻で原点を横切るブラウン運動の場合，Xから却に到達する確率とzから -yにJ!J達す
る確率とが等しくなる.とれがブラワン運動の反射原理である.このことから常に正の鐘をとる

吸収壁ブラウン運動の推移確率密度は，Xから習に到達する推移確率密度と，Xからー習に到達す
る推移確率密度の差をとることにより求めることができる [2}.

Pabs(t， ylx) = p(t， ylx) -p(t，一宮Ix)

4寸e-{u-z}2/{2t〉-e一(的)2f(討)}， t>O， x，yさO. (4) 
V ;c，1τt l ) 

x y 

e
 
m
 

&・
-
hs

Tむ

図 7:ブラウン運動の反射原理
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非積突ブラウン経路の極僅分布

ここで3次元ベッセ)v過程(BES(3))について言及すると， BES(3)む誰移譲率密度は正種条件を
課した 1次元ブラウン運動の推移確率密度と等しいーそのた治期開T→∞まで生き残るという

条件む下での吸収壁ブラウン運動を許算することにより豆ES(3)の推移確率蜜度を求めることが

できる.時間区間[O，T]の穏には原点に吸収されない生存確率

h(T，x) = I 弘治(T，ylx)命 (5) 
JO 

についてのT→∞の構近評価を用いtHえ

h(T -t， y) Pabs(t， ylx) 
PBE剖3){t，ylx)= 

h{T，x) 

=ト叫桝 (6) 

となち， Pabs(t， ylx)をぎjx倍に変換することでPBES(3)(t，y!X)を求めることができる，
次に原点と高さ hに吸収壁を持つブラウン運動について考える.原点立のみ吸収壁を持つ場合

と同様にブラワン運動の反射原理を用いることができる.このとき原点と壁hの南方について経

路を反転させるため2重の f合わせ鐘jのように箆点で反転させた経路を壁hで反転させてさら

に原点で反転させて・・ーという無限回の反転が起こちうる.このため露点と壁hに吸収壁を持つ

襲攻壁ブラウン運動の推移確率密度は無限和の形で表される.

F的

一方主[均十志野一(x十例

また，別の求め方として拡散方程式の初期値鰐題とディワクレ境界麓揖題

出=同(句)
at 2 oy2 

j!?(切)=均-x)
u(t， 0)ニ匂(t，h)= 0 

の解として区間(O，h)内を運動するブラウン運動の誰移確率を計算することができる.変数変換
とフーリエ解析を用いればその推移確率密度は次のようになる.

(8) 

t>Oぅ X，習を (O，h). (9) 

持議の方法を用いれば -WLとWRに毅収壁を持つブラウン運動の推移確率審度を求めることがで

きる.このときディリクレ境界条件を

也事?一切L)=時制 =0

に変更して(母の問題を解けば，区間 (-WL，WR)内を運動するブラウン運動的推務確率密度

PψL，WR(t， ylx) 
2 ぶ-(仇2 ，¥_，_f__WL+X__¥_，_f WL+型¥、ー位Df < - <_  ，~ t 1 sin 11f --...... • -- n} sin I 1r -<J  • u' n)‘ 
切L十町三コ r ¥ 2(WL 十世R)2~} ---¥切L十句}---¥町十町内f
t>仏民営巴(一昭L，WR)， (10) 
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が得られる，

2.2 非衝突ブラウン経賂の推移確率密度

第 2.1蘭に出てきた条件付ブラウン運動の推移確率密度誌すべて 1粒子の場合について記述し

たものだった.これらの推移確率密度をお互いに非俸突な多粒子系に拡張するために必要なのが

Kぽ lin-McGreg伎の公式である [15J.この公式はブラウン運動の推移確率密度を成分とする NxN

行列の行列式は非衝突なN粒子系の推移確率密度になるというもので，量子力学において自由フエ

ルミ粒子からなる多体系の波動関数を表すSlater行列式の確率過程販とみなすこともできる [16].
ここで 1次元標準ブラウン運動の推移確率密度を併にとれば，その N粒子非衝突の 1次元標準ブ

ラウン運動は次のように表される.

q(N)(t， ylX) ニ q~t_~T !p(t，YjIXk)!， 言>0，x，yEW会.
三j，k三N l- "-J'  .-， J 、BE

J
''4 
1
t
一

，r
t
k一

ここでW会はN粒子の願位付けされた配置空摺

w会={x = (XbX2，'一，XN)E RN : Xl < X2 <・・・くXN}，

であり表現論[17]からタイプ AN-l聖のWeylchamberと呼ばれる.原点に吸収壁を持つブ、ラウ

ン運動や，区間(自主的内を運動するブラウン運艶，区間 (-WL，司1)R)内を運動するブラウン運動を

N粒子非衝突に拡張したものは以下のようになる.

必(t，ylx) 

4rh(tJ!x)-

q~:WR (t， ylx) 

dzLN[均点ゆた)]，わい)YEW~，

Lizu[pω(t，Yilxk)]， t > O，x，yεw丸
~1.~~N [PWL，WR(t， Yi!Xk)]， t >収 JEwpmR

(12) 

(13) 

(14) 

ここでそれぞれの配置空間は，

W~ {x = (Xl ， X2 ，' 一， XN)ER~:Xl< ぬぐー<♂N} ，
w長 = {x=(九九・ーダN)E (O，h)N : Xlくぬく・・・ <XN}，
W';，l，WR  {x = (Xl，X2l・，.，XN)E(一切L，均)N: Xl < X2ぐる .<XN}， 

である.特に w~はタイプ CN 型の Weyl chamberと呼ばれる.

2.3 非笹突ブラウン経路の累積確率分布

ここではN粒子非構突ブラウン運動と N粒子非欝突 (3次元)べ、yセル過程の累積確率分布に

ついての求め方を示すー 1粒子の場合，ブラウン運動X的は第 2，1箆に出てきた 1次元標準ブラ

ウン運動B的そのもの

X(t)三 B(t)，tと0，

であり，ベッセル過程は3次元ブラウン運動の動径方向への射影

Y(t)三 IB(t)1=、IB1(t)2十B2(t)2十B3(t)2，
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弄笛突ブラウン経路の極値分布

として表される.ここで，Bl (t)， B2(t)， B3(t)は互いに独立な 1次元標準ブラウン運動である.多
粒子葬蜜突に拡張した場合，N粒子非箭突ブラウン運動とN粒子非積突ベッセ)v過程をそれぞれ

X(t)ニ (X1(t)， X2(t)，…，XN(t))， X1(t) < X2(t) <…< XN(t)， t三0，

Y(吟=(Yi(t)，九(t)，…，YN(t))，0くYi(t)くE主将<…くむr(t)，t三0，

と書く.まず， N粒子非笹突ベッセル過程Y坊を傍にとち，その累積確率分布を求めてみる.N

粒子非衝突ベッセル過程Y(坊が持費00でxから出発し時刻Tでyに到達するとき，

Y(O) =ぇ Y(T)=y， X， yEW~， 

その一番上の経路の最大盤

EN Zo号5YN(t)

がある任意の値hより小さくなる累積確率分布P(HNくめは，持刻。でxからスタートしてお

互いに非種突に運動し星主にぶつかることなく時刻Tでyに到達するブラウン運動の推移確率

密度と，時刻。でxからスタートしてお互いに非蜜突に運動し原点と壁hにぶつかることなく時

刻Tでyに到達するブラウン運動の推移確率審度の比を取ることによち求めることができるので，

xかち出発して (O，h)内を運動し時実lTでyに主主j達する非衝突BM
xから出発して正の領域内を運動し持費UTでyに到達する非葡突B斑

qiふ(T，ylx)
-qjt(T7Yix)? 

P(HN < h) 

となる.ブラウン運動の時空間スケーリング性から Tの大きさを変えても本質は変わらないため，

以後T=lとすれば，

守{的(1，y!x) 
P(HN < h) = -:ë;;)~ 

守'~~;(1， ylx) 
(15) 

N粒子非衝突ベッセ}v橋Y(坊の場合は，N粒子非衝突ベッセル過程Y(苛の始点の配置xと終点
の配置yのすべての成分を 0とすれば良い.

Ixl=lyl→O. 

この条件を加えることにより Y持は時刻§で原点を出発し時刻1で原点に戻ってくる非錆突ベツ

セル謡言。)となる.それゆえ，一番上の経路の最大値

EN =JE誌YN(t)

がある鐘hより小さくなる累積確率分布は (15)式について Ixl，lyl-→0の極限をとれば良いので，

q;立与(1，ylx) 
P(HNく h)=1im 〈16)

Ixl，ly!→042(Lyix)? 

と表すことができる.一方， N粒子非密突ベッセ)v訪謹過程Y(t)については，N粒子非衝突ベッ
セル過謹Y(t)の始点の記置xのすべての成分を§とすれば良い.

jxl→ O. 

円
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その一番上の経路の最大鐘

HN=225nr(t) 

の累積確率分布は (15)式において Ixl→0の極援をとり，さらにyについて積分すれば累積確率

分布を得ることができる.

~ιc史λ払(l，ylx)dy
P(HNく h)= ~ '; N'  • 

I ~ ， I~m~ q~~ (1， y!x)dy 
JW};'!XI→υ 
~"N る Z

(17) 

次に，N粒子非衝突ブラウン運動X(のについて，その累積確率分布を求めてみる.N粒子非

蕎突ブラウン運動X坊が時麹0でxから出発し時麺1でyに到達するとき，

X(O) = x， X(l) = y， x，yεwi 

その一番下の経路の最小槙と一番上の経路の最大僅をそれぞれ

LNニ d哲三1Xz(t)?RN=JT25XN(t)2

とおけば，最小笹LNがある鐘-WLよ号大きく，最大僅RNがある値切Rより小さくなるときの
累積確率分布は

P(一切L< LN， RN <切R)
xから出発して(一切L，WR)内を運動し時実J1でyに到達する非積突BM

- xから出発して時実U1でyに郵達する非穣突BM

号泣仏(l，ylx)
ーがN)(l，ylx) ， 

となる.N粒子非欝突ブラウン構主将とN桂子非錆突ブラウン方向過程支持の累積確率分布
もN粒子非衝突ベッセル過程と同擦に Ix!，!yl→0の極限をとる，もしくは Ixl→0の撞曜をと
り，さら立yについて穣分すれば求めることができ，その結果は表 2のようになる.

(18) 

2.4 N ニ 1(1)ときの3次元ベッセJv構

ここでは，N ニ 1の3次元ベッセル語を倒にとり，その最大高さ

H1=JT諮百(t)

の累穣確率分布の求め方を示す.

N=lのとき非蕎突条件は加わちないので累積穣率分者は原点に吸収壁の;}3るブラウン運動の推

移確率密度 (4)と，原点と壁hに毅1&壁のあるブラウン運動の推移確率蜜度 (7)の比から求める

Q
U
 

円

h
u
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主語突ブラウン経路の極イ草分布

N粒子非葡突ベッセル過謹 Y(t) N粒子非欝突ブラウン運動 X(t)

EN=J2誌 YN(t) LN =Sfzxdt)，RN=Jき話XN(t)

P(HN<h)=tLmJρ h.(l，ylx) P(一切L< LN， RNくWR)=qiJ17m(Lyix) 
qJC(1?ylx) q(N)(l， ylx) 

図 8 図 9

N粒子非衝突ベッセル橋安(吟 N粒子非密突ブラウン橋支持

条件:Y(O) ~ Y(l) = 0 条幹..玄(0)=支(1)= 0 

HN=設誌YN(t) LN=。哲21xdt)?RN=J芝25XN(t)

P(HNくh)=liEI1q(4APJ?ρh(l，ylx) P(-UYL<L(N，R(N〈ttJR)=l，liyml→ qit!"R(I，ylx) 
Ixl:j;r~o q<:1(1，y!x) Ixl~j;~o q(N)(l， ylx) 

図 10 密 11

N粒子非街突ベッセル訪謹過程 Y(t) N粒子非蕎突ブラウン訪復過程 X(吟

条件:Y(O) = 0 条件 :X伶)=0

EN =JE誌YN(t)
"‘・"・、~ -、~ -‘~ 

LN=疋J21X1(t)?Rlv=Jきだ1XN(t)

P(HNムくh)13 P(一切L<LN，RN<切R)

qJC，h(17Yix〉dy ん品dLRM沖

-Ldl竺oqirM沖 ん占町内，州y

国 12 図 13

表 2:各非衝突ブラウン経路の累積確率分布

Q
d
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e
-
e
@
E

・・・・

国 8:N粒子非衝突ベッセル過程 Y(t)

図 10:N粒子非衝突ペッセ)v犠す(t)

Y(t) 

N
 

~
H
 

X(t) 

a'

・・・・
e

・~2 
X} 

図 9:N粒子非蜜突ブラワン運動 X的

X(t) 

。

間 11:N粒子非衝突ブラウン構玄(t)

9 

留 12:N栓子非番号突ベッセル訪謹過程 Y(t) 醤 13:N粒子非穣突ブラウン訪僅過程支(t)
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非衝突ブラウン経路の極値分布

H1 

9 time 

関 14:N = 1の3次元ベッセル議

ことができる.

P(H1 < h) 
1~_ Pabs，h(l， ylx) 
zJ→o Pabs(l， ylx) 
1:_ Pabs，h(l， alα) 
~~õ Pabs(l， alα) 

1 0 ヱ"" n.z...2 空つ~ 2a2 )~ e-2h~n:& (1 -4h2η2)十O(α3)
..J21r .L...J 

lim T n= 0て
G→。壬:-2a2十O(ポ)

、/;c，~τt 

-2:= (1 -4h2n2) e-2h2n2 . (19) 
n=-oo 

累積確率分布を求めることができれば，累積確率分事と謹率密度の関係

rh 

P(H1く h) == Jo PIh (x)仇

かち hにおける確率密度分布は以下のようにtt.る.

PIi
1 
(h) -iLP{EI<h) dh 

82二e一的¥4n4h3-3n2h) ， 。<hく∞. (20) 
n=l 

さらにモーメントの定義式から Hlのs次モーメントを求めることができる.

E[HiJ = I dh hS PIi1 (h) 
JO -

2 (~) ~ ';-(8)， 8 E C (21) 

月

h
uつ』
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ここで

1 
ご(s) = 三s(s-1)1r-s/2r(s/2)((s)， (22) 

r(x) 三 10
00

du ux-1e- 提X>O， (23) 

~1 
((s) = LnS， (24) 

n=1 

であり，II1のs次モーメントはガンマ関数r(x)と数議において重要な特殊関数であるリーマン

のゼータ関数ぐ(s)を使って表されることがわかる.

またご(s)はヤコビのテータ関数

的)三 Le-7rn2U，包 >0， (25) 

を用いて

、BEJ1i 
、I，fu
 

A
u
 

qAU 
，J'
 
s
 

包÷
 

噌
孟qa

 
，，，，， s
 u
 
u
 

'd 

∞
 

p
-
s
g
S
S
S
T
A
 

、EF
J

喝

is
 

S
 

1

一4
十
1

一2一
一、=''z

的

山

花

形変事つよの

(26) 

と(1-s) =ぷs)，

という関数方程式を講たすことがわかる，

(27) 

3 N=2の非衝突ベッセル橋， 2重ディリクレ級数，ヤコビのテータ関数

この章では主にKatori-IzumI-Kobayashi [7]の論文をまとめ，必要な情報を封け是して説明する.

第 2.4節では，N=  1のときのベッセル橿の最大値H1たおける累積確率分布を求め，Hlのs

次モーメント (21)がガンマ関数(23)とりーマンのゼータ関数(24)を使って表されることを示し
た.さらにモーメントの表式にあらわれるご(s)はヤコビのテータ関数を用いて変形でき， (27)式

の関数方程式を講たすことを述べた.この章では N=2のときの非衝突ベッセ)v構の最大値II2
における累積確率分事を求め，その s次モーメントがガンマ関数と，りーマンのゼータ関教の多

重甑とみなせる 2重ディリクレ級数を使って表されることを示す.また，モーメントむ表式に表

れると2(S)の満たす罷数方程式をヤコビのテータ関数を用いて求める.さらに不完全ガンマ関数を

用いてモーメントの値の数値評価も行う.

3.1 N = 2の非笹突ベッセん構iこおする累積確率分布

N=2の非蟹突ベッセル構における累積確率分布は (16)式より，

;:ith(1Jix〉
P(H2 < h) - .l~~ -"'~:μ 

舛 Iyl→0ョZL(13yjx)

h42dK1x) 
-ixro q立(l，xlx)か

(28) 

つわ】6
 
つ'以



非笹突ブラウン経路の極値分布

H2 

。
1 time 

国 15:N = 2の3次元ベッセル播

(伊28司)式1者ヨ逗の分母は(与12幻)式と (4)式より

q{但∞2吟〉(μ1，x同，スxlx) = . .Ø:~t __ fPa掘肱(t，列訓¢勾矧jバ|怜z為叫kρ)
副一一 1::壬三j，k壬2L-_.._-，. ~， ..， j 

よ (1-e-2xi) 
v;，t，1r 
」p(e-Gz-21m-川町)2/2)
v乙1r

会話伊1-X2?(X1切 )2+ O(xiO， X~O) 

緩いて(28)式右辺の分子は (13)式と (7)式より

ぷ2){17xjx)= 脳 fPabs，h(t，的IXk)l
aω寸同 1~j，k~2 l----，.~" ~， .~， J 

ーがX~(Xl -X2)2(Xl + X2)2 

÷ (伝vド川fが作一ベヤヤ〈伊z
V.孟(，1πT 

与 (1-e-吟
v;，t，1r 

x I: L e-2h2(ni+n~) Ah(n1，n2)十O(xj，x~) ， 
nl=一oon宮=-00

ここで，

32 
= 1 -16h2ni + 24h4ni + 24ゲイ唯一すがn~ -32h6nfn~ 

128量点'> 128 を d 后

÷ヲ-hen;nZ-3-rninL

とおいた.よって累績確率分在は

Ah(n1，n2) 

P(立ι2<hめ)ニ 2玄二 e-一納勾串1ド÷祁吋吋符吟均3訂泊)ほAh(加n向1，川川n均叫2心〉
(怜町1，偽匂2)ε Z2 

となる.ここで Zは整数全体を表す.

q
J
 

C
りqL
 

(29) 

(30) 

(31) 



和泉 高

3.2 II2のs次モーメント

確率密度分布は (31)式を hで数分することにより，

PIIz (h) ーか(H2<防
乞 e-2h2(414)Bh〈η1，n2)， (32) 

(nl，nz)εZZ¥{(O，O)} 

B仇向)=;h{一吋+60h2ni+6叫n~-耐η?一蹴坤2
十16h6n~+ 192h6n~n~ -80h6n1n~ -64h8n~n~ + 64h8n~n~} ， (33) 

と表せるやまた，

Iι~(伊α， ßβ舟)= 2乞二 η埼?nd? ir∞dhhα÷刊β一叫山Se-一2が州M的(舛暗十何7旬z毛玖E
(nl，ρn2) ε Z2¥{(O 委幼O母)} "U  

という表記を用いればH2のs次モーメントは

roo 

E[H21 = I dh hS PII? (h) 
JO -

一 ;{一臼即151(汽(削 +6附，0的)+印制I尺{附一6卵，0的)一沼鴎附01付

十161(担8，0的)十1921(但6，2勾)一801(但4毛う，4)吟)一641(但8，2吟)+ 641(担6，4冷4奇)h (35) 

となる.(34)式について匂=2h2(埼十時)の変数変換を行い，ガンマ関数(23)式と 2重ディリク

レ級数

ゃね?nf
Z(α7β;7)三):

今 (埠十時)'"r'
(nl，nz)εZ2¥{(O，O)} 

(36) 

を用いて表すと，

Is(臼?β)=2一何十β+2+s)!2r((臼十s+ s)/2)Z(α?β; (α÷β 十s)/2)，

と変形できるーモーメントの式はガンマ関委主と 2重ディワクレ級数を用いて，

E[勾 = ~2(2-S)/2 [ -15r(1 + s/2)Z(川村/2)
十30r(2十s/2){Z(生0;2十s/2)+ Z(2， 2; 2十s/2)}
-15r(3十s/2){Z(6，0; 3 + s/2)十3Z(4，2j3十s/2)}

十2r(4十s/2){Z(8，0; 4 + 8/2) + 12Z(6， 2; 4十s/2)-5Z(4，4j4十s/2)}

-4r(5十s/勾{Z持p計十8/2)-Z(い;5村/叫 (3η 

4ムFLO 
つ山



非癌突ブラウン経路の極イ直分布

と表される.ここで2重ディリクレ級数(36)の定義から以下の関祭式を寄る.

1 ゃ n?÷η.~ 1 
Z(2， 0; 1 + s/2) =一〉 ;=-Z(636;s/2)p

Ld{TZ千+n~)1+8/2 --2 
(nl，1t2)EZZ¥{(O，O)} 

1 ゃ nt+ 2nin~ +41  
Z(4， 0; 2 + s/2) + Z(2， 2; 2十s/2)一一 > ~ .~:~~ ~'::~~;~，，;;~ = ~Z(O， 0; 8/2)， 

2ιて (n?+ n~)2+8/2 2 
{匁1，nz)εZZ¥{(O，O)}

Z(6，Oj3十8/2)+ 3Z(い;3十s/2)= ~ア 7l~+ 3ntn~ + 3nin~ + n~ 
ム (ni十時)3十8/2

(捻むねZ)EZ2¥{(O，O)} 一 一

と jz附 8/2)，
Z(8， 0; 4 + s/2)十12Z(6，2; 4十8/2)-5Z(4， 4; 4十s/2)

L ~i÷1244-54吟
(n~ + n~)4十8/2

(nb1t2)EZ2¥{(O，O)} ー一

1 '" (ni +~)4 +8n!吟(ηi+ n~) 2 -32ntn~ 
ー ム~\ r/n FU'l (吋十時)4十8/2
2{hTZ2)EZ21{o，o)} 

=jZ附 S仲詔叫(伊2山ラ，2

日 8日 2 ~6日4

Z均(但8予，2免;5科+sザ哨利/β角2幻)ト一Z均(伊§い?バA刈4宅れ;浄5糾+s治/β2)ト= ち吹で μ門一一“1戸門
泌匂2 

ム-::.，，_ _"  (η~+ 
(nl，n2)EZ2¥{(O，O)) 

ね?n2(η? 十 nE)3-4nini(n? 十 η~)
(ni + n~)5十8/2

1 

~ L 
{均1，句)εZ2¥{(O，O)}

ニjz(山村/2)一問?叫s/2)
これらの関係式から (37)式は

〈ぅ(2-8)/2r 

明 ニLγICl(S)Z(0，Ojs/2)切 (s)Z(丸山/日

15 _ ， . _ ， __  ，_ . _， 15 
一一-.. "r(l十s/2)+ 15r(2十s/2)一一r(3十s/2)+ r(4十s/2)

2 

-is(s-1)(S2-28十12)r(s/2)，
16 
= 8r(4十s/2)-2r(5十s/2)

= -sr(s/2 + 4) 

一 -js{S刊 )(s+ 6)r(s/2 + 2)ヲ
-32r( 4 + s/2)十8r(5十s/2)

= 4sr(s/2 + 4)， 

のようにまとめることができる.結局，

Cl(S) 

C2(S) 

C3(S) 

Za(め=r(α+2b)Z(2b， 2b; a + 2る)， (38) 

丈
dpO
 
2
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とおいて書き蓋せ試，

2-s/2τr  
E[巧]=τs l (s -1) (S2 -2s叫ん2(0)一的叫(s叫ん2(1)+ 64Zs1必 J，

(39) 

という諦麗な表式が得ちれ，H2のs次モーメントほガンマ関数と 2重ディワクレ綾数を舟いて表
されることがわかる.
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(41) 

ただしここで，

h 100∞d如M包例げ包US門
100∞ぬduuS門 0附一 1}，
100 duuS内 Fそ

(42) 

12 

13 

(43) 

(44) 

さらに，ヤコビのテータ関数む反転郎 [3]

的〉ニゾト(~)， 恥 >0， (45) 

po 
po 
つ中



非構突ブラウン経蕗の極値分布

を夜い/t，h， 13を変移すると，

A=-;十三五十f仇咋耐-叶∞仇s/2-1判的2-1}1 
12 = 一三一+foo duus/2十1'l9'(U)2+I∞duu-s/2十句(u)O'(吟(8 -2) 'Jl ~~ ~ -，-， 'Jl 

十100duu-S内 F州十;jf∞釦仰duu-S刊一→イsザ抑/β2伊例仰(伊附匂
一i一十 j∞~d包M包卯30"(匂吋)2+ (OO∞d仰一s桝/β斜2斜2+4句》ダ0"乍切f旬ヤ(伊糾包叫)2
8(伊S一 2幻)， Jん1 --- - ，-， 'Jん1 

Ia 

十6100∞伽仰旬f刊一
÷;Jf∞ぬωM包一仰針的u帆

(46) 

(47) 

÷去訂J
∞
伽仇匂刊{仔例榊附昔到的削(伊糾包吋)刊}， (48) 

となる(計算方法は第3.5館AppendixA参照トここでIt(8)は8=0(留数-2)と8=2(留
数2).I2(8)はs=2(留数1/2)，13(S)は 8= 2 (留数9/討の1位の掻を持っている.これら

を(41)式に代入すると，極は消え，すべてのsに対して正期な形となる.

E向=去(~)下2_

…2)

十や-1)(8
2
-28十郎'o(s)一4(s十4)(s十帆(s)+附メ

十s可(s一2勾)2KO{但2一S斗)一4(82十1鴎Os一1泣20吟)K1(ロ2一s吟)+6保4K2(担2一S司) 

一-4(引(8
2+ 108 -48)州÷叫)十制的)

Ko(s) = 100 duuS門的ド}，
五(8) = 1

00 

d悩 S門知)2，

K2帥 = 100dげ内勺戸
み(s) = 100白山
J2的 =100伽日
J対 =100釦ずS門 '(u)U"怜
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(49) 
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さらにみ(s)，J2(S)， J3(S)についてそれぞれ部分積分し，Ko(s)， K1(S)を使って表すと，

r _~/r}_Ll ~， ，，>1∞ f∞ d I _ 0/') Iを¥
Jl (s) IU-S{:&TIs担)つ -I ぬ一{包-S{汁明包))手(包)

L -'-/h 11 ----d包¥-- -'--.1 J 

一トー判的)2]~→(s-2)Ko(2 -s)ーヤベ7一的)
一 j(s-2)ko{2-s)÷ ト一山{桝2_ 1} ] ~ -Jl ( S ) 

-i(s-2)叫 -s)-j{削 2_1}， (ぬ)

r _~，r戸何，>-，一_L孟L凶一
Jゐ2(ωS吟) _ lu-

s

/目的)d~的)Jl -Jl d包 d~ tu-s併~ß伊)}d:的)

一則的1)÷j(sー今J1(s)一ん(2-s) 

一 一仰削)

÷→i(いS一助一4母}州K
I _ 0 1'>_l_Q f d ~， ，¥ 2勺i∞ 1

J3(S) = I U-s/制{一手(u))I 十一(8-6)Kl(2 -8) -J3(S) I -- ¥ du -，--f J I . 2 

=-j内 )2十j(s-帆 (2-s)， 

となり，これらを代入して (49)式を書き直せば，

(52) 

E向 = (~)Sつ去(1 -S)(82 -28 + 12)(2 -8ん(8))

-48(削グ(1)+州吋+S6(8)]， 8 E C， (53) 

Ko(s)二100duuS門。附一1}， (54) 

右(8) =一~{山〕山
÷吋((担2一S吟)十刊叫州哨4母引制)(ば{江(2-8)十イ仇(2-s)/2竹内が)

十; 」f∞由 (us/2+3 + 包d山(伊件山附2トい吋一→寸s吟}門
となる e ここで (55)式のご2(S)においてsを2-8としても全く同じ形となるため関数方程式

ご2(2-s) =長(8)，8 E C， 

を溝たすことがわかる.

3.4 不完全ガンマ関数と数値評倍

この簡ではご(8)，KO(8)，と2(りが不完全ガンマ祷数を使って表されることを示し，不完全ガンマ
関数の坂東の速さを利用してN=1，2それぞれの場合のモーメントの表式の数値評舗を行う.

。。
ぷ
Uつω



倒として，

L=  100ω-1/2抑制2ー 1}
について第2種不完全ガンマ関数

叫 ~ l~∞ dぬM包げd→ 
rp 

非議突ブラウン経路の撞値分布

r(z) -I ぬuz-1eーへ Rz > 0， p > 0， (56) 

を用いて表す.まず，ヤコビのテータ関数の定義(2めから，

L ニ [00dω ーゆ 玄 ε一π(ηいい
V .L (すbl，n2)εZ2¥{(O，O)}

4100 duu-1合主ε叫吟)包十41
00

duu-

ここで第 1 項と第 2項についてそれぞれ 1I" (n~+ n~)u =叫 πポ匂=wと変数変換し，却を改めて
uと量きなおせば，

L = 釘-1合主仲;2)1/，1:同 ω 咋 W 十4T422i広dww刊一切

一 釘ザ一1ψ/β2?宮2妄五;Z12芸ζ;Z1仲弘みν1ν/ρ2Jr
となり不完全ガンマ関数で表されることがわかる.間接の計算かち，

E[釘]= (%)S午s(s-1) 
×ト-s/22n-SFh/2mv

E[H~J i 

= (~)8ザγ)81γザ抑/β官
2

x { 1 -2S1f-
S

/

2 
(主主仲い/2r恒久的?十吋ηdゆ伽2お)

叫 )河凶州附dグ的印州
r
刊乍拘(ο伺1吋)叫 ))戸2}+ s6( 

-269-
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6(s) 

=-Hπ-s/2(S十4)(s十6)主主 f_2ず??J(SM仙の

ゲ /2-1((2引 4)((2イ +6)主主忌{吋忠sl片2制2+3r(十刊+3r山F汽(叩い制山(怜山n
':Jc今玉 I ∞ ∞ 斡 4目 4

十手{π-s/2L L iう fiTefqιr(s/2+ 4，仰い吟))
マ1... nl=ln2=1 

村 8/2-1主主仲一山グ(ni+ n~))} 
十占会の(伊S一2吟)利叩削1り坑)

を得る.n， n}， n2の{直を大きくしていくと不完全ガンマ関数の撞が急激に0に収束する設費を利
用してモーメントの値を評倍すると表 3のようになる.さらに壁事り N-watermelonのランダム

表 3:モーメントの数{直結果

S 

4.873485 

ウオークとその連続極限である N粒子非欝突ベッセル橋の最大値の講たす関係式

九((鴇2)S) = Ef毎! (60) 

に表 3のs=lのときのE[II1]，民主2]の鐘を代入すれば，

山(2n)) ~ v'2n x E[H1J 

- v'2n x 1.253314…・=Vi五3
(h2(2n)) ~ v'2n x E[II21 

ー ゾ五五x1.822625一一2.57758・・.x-Jn， 
を得る.これはdeBruijn-Knu出-Rice[41の壁あち l-watermelon(Dyck path)の最大高さの斯近
評錨

(ん(2n))~市ート 0(1) ， n→∞? 
や， Fulmek[6]の壁事り 2-watermelonの最大高さの瀬近評極

3 
(h2(2n)) ~句、広一一 +0(1)， C2 = 2.57758・・ ，n→∞p 

2 

の主要項を再現している.

(61) 

(62) 
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非衝突ブラウン程蕗の橿値分布

3.5 Appendix A 

この麓では第 3.3態に出てきたIムj= 1，2，3 (46)，(47)，(48)む計葬を導く.
ヤコビのテータ関数の反転期(4めから，

lt = 11 duus/2勺ぽ斗キ100duus/2-1{19ぽ -1}
-11 duuS/寸日(;)Y-1}イωS/2-1{19(u)2-1} 
一 10
1

duus

ぺ~-1}

十[山
ここで第1項の積分を計算し，第2項の積分については切=工/匂の変数変換を行うと (46)式を得

るe 次に

ゐ=[ぬu山(品。(匂))2+["dUUS仰(かサ
について第1項巨にヤコビのテータ欝数の反転期(45)を適用し，

(かザ={五(ん(~))} 
={十吋~)十品ベ;)} 
=juべ。(~))一山(~)か(~)十 u-1 (か(~))ヲ

これをんに戻してψ=1仰の変数変換を行えば，

ら=ifdw叫糾2十fぬ w-S/俳句(切)か同
+ 100 dww-S吋か伊))'十fωs/2十1(か(秘))

となり，第1項百の積分をP

itf∞伽ω惣γ一匂
=一i一一+~r∞d御切岱γ一ザ抑2{付s(仰例岱叫)戸2一1}
2(8 -2) . 4 J1 

と計算すれば(47)式を得る.んについても

ん=10
1 

duu
s
/ 

マtっ，U
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とし，第1項目について以下のようにヤコビのテータ関数の反転期を用いて，

(£かか昔阿(ザu吋)

={ト切(~) _U-3/2か (~)同一1/2か (~)r
ニか巾(~))

~ 

+ U-3 (か(~)r +U-1 (か (~)y
-;内(かか(~) +トベ~)か(;)
ザ(品。(~)) (か(~))

とすればんと同様の計算により (48)を得る.

4 非衝突ベッセル橋の最大値分布 (N:一般)

この章では主に五obay部註i-Izumi-Katori[10Jの論文をまとめ，必要な雷報を村け足して説明

する.

第 3章で誌 N=2O非穣突ベッセ)v橋の一番上の経路の最大値II2における累積確率分布を求
め，そのモーメントが2重ディ lJクレ穀数やヤコビのテータ関数を使って表されることを示し，不

完全ガンマ関数を用いてモーメントの値の数値評錨も行った.こむ章ではNをー毅の値に拡張し

た非衝突ベッセル橋(函 1めの題譲分布の解析と，数値シミュレーションを行う.解析結果として，

一番上の経路の最大値IINにおける累積確率分布は差積の形と，NxN行列式の形の2種類の表
現を得る.さらにヤコビのテータ関数の満たす関数方程式から後者の表現はエルミート多項式の

無限和を成分にもつNxN行列式

(-1)N _L. Iぶ |
P(HNく h)= 制 iヤ H2(j十たポV2nh)e一山.21， (63) 2N2HL切 -1)1出 pりしー∞ 一 j 

で表されることを示す.数値シミュレーションではDysonOBMモデルと呼ばれるランダム苛列

む国有鍾過謹から N粒子非積突ベッセ)v構をシミュレーションし，その統計賠を導く.
また N→∞における平均最大値の導要近挙動におけるBonichon-話osbah[5]の評価

(ÍÌN)~ ゾL67N -0.06， N→∞? (64) 

と，それを援叡的な漸近挙動とみなし本当の瀬近挙動を

(IIN) ~ vI2N， N→∞F (65) 

とする Schehrら[司の議論についても数値的な結果から考察を述べる.さらに，一番上の経路お

みならずその内部経路の最大鐘分事についても謁べる。

つ山
門

i
つ
ん



非喬突ブラウン経路の極{産分布

図 16:N = 10の葬槙突ベッセ)v橋

4.1 非衝突ベッセル橋の推移確率密度

独立な1次元標準ブラウン運動{Bj(t)}1=1からなるd-次元ブラウン運動B幼(時 =(B1(t)， B2(t) ， 
. .， Bd(t))の原点からの距離

R(d)(t) = IB(めが)1

= V(B1(t))2十 (B2(t))2+... + (Bd(t))2， 

泣RrU{O}上を運動する拡散過程でありきその推移確率密度は，

同 }(Mh)=51irM/(21)ん(子)， x>O， 引き O，t>0， (66) 

である.ここで，

ι(z) == L(z/2)2n+v / {時十l)r(叶ね十1)}， (67) 
党=0

は変形ベッセ)v関数でa，る.R(め(t)はι次元ベ、yセル過程BES(d)[18， 19， 20Jと呼ばれその推移
確率密度(66)ヒおいて d=3とすればh/2(Z)= (~ -e-Z)/V2iZであるから (6)と等しくなる.
x=(九ぬい.，XN)， Y = (Yt，Y2，・.，，YN) E W忌t>Oにおいて (6)式と行列式の多重謀形性
から次式が成り立つ.

N 

4村抗 rPB侮B郡関{品型釣j仇iL j z=1Zj凶必Nl-._--， --~. _.， J 

また， xE WZ配置かち始まるN粒子非蜜突3次元ベッセル過程BES(3)がお互いにぶつからず
にT>Oまで運動する確率はKarlin-McGregorの公式[15](または [21]及び [22]，[23])から

NjJ(T， x) = I dYl・・・ I dYN， .;'g~!- lH IPBEs(3)(T， Yj!Xk) 1， Jo Jo 1三j，k;5;N L----，-，. --~. -_ J 

q
J
 

門

i
q
L
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となる.主主散過程におけるマ)vコフ佳から 0<むくらく 1において時刻1でyE WZの配置を
固定してしまえば，時刻 tl でが1)εW~ から推移し，時鶏ちで X(2) E W~ へ到達する 3 次元
ベッセル過程の推移確率密度は，

p~N) (h， X(l); t2， X(2)) 

1三i2LJFBES(3)(1-Mjjzf)〉ldtLN[ぬES(3)(t2 --' tl， X)2) jxどう)
1 5，1，~~N [PBES(3)(1 -tI， YjIX~I))] 

g~~ J\ T 1;弘Pa倫胎吋(1ト一 t2 ， Y必剖U釣釧~IX~2))1 ，_..<}似剖 i弘9払加a蜘bs(伶1ら2一九Zd4♂(位∞2吟刊2)lxつ|吟Z4dLrFわ1吟勺}う)
ι=ミ;NL-

. -_. ~ 'J 1壬j，k壬N L-----， 
- -， J ' 

，.. 
'J 

d22N トabs(l 一九佑IX~l))] 
(68) 

である.x = (Xl ， X2γ •• ， XN) ε~~こ対して Ixl2= ~f=1 X;とし，また差讃

h~(x) = 日(え-XJ)日均 (69) 
15，jくたSN i=l 

を定義する.(68)式とすでに知られている漸近評値目24，(33)式においてv=1/2とする1)

r ， ，1 t -N(2N+l)/2e-lxI2 !(2t) 
一一dzLNPahO必 ¥XρJ~凸 M('>Mー 1\ 1，> -.rN …一 4 …掃(x)h~(y) ， Iyl→立

かち以下の式を鐸る.

p(的(tlFXO);払X(2))三 11mpLN}(九x{1〉;払X(2))
Iyl→0 

一
(1ーら¥

-N(2N+l)/2 h~(X(2)) 
ーい-h) h~(x(l)) 

×耐ら (t2-t1， X~2)lx~I))1 勾 j ix将司2÷1x(l)1~ ~ t 
出足N

LPabs¥L2 - L1， XJ 
. 
IXk' ) J exp 1-2(1ーら) • 

2(1ーむ)r (70) 

さちに

p{N) (O，O;t，x)三|xpt/的 (0，x{I); t， x) 
={t(l-t)}-N 。く言<1， (71) 

を導くことができる.期間 1のN粒子非欝突3次元ベッセル播Y(t)=角的pち(t)，... ，九(t))
は(70)や (71)のような推移確率密度を持つ拡散過程として定義され，在意の時刻の列言。言。く
むくらく・・・く九fく1，M = 1 ， 2ぃ・に対してす(tM) が各時務で.ð.mε W~， m=1， 2，.・・，M
の区間内に薄在する確率は

p(r(N}(ら)E .d.m，m =以 ，M)
戸 β み1-1

-1. dx(l)... 1. dx(M) rr p(N)(tm，x(m);"tm+I，x(m+町{百)
J "-1.1 J 斗 M m=O 

と書ける.
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非禽突ブラウン経路の極値分布

4.2 クラスCの行列値ブラウン橋

INをNxN単位行列，ONをNxN零行列として2Nx2N行列

J=(ON h) 
-IN ON I 

を定義する.冗(N)をNxNエルミート行列全捧の集合，S(N;C)をNxN護素対祢行列全体

の集合として次のエルミート行列を考える.

I ~ I H S ¥ __ _. ， _ _， ~ _ _ _ _ •• I 
冗勺N)={C=(s? 一言'n); H E 1i(N)，S E S(Nj C) ~ . (73) 

ここでまHはHの転置行列で島り， stはSのエルミート共役である.CE万円2N)C冗(2N)は

tCJ +JC = 0， (74) 

を溝たすためシンプレクティック・ lJ一代数となり，手iC(2N)= sp(2N， C) n行(2N)[17]と書く
ことができる.(74)式の条件から，Cの2Ni置の実固有植は，

λ=(λt，A2，"吋λι-Al，-À2，'・づーλN) ， λj 三 0， 1 三~j SN， 

の形で得ちれる.Altland-Zirnbauerは冗C(2N)を超伝導のBCS平均場理論における

Bogo1iubov-de Genn筒形式むハミルトニアンの集合として研究し，冗C(2N)の正負の固有値のベ

ア〈λjヲーλ.j)，lsjsNをBogoliubov-deGennes理論における粒子とホールの対称性とみなした

[12， 13J.彼らはsp(2N，C)がカルタン表記[25]でCNと書かれる事にちなんで冗C(2N)をクラス
Cと呼んだ.

期間1のブラウン橋b(t)，0 S t S 1は時刻。で原点から出発し時刻1で原点に戻ってくるとい
う条件付1次元ブラウン運動なのでその推移確率密度は

p(1-t，OI官)p(t-s， ylx) 
PBb(S，忽;tJ)= ，9く Sく tS 1，x，y E R， (75) 

p(l-s，Olx) 一

となる.ここで可'k(t)，O三p三2，1三jsk三Nとb与(t)，l三j<kSNをそれぞれ独立な期間
1のブラウン橋とし，

{弘伸、/2if jくた
S~k(t) = { lIjj(t) if j = k 
l 略的/V2if j >た
{弘(t)/V2 if j < k 

a~k(t) = < 0 if j = k 
l -b~j(t)/0. if j > k， 

とおく.そしてNxN行列

SP(t) = (S~k(t))ωダ 0臼三 2，

AO(吟ェ (a~k(t))邸主N

F
h
u
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和泉 南

を用いて2Nx2N行列植BM

(N)(t'¥ _ ( SO(t)十iAO(t) Sl(t)十iS2(t) ¥ 
N}(t〉=iqi

¥ Sl(t) -iS2与)一(SO(t)-iAO(t)) ) ， 一一
(76) 

を定義する.C<N)(t)はC(N)(坊を冗C(2N)，O~ t三;1を満たし，C(N)(O) = c(め(1)= 02Nであ
る.C(N) (吟をつくるためにはN(N+ 1)/2 x 3十N(N-1)/2 = N(2N + 1)極の強立なブラウ
ン積が必要である，よってc(的与〉はN(2N+ 1)次元の冗C(2N)空間におけるブラウン構とみな
せる，

C(N) (吟ほ 0く tく 1の各時刻においてユニタリー・シンプレクティック行列で蓋交北でき，国

有蓋過程

λ(N)(t) = (入iN)(t)γ-A7)〈t)章一入iN)(仏ー 3一λ7?)均(明
G 壬λがi?N)沿切(t伺t吟)三三..一.<三λ;7?;rFJ丹¥∞1吟)，

を得る.一態化されたBruの理論[24}から

λC:¥t) = (λiN) (t) ， λ~N)(ルー ?λ<;)(批

の推移確率密度を求めることができる.その結果 λ~:l)(坊の推移確率密度は(均)，(71)と一致する
ため， λ21J)坊は非衝突ベッセル謡言。)と分布として等しいことと， λ(_()(t)E W~， 0く tく 1を
満たすことがわかる，図 17はN=10の固有値過程λ(N)(坊をシミュレーションしたもので入 =0

の線を壌に対称になっていることがわかる.こむうち正の国有誼過翠λ<:)(吟Cみを取り出したも

のが留 16の非衝突ベッセ)v橋である尋

λ 

G 

1τi符le。
図17:N = 10の富有檀過程λ(N)(t)，O三;t三1

4.3 一番上の経蕗における最大檀の解析結果

4.3.1 HNの累積確率分布

N粒子非欝突ベッセル構の翼積確率分布は (16)式より，

〈AL(1Jix)
P(HN<め= li担 4 伊丹持

Ixl，lyl-心q;ご(l，ylx) (77) 

月り
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非蕎突ブラウン経路の極f直分布
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(79) 

ここで h~ は (69) 式で定義された差積である.よって (77) 式は

P(HNくト例-N山) 玄 {胸中吋-長Inl2~， (制
15nlくす"&2<…<nN '" --- .1 

N 

CN = 2N/2JrN(叫伊/rr (2j -l)I， 
となり差讃の形で表されることがわかる.この表現は経路積分法からセルパーグ積分を用いて求め

た[9，(5)式!と一致している.ここで(80)式と(71)式が非常に叡た形であることに気づく.第4.2節
でも述べたように(71)式はクラスCのランダム行列〈分散t(l-t))の固有値逼程と同じ確率密
度を持っている.また(80)式のh-N(2N十1)の指数は冗C(2N)お次元とも一致している.その他に
もこの最大値問題における揺れた対祢性には以下のようなものが怠る.シンプレクティック・リ一

代数の分割μに担当する既約表現ほ117]より，

det IX~k十N-k十1-Z7{内十N-k+り l
S(:μ(z)=15jrK5N L J rJ11  
μdet  I X!，V-k+l _ X:;-(N-k+l) I 

1壬j，k5NL J J J 

(81) 

で与えられる.もし匂 =μN-j十1十jヲl$.j三N，Xj=l，l三j三N とおけば (81)式は([26， 
(3.33)式]， [27， (3.10)式]にもあるようにL

h~(n) 
sPu(l， 1，-・.，1) =ι 
1-"' ，. .， Ilj~l (2j)f 

となる.これ詰非葡突拡散過程む最大僅問題がいくつかの対称な窺約表現の集合における確率論の

数え上げ問題と関連していることを示唆している.また対称な既約表現はランダム行列集合の離散

販とみなすことができる.今回の場合，吸収壁という条件がシンプレクティック構造(クラスC)に

変化している.[9]でも指摘されているように (80)において自明な式 limh→∞P(H<;)く h)= 1 

ウ

t
ウ
tっ“



高和泉

はセルパーグ積分[28，291の一種，

iAN{伊町)2ー川官{附!ヨ 2二

(82) 

にj二131J一命2主{x;e-XV2dxtJ 
(2吋昨2NI日(2j-1)1， 

これは[30，(17五時式lにおいて，=1，α=3/2とおいた特別な場合で島る.を与える.

行列式表現とヤコビのテータ関数

(80)式から IINlこ関する累積確率分有について以下の行列式表現を得る〈証明は第 4.7章 Ap-

pendix C参照ト

4.3.2 

(83) 

cNh-N(2N+l) d坑 iτ-db-十k一九一π2n2j{2h2)I 
1三j起 Nロコ i 

〈_1)N2-Nj2πN(2N十王)j2b-N〈2N÷1〉u fJLI 
E三ρj-1)! '"明¥2Tt2)， 

P(HN < h) 

L e-1I"n2u 。(吟±
「九j十k-l 1 

TN(包〉=d32Niお苓コ8(u)I } 

(84) Imy>O. 

三二 r2Z2n

L e211"伽÷ゆ2?

さらに以下のようなヤコビのテータ関数お一穫を考える.

。3(X，宮)

さらにヤコビのテータ関数の満たす関数方ここで Z= eX1I"i，q = e炉 4とおいて2行自の式を得た.
謹式([31，第10.12蔀]， [6，第A.3.1節])

(85) 手3(民智)= f)3(X/払-1/宮)e一物2/utli
v y 

においてx=ぜ十ポ包/将司，y=句2事ιηERとおけば，

刊行会，i'1]2)= f)3 (長一会長)♂(e/1J叩

(86) 

さちに (84)式を用いて

E二e-7rn2j1J2十(2吋 /η2十ゆ

Q
O
 

ウ
4つru

となる，



非穫突ブラウン経路の橿イ直分布

ここでエルミート多項式(1)の母関数

F一仁左Hn(吟芸
から (86)式は

主主ヰe-1rn2/'fJ2+'1arif.n/手
=η主主ι(内十Jご川議)3eー何時/η)2

となるため以下の憶保式を得る.

';QfY)'α+1 ∞ J 、E二仇ーが/ポ十2ゆ /η2 法a/2I: H.α( vfin'fJ + vfi.ご/η)ε一(..j1rnη+.f1ff./'fJ)2

(87)式においてご =0，η=hV'2T，α= 21， とおけば

Enu〆 2J二LdM十1乏Hu(J2妨げ》 (88) 

1， = 0，1，2，'" 

となりこの関係式を用いて(83)式を書き産すと第 1章に出てきた累讃確率分布の以下の行列式表

現を樽る.

(-l)N _1_-，- I ιi  
P(IIN < h) = ，-，1¥，2 T"T';j_:~. ..H ~..-g~~M Iヤ H2(j+kポゾ2nh)e-2伶2h21

2N2目立1(2j -l)f 15_J，k5N ln全斗 一 j 

(89)式の特別な場合としてN=1，2の場合を計算すると，

A 00 

P(主1くめ=-i E H2(V2nh)εーが%23

(89) 

P(II2 <トhiL-…)det[::;2221223j
ここでH2(X)= 42;2 - 2， H4(X) = 16x4 -48x2 + 12， H6(X) = 64x6 -480x4 + 720x2 -120であ
る均五ら，

P(II1く h)= 乞 (1-4h》 )e-2dd? (90) 
n=ー-00

主主川村){1-16叫叫が2吋2-苧6n~
R 尾町 128官尻町 128.0 A 必 1

-32honin2 +っ::'honlni一一:'honin2( (91) 。 3 ~.:. I 

と展開でき， (90)式は (19)式と一致し， (91)式は (31)式と一致していることが確かめられる.

P(H2く h)

od 
ウ

tっ，
，
U



和泉 南

IIN E dhの確率密裏分布やIINのs次モーメントを累積確率分布P(IINくめを用いて表すと

((HN)S)=l r11p〈HNく h)) dh 
10 
--
¥dh 
-，--H  

-
.-/  

} 

= s 1
00 

hs-1 { 1 -P向<叫仏 関

となる.ここで2行自の式を得るために部分積分を行った.(83)式の表現を (92)式に代入すれば

s次モーメントに隠する行列式表現となる，これはまさにFeierlの壁あり watermelon配置むヴィ

シャスウオークの最大高さ分布の長時間瀧近橿援の形[8，Theorem 1のκヂ関数!と一致すること
がわかる.さらにFieirlの壁事り watermelon記置における最大高さ分布の中心掻限定理の行列式

表現[8，Theorem 2 (28)式iは九(z)がまさζエルミート多項式であることに気づけば，我々の2
つ冨の行列式表現(89)式と詞じであることもわかる.離散的なヴイシャスウオークと連続的な非

街突ブラウン経路からこれらの一致が確か品られることは非常に興味潔い.

4.4 数値計葺から得られた結果

4.4.1 国有佳過程から見出されるベッセル橋

まず10000ステップのランダムウオークζよる近叡から期掲1のブラウン播b(t)，0 ~ t ~ 1を発
生させるプログラムを作る.このプログラムを使って3つのベッセ)v構bj(t)，0 ~. t三1，j= 1，2，3 
を生成させ，以下の2x2行列{直過程を考える.

cP)(t)=(h(t)b20)+t同)) 担3)
¥ b2 - ib3(t) -bl(t) J 

この正負の富喜僅むベア

入ぶ必凶(但∞2劫)(与伺言吟)={ λi?I円}均(t吟)，一λi?引1)(t持附t吟前))
入込梓伊i??1功)(布紛t吟)=ゾ(悼主色制1(巾(t))戸2十〈争b2託点(t吟))戸2十(b3(与的ωt吟功))戸2 

(94) 

(95) 

から国有謹過翠C(l)(t)は簡単に求めることができ，正の固有償過程 (95)は 3次元ベッセル構
子(t)，O~ t ~ 1を数値的に再現する.この数種計算方法が妥当であることを確かめるため 1000個
の3次元ベッセル議の経路を生成し，その最大値

H1=是主主Y(吟ヲ

をプロットした{陸 18).実載は (20)式かち得られた曲譲で事り，プロットされた値と完全ヒ一致

している乙とがわかる，

404.2 HNの平均と分散

2 x 2行列 (93)は (76)支の N = 1の場合とみなすことができる.もし 10認のブラウン議
{ち(t)}3~1 を用意すれば， 1-{C(舎の 4x4行列犠ブラウン橋

(_  b1(t) 合(b2(t)十ぬ(t)) b;; (時十ib6(t) 古(b7{t)十五bs(t)) ¥ 
C伸容)= I .吉(帥)一五回)) 弘(t) 吉(同)十必's(t)) bg (時十 ihI~~t)r." I I b6(t)一私的 古(b7(t)ー私的 -bl 一方(b2(t)-ibs(吟) I 
¥古(b7(t)一如何) bg(吟-ib叫t) 一吉弘{吟十向(t)) -b4(吟 / 

280-



非笹突ブラウン経路の橿信分布
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図 18:3次元ベ、yセル講の最大鐘II1と数値許算シミュレーションによる比較

をシミュレーションすることができる.これはN=2のときの (76)式に相当する.2つの正の固

有値

λ~)(t) = (入~2) (t) ， 入~2)(批 0 く入~2)(t) < 入~2)(t) ， 0三t三1，

をたどれば， 2粒子非棒突ベッセル揺す(t)= (Yi (t)，ち(t))とその上位の経路の最大値II2-
maxo<t<lち(吟の続許データを葬られる.一接的に N-非構突ベッセル橋は猿立に生成させた

N(2N + 1)留のブラウン構{ち(t)}出N十めを用いて非られる 2Nx 2N行列の N値の正の毘
有僅をたどることでシミュレーションすることができる.

ここで平均と分散の表記のために

mN = (HN) ， 

UN=var(iZN)=〈(2N-mN)2L (96) 

を用いる.表 4は一番上の経路における N=70までの平均と分散を求めたもので，平均をとる

ために 1000摺のサンプルを用いている.この数値音算結果はFeierl[8]や表 3での解析許算結果
と一致している.

4.4.3 N→∞の頭近評偲と一番上の経路

mNのN→∞に主ける若者近評語について着目し，

mN = eoNvo， N 2> 1， (97) 

と仮定する.(97)の指数均と係数匂を求めるため，数値計算により求めた一連の値 (m7べ
mZ27?mZ3}FmZ4〉予防Z5〉)を毘いて最小二乗法でフイツティングする.そして丸1三j三5
の値が大きく主主るに連れてν。と匂の櫨がむしろ系統的に変わるととを観謝した.図 19と密 20は

N = Naにおける Voとeoの僅の依存性を示している. [32]の l/N-プロットの僅かち最も大き
い3つの点において図 19と国 20の実隷で表される線形フィッティングを行い， ν。=0.493と

Q
O
 
っ“



和泉 南

N mN  VN Fη1，N FむN KIKmN KIKvN 

1 1.251 0.0774 1.2533 0.0737 1.253314 0.074138 

2 1.819 0.0732 1.8222 0.0746 1.822625 0.073194 

3 2.262 0.0704 2.2677 0.0720 

4 2.641 0.0664 2.6460 0.0692 

5 2.979 0.0640 2.9805 0.0656 

6 3.280 0.0624 

7 3.558 合.0600

8 3.817 0.0556 

9 4.057 0.0570 

10 4.291 0.0543 

20 6.146 0.0409 

30 7.597 0.0396 

40 8.790 0.0384 

50 9.841 0.0364 

60 10.806 0.0354 

70 11.678 0.0310 

表 4:数値寄算から得ちれたmNとVNの値と，解析的に得られた'F'の値([8}のTable1)と宝IK'

の笹(第 3.4簡の表 3)とむ比較
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留 19:l/Nに対する Voの関係
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図 21:粒子数Nと平均 mNの関捺 国 22:粒子数N と分散りN の関保

匂=1.42を持た.これらは Vo= 1/2，匂 =y宝=1.414...とみなす事ができるので (65)式と一

致する.また，図 200)中間領竣0.1< 1/Nく0.2において匂の鐘は1.25くcoく1.3であるーこ
れらはゾ主67~ 1.29とみなせるのでBonichon-日osbah[51の (64)式の予想と一致している.そ
してこの式はSchehret al.[9]より議叡的議近挙動と呼ばれている.国 21はNにおける mNの
log-logプヨットで実緩は

mN=ゾ百十czN-V112j

でフィッティングしている.パラメータは Clc::: 0.253でおる.

さらに N →∞におけるぢN の瀬近評揺を行ったものが罰 22のlog-Iogプロットである.最小

二乗法かち

(98) 

VN ~ 0.09N-o.23 

を鐸る.ここで負の指数はN→∞においてのN → 0となることを示唆している.

(99) 

4.4.4 内部経路の統計員Hについて

第 4ι.1節で説明している方法でN-葬密突ベッセ)]/構を生成すると，時陪区間 (0，1)内におい

て一番上の経路だけではなくその内部経路の最大誼の統計期を調べることができる.そこでN
筈突べツセjルレ構

Y(t) = (Yi(t)，九(t)，• • . ，YN(t))， 

の原点に近いEまうかち k本自の経路の最大障を

siN)ェ J725え助手 、‘，，
r

Q
H
V
 

ハ
υ
τ
i
 

J

，，、、

と書くことにする.表 5には N=10におけるすべての経路の平均と分散

mf)=(立jN}〉?
グ)_ var(IIkN)) = ((ÍÌ~N) -m1N))2)， 1三k三N， (101) 

の纏をまとめた.
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k 続 3{t10〕 ぷ12107 

1 0.547 0.00528 

2 0.891 0.00778 

3 1.240 0.00971 

4 1.598 0.0126 

5 1.958 0.0147 

§ 2.337 0.0170 

7 2.735 0.0209 

8 3.168 0.0262 

9 3.659 0.0320 

10 4.291 0.0553 

表 5:数量計算から得たmfO}とcF)む盤

次に内欝経路の最大値における N佐存性を譲ベる，図 23と図 24泣1本自の内部経路の最大

値BiN7の平均と分散をプロットしたものである.このlog-logから Nに関する以下のべき乗則を

得る.

m~N) "-' N-O.38， V~N) "-' N-1.17 1 ，-.1. V ， vl (102) 

図 25はk本自の経路における平均mT)を表したもので内艇から外都こ向かつて経路の最大鐘
をたどったものである.ここでkにおける各畠謀に共通の形が見出される.そこでたjN}之対して

m?/m7〕をプロットする方法[33]を用いれば図26のようになる.この結果は十分大きなNに
おいて以下の隠採が成り立つような万能関数f(叫があることを示唆している，

?7Z{N}/L¥ 
k .e 1 向 k

m{N〉 J IN/ 
N 、，

(103) 

スケーリング関数f(x)泣関鐘討を持ち，x<<がでは隷形関数として振る舞い， x:a>がでは単
純な線査委関数としては扱えない.委主撞フィッティングよりスケーリング関数は以下のように予想で

101 

10・2
ミ?
〉

19410U -
11000 410Lτ u 

101 102 101 102 

N N 

図 23:Nに対するm?の雨対数プロット 図 24:Nに対する ujN)の再対数フ。ヨット

4品。δqL
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非棲突ブラウン経路の極値分布
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図 26:菌 25のデータコラプス

(X~ が)，

(x ~ x*)，αc:= 5.1. 
(104) 

4.5 第 4章の結び

第 4章ではN-非衝突ベッセル請の経路の最大値について解析的な結果と数値的な結果を報告し

た.統計物理学のヴィシャスウオークモデルの一謹であるこの最大種問題はランダム行列理論や

対者、牲に関する表現論，そして数論とも関係している.ここに存在する数多くの未解決問題のう

ちいくつかをここであげる.

(0， h)内を運動する吸収壁ブラウン運動の推移確率密度Pabs，h(J)表現 (9)においてnE N = 
{1，2，3，...}はフーリエ級数展開のモードを表すために導入された変数である.N-経路システム

を考えるときこの離散的主変数n= (nl，均 γ ・づnN)E NNが導入される.nは補助的な関数であ
るにもかかわらず(9)，(80)， (83)， (89)式でnの和から物理量が与えられているため，離散変数n

は物理的な位置を表す連続な変数X= (XI， X2ぃ •，XN)， Y = (Yh Y2，... ，YN)と双対関穣があるよ
うに振る舞う.クラス Cのランダム行列の層有値退程から蕎られた経路の確率密度と分布として

等しい (71)と離散的な変数の分記関数から与えちれた最大鐘の分布関数 (80)との類似誌双対関

擦を示唆している.w剖ermelon配置のみならずstar配置についての非欝突経諮問題 [34Jとそれち

の橿種問題の謂の双対関係を明確}こするため系統的な研究が求められるだろう.

また，ベッセ)J，t橋の最大{直H1=ma:xoくまく1デ(t)の分有とベッセル構がt= 1/2のときの投量は
経路の変動むため一致しないーしかし，図 22や(99)式でも示したように分散 VNの穫はN→∞

で9になるはずである.そのため N→∞の極限で

(HN) C:= (巧，(1/2))，

となることが予想され，具体的に

(九(t))~ 2ゾ2Nt(1-t)，。三t三1，N→∞? 

が知られている ([43，(2.26)式において α=0とし，ゾ言=limN→∞(色村t))/ゾ訴を用いる]).
よって Schehret al.は (65)式を結論付けた.N→∞に関する適切なスケーリング題担をとれ

ミリ口。つμ
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ば，一番上の経路YN(t)，O三t三1の変動はAiry過軽[35，36， 37， 38Jと定義される.Airy過翠は
Tracy-Widom分布[391に従う確率過謹である.これらの考察かち Airy過謹の最大詰分布につい

ての研究が非蓄に興味深い.

また，内部経路の最大値分布の解析については難しい問題となるだろう.

4.6 Appendix B 

(78)式ヲ (79)式の導出

行列式の多重義形性から 42h(1Jjx)式は

空間(l，ylx) ニ 創出{eサボ12-e一{管内)2/211
a柑司 15，j，k5，N I ..J27r l J I 

一一三百戸IxI2+lyI2)/2 似 [eYjXk_ e-YjXk] ， 
(2χ)N/2 - 15，]，k三N

となる，ここで，

J22NPPK-e一的Xk]
N N 4 

- 2NEM)区間く22<mNF1(2mji十1)115itb[智子]15，1.色N[zjmK17

である.さらに， mjかち約へ的 =mN-j+l-N + j， 1三j三N という変数変換を行い，シュー
ア関数[17，40， 41] 

det l~k+N-k I 
sμ(x) =切りM:日重 1j

det lxデーおi
l'5，j，k壬N L J J 

(105) 

を導入するー (105)式の分母はヴァンデjレモンド行列式

JZLJ4ーた]= II (Xj - X品
一~， - 15，j，k5，N 

(106) 

である.シューア関数展開を患いれば，

~)Nへ一件lyj2)/2d(制 II {(イ-X~)(YJ -y~) } 
j=l 1三j，k'5，N

N z 
x 2:二百九一 __j_，)';_1¥'Sμ({イ})sμ({y;})ヲ
μ:.e(μ)5，N j=l 

となる，ここで，R.(μ)は分割μの分割数を示している.Ixl，ly!→ 0を考えると， μがμ=0三
(0，・.-，0)をNずのとき so(O)= 1となり，それ以外のμでは匂(0)= 0となることかも斯近的に
(78)式が舞られる.(N = {1，2，.・'}， No = N U {O}とする.) 

420Jjx) エ

6
 

0
0
 
つω



非衝突ブラウン経路の極値分布

次に， (79)式を求める。まず， (9)式と (13)式から，

/凸"N ノつ、

q必忠払h山(ο1川~y剖|除x) = (ωi幻)n芸五N均 (一3訟主シ戸戸i同桝附n叫ポ叶:戸け2つ2)1:5 
/凸'¥.N / ') "噌

=(i)nEN叫 (-Jhinf) 志 EIAN[翻(ト(j)釣)山 (~nσな)Xk)]
唱/口、 N / う¥

=示(tjZNexp(-35inj2)dLNトin(長jh)jdLN[釘(かねた)]， 

となる.ここでSNはN留のものの置換全体の集合で島る.また，

dLN[叫トnk)] 

-duiSJL13(会jrj
JEA((ぶ日付

-I伊丹)ふ (~)2江主目立ぷ立)!ねら帆芸能川1，
であることから，撞移確率密度は，

42h(1J|将
司/""、 N N / 今、 N

-示(~) 11 (Xjyj)乞叫(-主主In12)11 nJ 
、/ j=l nεNlす¥一 / j=1 

N • 1¥T N 

X 巴仇例判郎1κくEζ:仇仇JNメ(のfわ)2江叫zむj=1州悶叫j州÷NF1 よJプ出?口ロ;hい〉戸!d2νJJZP例ケ子竹門k可1九l九1宅壬」f拡払昆おωNJJ[hn
×O矧芸 d仰JJNメF(ほωfわ)2εヰ主1ち十1訂;L)戸!品川品N[附ηマ伊柄れア子狗kつ九]， F 

となる.さらに，相自り[y子]= (_1)N(N-l)j2 det出足N[y'!N-k+1]と変形し， μk= mN-k+l-
N+k，均 =iN一郎-JV+kと変数変換すれば， 2乞Lmj十N=21μi十N2， IJLI = L:f=1的で

月

ioo 
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一
間

×五位P(一長Inl堆ィ
x 2: 2: (~)制十i沖合 {(2μN一山 ÷24fJJ;二:一戸 21-1)f}
μ:i(μ)5.N lI:i(ν}三N j=1 

x _ _q~t_.Jザ内十N一門 4~t__Jn主九十N-k)]Sμ({x;})SlI( {y;})， 
，k5.N L J -15.j，k壬NL

J 

となり (79)式が導ける.

4.7 Appendix C 

(83)式の証明

(80)式はヴァンデjレモンド行列式(106)より，

P(IIN < h)ニ cNh-N聞社)土 >-叫{-4ini今N! L...J ---r ¥ 2h21--1 J 
nENN 、 ，

N 

× E呼ぷ~N[伊イザ伊(件(k-l)

=川町九五立(い(一会1)} 
N 

X L sgn(σ)三二 sgn(p)n n;Cσ(仰(の-2)
σεSN pESN i=1 

NI∞，司、 E

=ヲCN刊 2却N糾陀付1哨乞乞 S培静g担仲E
σε SN ρ廷SN j=l l 湾匂j=1 ，，_.~ / J 

であり，

N 

P町(II.ゐN<ト例一N杓担問阿N叫吟1)示乞 f〆d
nEモ:;NNσ4ε=，SNPεSN j=l 

N 

=ゅ一郎N+l)合Le-1r2jn!2刷工乞 S伊(付帯(p)n n!明代的〉-2?
ロεNNσESNP毛:;SN k=l 

Q
0
 

0
0
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非喬突ブラウン経路の極値分布

となる.ここでk=σ(j)といたとき， EnENN が島るので上式は

N 
旬φh-刊一N叩但仰叫N叫叩N+l)牡1吟)示 乞 e-一剖2卸判坤Wπ吋巾!凶a

n主εNN σεSNPεSN Jたc=1

N 

一旬帆h刊却山刊〉古乞 f〆安ジ2
n王ENNσεSNT毛ε=，SN k=1 

N 

= cNh-'-N(叫 1)L e-7r2!nI2/(2h2)玄 sgn(r) rr n~j+2T(j)-2 

nENN rεSN j=1 

- cNh-N(叫 OZe-dhi2/{2h2)1<42LJnjj十2k-2]

nENN 一一

一例一…

と書ける，ここでァ=poσ-1とsgn(σ)sgn(ρ1)= sgn(けの関集を用いた.よって 1つ自の等式は

導ける.2つ自の等式については簡単に導くことができる.

5 非衝突ブラウン経路の極値介布

第 3輩では N=2のときの非種突ベッセル橋む最大笹分布やそのモーメントを求めた.また

第 4章ではNが一般の笹のときの非衝突ベッセル構の経路の最大謹分布や数種計算を行った.こ

れらはいずれも非衝突ベッセル橋，つまり壁あり watermelon配置に関する研究である.第5章で

は壁なしのwatermelon配置や，壁あり・壁主主し両方における star配量の非欝突ブラウン経路の

極鐘分布がエルミート多項式を成分にもつ NxN行列式やN次パフィアンで表されることを導

く.一殻に壁あちはその極値として一番上の経路の最大値HNを持つが，壁なしは一番上の経路
の最大鐘RNと一番下の経路の最小値LNという 2つの極穫を持っており計算が複雑になる.ま

たstar記置はwatermelon配置と違い終点yへの条件が主主いため，最詩的にyについての積分を

しなくてはならないという許葬の特穣が毒る.ここではこれらすべての非欝突ブラウン経路につ

いての計葬方法とその結果を示す.

5.1 葬衝突ブラウン需の累讃確率分布

非衝突ブラウン橋，つまり壁なし watermelon配置のブラウン経路(図 4または図 11)

X(t) = (Xl(t)，X2(t)γ・・ ，XN(t)) 

の累積穫率分布は表 2より

qiZ141Jlx) 
P(一哲Lく LN，RNくなJR)=. .l~~ 

Ix!，lyl→o q(N)(l，y!x) 
(107) 

Q
d
 
oo 
q
L
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である. (107)式の分母は，

q(N)(l，Ylx) - 1:Ç1~~N 詮(1 ，Yklxj)] 

A _+ i 1 __._ f (ぎた -Xj)2)1
l:Cj，忌NL v21f ~'~r l 2 J J 
/ .. "N/2 

一 (~会討}引) εf訂一ベ(1附x吋ぜ1
2附2斗÷

(2~ 昨m2N3)  五}lV/;.G e-が{計供i陣山x
λた:必εκ{λ持):;壬;Nj=1'--"'-JJ~ ."  -/ 

×15222Nト?っd昆N[YJ寸3
(108) 

となる.ここで行列式の多重隷形性を患いて3行自の式となり， 4-5行自を寄るために行列式内の

指数関数をテイラー展開した後，Nにおけるすべての罷換をとり勾ヲ抗における 2つの行列式に
分割し，変数変換してからシューア関数展開を用いた(第 4.6節 AppendixBと同じ方法).さら

に Ix!，!yl→0を考えると，sλ(0)の僅はλ=0のとき 1となり，それ以外では9となることから

漸近的に，

/哩'¥N /2 N 1 r "， ，.."' 

q(N)(l，ylx) = (n.L_) -nームー相川-11_ _<J~t_ _. I百7-11
¥2πjii臼-1)1凶りい Jω三N Ll1j J 

x {1十 O(lxJ，lyl)}

W1  H (均一巧) 立 (銑ーめ)
(2π)mEiJ与)出くた:CN 出〈た:CN

x {1 + O(lxl， Iyl)}， (109) 

となる [34，Lemma 3.1}. ここでヴァンデルモンド行列式(10めから差穣の形を捷った，

同様に (107)式の分子については分母の計算よりやや複雑になるが基本的な計算は詞じで，以

下むようになる(第 5.3箆 AppendixD参照ト

qS';::WR (1， ylx) 
1fN(N-l)i N(N+l) 

、 r 、 j(切L十WR)-N2 II (ねーが H 弘一的)
2N ( nf=1 ru)) 似た三N l$jくり

J 今、 N" 1'" / 、『、

ヤ exp( ry("，，~: 'lJ'~ i21n12) rr ~ n;-1 I (-l)j + exp ( 2材切Ln.._nj ) I ~ 4ziv ¥2(位十切R)2'--1 ) f=~ l'-J L ¥ -， '~'-r ¥ 切L+切R"'J) J J 

x rr (nk -nj) X {1十O(lxl，Iyl)}. (110) 
1三jくた三N
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非喬突ブラウン経諾の極イ直分布

(109)式と (110)式から累穣確率分布(107)は

P(一切L< LN，RNく切R)

=合仇何仇L十吋切均叫R心)げ一

x II {吋一斗1Iド(←一1ヴ)戸j十低Pバ(鈎 初仇L η匂川i)l~ I1 (伊η匂k一η引jβ)， (111) 
l J l' ~ ¥ WL十WR J J J) 1<;く '5_N

， 1rN(2N-l)/2i N(N十時
4r=JTFnhN-'A(112)  

となる.

また積の表現(111)から行列式表現

P(一切L<LN，RN<官R)
= c';v(丸十町)_N2

×ゐ[十-1yiLd十日ほP(-2仇九川
十ゑ戸一切(-2(J均片2~で_n)}] 附

に書き直し，ヤコビのテータ関数の関数方程式かろ導かれる関様式(8η を用いてエルミート多項
式を導入する.まず(113)式の行列式内第1項巨に (87)式においてaニj十k-2，可ニYI2T(均十
WR)，ご =0とおいた関孫式を適用し，第2項目に α=j十 k-2，η=ゾ匂1r(切L十 WR)，ご=
2却 L(WL十初心/π とおいた捷係式を適用すれば，

P(一切L< LN，RNく WR)
(_l)N 

2N(Nー伊豆立1r(j) 

X品 N[主{ト1叫ト州A 時十k-2(V'2b)ε寸?同
α=(切L+切R)弘主=(切L十切R)n十組L

を得る.このように，非議突ブラウン議玄坊においてもその累穣確率分布はエJvミート多項式の
無限和を成分に持つNxN行列式で表されることが導かれた。

5.2 非衝突ベッセル訪復過程と非積突ブ、ラウン訪謹過程の

累積確率分布

5.2.1 非蕎突ベッセル訪窪過程

非衝突ベッセル傍謹過程，すなわち壁あり st泣配遣のブラウン経路(図 5または国 12)

Y(t) = (Yl(t)，ち(t)γ・・?町村t))

Q
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の累議確率分宥は (17)式より，

んんz品仏州叫

一ん阿ごM 沖
となる.第 5.1節と同議の方法を用いれば (115)式め卦母分子はそれぞれ2

qZWlx)=(;)N乍一防12/2t31)frr { (xZ -x;)ぽーか}
j=1 " " ， 15.j，k5.N 

x{l十O(lxl)}， 

P(HN < h) (115) 

ハ ....NN 

一同附ーめ/2ujpI(2ム~ENほ-x;)
x 品 N[注j主L(Giト約Wrサザn)2j-勾トへ一
x{l十O(lx判j)片} 

となり，これを代入すれば (115)式は

qjC，h(Lyix) 

町立N< h) 立 (_l)N山 γ2(会)貯2

×ムんん1区必壬

ん真PF宮釣j旦J〆d一dゆか〉片ε一訓山2勺恰/片2dy 
(116) 

となる.ここでセんパーク讃分の一種である次の積分公式[30，(17.6.6) p.321J 

ム N'JTIIぉ-Yk12'Y rr Iめ12α-1exp { _1~2} dy 
...... -. 1三jくた5.N j=1 、 J 

(N-l)品r(l十jγ)r(α 十7(i-1)) =2αN十ヴ (N-l) n 
f=1T(1÷7) 

(117) 

において岱=1， 7 = 1/2とおけば，

L N  N 
17C I1 (偽-Yi)IIYje-，y，2/2dy= I1r的空 〈国)

を寄るーこの公式を (116)式の分母に適用する.さらに自主ruijnの公式[42]

I _ dx. ~今~Jgj(Xk)] ニ毛 JRfJ肘 I I dx I dx sgn(x -x) gj(X)gk(X) I (119) 
JW_N .1こ'::J，JbごとlV .1ご，::)，/Cご三月 lJR十 JR十 j 
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非笥突ブラウン経路の橿鑑分布

を用いる.ここでPfはパフィアンと呼ばれ，

1 守「
P計町f汽(は凶Aめ)=芯国j2込~S;2N(αωj片Mたρ)=万茄;之LS静伊副(σ )財α匂制初σ丙仰桝{ρω1吟桝卯)片阿附σ可ψ哨{作伶2吟〉汗向向α烏旬仰σ吋硝哨{作例3苛仰)片σ

σ 

と定義される.パフィアンは反対称行列式の平方根に相当する行列式の仲障である.よって非衝

突ベッセル訪謹過謹Y坊の累積確率分者は，

前くh)=品 N[1+ dyム仰い)お{倒的i (121) 

(_1)j+l/2戸一拍手 /π2 ~2 I .: 1r _.~ ¥ 
均)= 叶片山… ヲ-74一切p(-一τn十zー抑)ムJ ---r ¥ 2h2'- . -hif'-J 

となる.さら立 (8η 式においてα=2j -1，η=ゾ号;h，f.= h訴/π?とおき，
を導入すれば，

P(HNく h)=噌_P'f_u11 dy I dysgn(安一前gj(y)gk(長)I ， 
1S::.J，ICS::.1V LJR+ JR+ J 

(122) 

エルミート多項式

(123) 

'j(型)= e l ヤ H2・ 1(...(2nh十宮/ゾ三)ε一(v宣幼村/..s.P2r匂)η士:03- (124) 

となり，エルミート多項式の無理和を成分にもつN次パフィアンで表されることが導かれた.

5.2.2 非欝突ブラウン窃窪過程

続いて非錆突ブラウン訪謹過程，つまり壁なし star配置のブラウン経路〈国 6または図 13)

X(t) = (X1(t)，X2(t)，... ，XN(t)) 

の累積確率分布は表 2より

iんんV吟附金針!払q~出払臥!L仏ψ均R(ιμ川(与仏川(l ， yl川，y訓y封i司
I 1註~m_qN (ο1，y封lx)dy
Jw企!同x叫i→O

となり，そむ分母分子を今までと同様の方法で計算すれば，

P(-WLくLN，RNく初心 - (125) 

p_IYI2/2 
(N)(l， ylX) = よ引

(2π)N/2 nj~l r(j) 

x{l十O(lxl)}， 

日 {(ねーが(訴ーが}

qt!?ぷ1，ylx)
(_1)N(N-3)/41rN(N-l)j2 TT 

日 {均一句)

し三 P( 2J均 )2 + Jm) x det I )' nk-l eXD ( A1  

n( πイ:L ÷ 釣h吋η→)1 x {1 +叫叫C例例(引i
一十 t切iρJR J I 

勺
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となる.よってく125)式は以下のようになる.

P(一切Lく LN，RNく WR)
〈_1)N(N-3)/42Nj2πN

2/2

(切L十組R)N(N十1)/2

ムんん1巴壬i集払払色私おNI，民三孟L計れ一4方引leε
X A 岬

Ae-iY12/2 日(弘一似命
-.. N 1三j，k壬N

(126) 

ここで， (117)式とは民のセルパーグ護分の公式[30，(17.6.7) p.321] 

L E 出-Ykl2')'eーα1内=駒内2a)-N{r(N-l)+1}吐中付
l:5jくた壬N j=1E〔1十守)

(12η 

においてα=1/2， i = 1/2とおけば，

/w!>. _ IJ ".(Vk -Vj) e-IYI2/2 dy = 2N/2 n 凶日出一的)e-IYI2/2 dy = 2町2IIru/2) 
"N  l:::;jくた:5N j=1 

を寄る.この公式により (126)式の分母は許葬できる.さらにdeBruijnの公式[42]

1 . dx 1 ___ 9-~~ Jん(Xk)]=喝/p'f___1H11 dx 1 dx sgn(X -X) fi(X)!k(めI (128) 
JWfi l.S:J，ICS:_lV .lS九九lV lJR JR  I 

かち非費突ブラウン訪復過程Xめの累積確率分布は

P(-WL < LN，RNく切R)へ/P'f ___ '" I I dy 1 dy s伊(安-y)ん(ぎ)!k(妥)1， (129) 
iごと2バミlV LJR JR I 

ん担) 一 ー
j

，f
t
4
1
¥

2
-
n
F
-
F
 

ノ
一
/
工
A

4

一，

h

u

m

v

》
一
貯
一
日

件

一

句

作

。

ザ一

t
z
一

ιー
一
切
×

f

11"2 _2 I .:一切L _ ¥ _!_  ( _ 'llJL十型¥

2(切L 十切R)2'~ I … 恕L十WR'V) ~&~ ¥"切L十切R叩/

(130) 

となる.ここで， (87)を梗うために!i(官}むsIn関数をオイラーの公式を用いて指数関数で表すと

fi(y) = 

x{主nj-1exp( 方2 -2a r2留 L十型¥
2(初L十uJR)2山 I 411"初 L+WR"')

村て (131) 
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非蕎突ブラウン経路の極催分布

となる. 1 つ自の無援和の項に窃 =j-Lη=~耳石(初L+切R) ，，= (2切L十Y)(切L十岱R)/π とお
き， 2つ自の無隈和の項にα=j-IF可ニゾ奇石(却L十初心?ご =Y(切L十初心/π とおいた(8η を
適用すれば，

P(一切Lく LN，RNく初R)=vpf町 11dy L d安sgn(章一叫ん句)!i討委)I ， (132) 
1 5::J ，K!ごとlV LJR JR  I 

ゐ(hpJU/2〉2Lh-dα)e-2aZ+←l)j Hj-1( V2s)e-2咋
α=(岱 L十釦R)n+ぎ/2，

β=(却ι+WR)n+(百十2切L)/2

となる.よって非欝突ブラウン務謹過翠支持も非棲突ベツセル拐謹過程を(t)とは到のエ)}.;ミー

ト多項式を成分にもつN次パフィアンで表されることが導かれたさ
以上のことから， w叫ermelon記置と star配置，壁ありと壁なしむ分類における非衝突ベッセル

橋言。)，非衝突ブラウン掻2言。)，非欝突ベッセ]}.;訪謹過程Y(t)，そして非密突ブラウン若手皇逼
程X坊の4種類すべての謹植分布を縛ることができた。これらはすべてエルミート多項式の無

隈和を含む累積確率分布(2)，(114)， (123)-(124)， (132)-(133)を持ち， watermelon配置の場合は

NxN行列式で表され， star配置の場合はN次パフィアンで表されるという註質を持つことがわ

かる.

5.3 Appendix D 

5.3.1 (110)式を導く

(10)式と (14)式かち，誰移確率密度は

q泣:wR(l，yJx)

=132N[丸山(1，YjIXk)] 

= 品 [w切山L
=イ(2)NZほP( -π2 2"lnI2) 
おL十切R nZMN  2(哲L十切R)

×九i22N[s→ (134) 

となる.ここでInl2=E~lnJ としている.さらに (134) 式の行列式の成分に着目すると，

sin (ぐ:か)
=sin(~L九 nk)∞s(~LLnk)÷cω(~JJ)由 (πJJ)
00 

=芝=Cp(nk) (Xjnk)へ (135) 
p=O 

-
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Cp(nk) (-15勺切Liwar
x{奴 P(i1f'Wム;nk)+ (ザ+1exp ( -i1f WムJK

(136) 

となっていることから， (134)式は，

qiE7m(Lyjx〉

~，(_"" ~_"" i
N 

~低p(-π221nj2)
Nt ¥切L十句/ BGNN ¥2(tiYIJ十切R)2I--1 ) 

×乞 JZLJVHklZく:11~N [弘 (nj)す!
。三Pl<P2く…くPN--， - --
× ZJ22N[ず}1~1色N[Cqk(η.j)nlk] 

=( 2 )NZ;時(- H 2i叫2)恥 [cバ匂)CK-Mnfh寸
官L十WR 司」mN2(初L十WR〉 jJ'一

x 11 (Xk -Xj) 11 (Yk -Yj) X {1 + O(IXI， Iyl)}， (13η 
1~jくた~N l~j<k~N 

とえEる.ここでシューア関数展関を行っている.さらに.(137)式の行列式の或分は(136)式より，

Cj-l (nj)ck-1 (nj) 

{-1)な+k)j2 (π¥j÷k-2fe十k1/2-2
i包YL十WR) (ーが十万

x{位叫P(←2包i付~π叱で九句匂)十刊山{←何一→1肝)
とできる.よって (137)式は，

qi~;WR (1， ylx) 
1fN2-Ni N2十N

2(切L十時)_N2 11 (Xk -Xj) II (ぎた一言J)
2N (rrf=1 r(j)) 出くり 活路N

i子η川 -2exp( 0/_ ~2" V)n2) ~(-1)作句(2iπ 牝 η)~I 
1~j，k三Nln三三0'- ---r ¥ 2(丸十均)2"-} l" -; . ---r ¥ 切L十ぬ}J I 
x{l + O(lx!， !yl)}， (138) 

となり，これを差積の形にすれば (110)式を得ることができる.
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非衝突ブラウン経路の檀信分事

語辞

最後になりますが，大学院での研究生活，また本修士論文をまとめるにあたり，多くの方々に

ご協力をいただきました.ここに， Jl;、より惑謝の意を述べたいと患います.

指導教官の香取震理先生には研究指導や発表練習，論文の書き方など訳出のことを教えて頂き，

学会発表や研究会など多くむ機会を与えて頂きました.また，先生の研究に対する姿勢からも多

くのことを学ぶことができました.さらに，博士課程に進学するか迷っていた際にも，お忙しい

中，親身に穏談にのって頂き深く感議致しております.

助教の小林奈央樟さんには本修士議文でおランダム行列を用いた非積突ブラウン経路の図のす

べてを，プログラムから製作して頂きました.また，大学院の 2年問委多くの議論に付き合って

頂き，数値計算の方法も教えて頂き大変盤強になりました.稲見武夫先生，中野撤先生には諺士

論文の副査をして頂きました.穏見先生には卒研でも大変お世話になちました.中野先生には進

路で逮っている際に謡を聞いて下さり大変惑議致しております.松下貢先生には物理学科談話会

などの数々のセミナーやその鉄み会で大変お世話になり，数々の助言を頂きました.香取研究室

の大谷君，佐藤君，山崎君，アンドラウスさんとは研究の話題はもちろんのこと，研究とは関係

のない話でも盛り上がち，大変有意義な大学説生活となりました.また，大学1年生からの友達

である鈴木さん，小谷野さんとは多くの時簡を共有し，大学読に入学してからはお互いに集まる

のは難しくなってしまいましたが，たまに研究室に遊びと来てくれて井戸端会議をするのはとて

も楽しい時間でした.最後に，大学毘まで進学させて頂き，私の生活を支え，良き話し相手と立っ

てくれた両親と，長い学生生活の鰐，いつもおいしい晩劉鍍を作って私の語りを待っていてくれ

た2入の裡母に深く感諾致します争
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