
非線形格子振動子系のIe.rgOdicityの

計算機実験 (2次元格子)

早大理工 斎藤信彦,~広間 -

非線形振動子系においでは,わずかでも華線形性があれば統計的性質が 存

在し,エルゴード性が保証されることが期待されていたoしかし.F,er.mi,
1)

pasta,Ulam による一次元非線形格子振動子系に対する種々の計算機実
験はこOj期待に反して基準振動の問のエネルギーの Mixingはあまりおこら
ずquasi-periodicな性質の存在することを示 し,この意味で非線形性が
あってもnon-ergod_icな挙動の保たれることを示した.この様な結果は
また,充分に小さな･しかし finiteな摂動をもった力学系でi5i)qvasい2)
periodicな性質が保存されるとい うKolmogorovや Arnold.の主張に
も一致するO
しかし,一次元 系 でも剛体斥力をもった調和振動子系では全てのモード間
のエネルギ-の等 分 配が見出され,ergodi占 な挙動を示すことをNorth-

4)

coteとPo七七S は 計算機実験で行なった｡剛体 的 な斥力のあることは非線
形性としては大きな ものであり,一次元 系では こ0_)ような強い非線形性が必
要であるこ一とに して も,2次元または 5次元の , もっと現実に近い系では弱
い非線形性でもエ ネ ルギーの交換が行 なわれ る と考 え られるO
2次元の格子 振 動 として図 1のような NXN個の粒子からなる正方格子を
考える.粒子の 番 号 をⅩ軸方向にC,y軸方 向に mとし, (2,m)粒子の

･方向の変位を Ⅹ2 ,m とするoI.方申の変位 と yこち鳩 の変位 とは互い隼無
関係であると仮 定 す る｡
運動方程式 は

m'ie,m= K.(xe+1,m-2Ⅹ2,m+Ⅹ8-1,m)+ 応H f(Ⅹe+.,m-Ⅹ8,m)

-i(Ⅹe-孤-Ⅹ2-.,m)i+γ(Ⅹ2,孤+.-2Ⅹ2,m十ⅩC,孤-1)+,i

xi f (ⅩC,m+1-Ⅹ2.mト で (ⅩC,m-Ⅹe-,,m)チ
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で表わされるO ここで K ,Kスはそれぞれ中心力の線形および非線形の大き

さをしめすパラメータであ り,r,γAは非中心力のパ ラメータである｡ 境

界条件として,一番外側の粒子は薗走されているとするo
■′L
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が成 り立つ｡ここで F(a)は非線形の影響で一般に aiJ･.(i･j-1･ - ･N)

の関数である｡このような.12次元格子において t･予 0 においてあるモー ドを

励起した時に (i,j)番 目の基準振動のエネルギ一

旦 ij 一号 (i;i･ ･W 2ij a;j ) (61

の時間変化を調べる｡こて で f(Ⅹ)～ Ⅹ5のような4次のポテンVヤルを用

いる. N-5の 9個の自由度をもった正方格子についてのいくつかの結果を

示すOここで計算に用いたパラメータは

m-1, 6-1, A-D.9, T-0.5L

で,このときの各モー ドのl調和振動子の場合の振動数 B,,および周期Tは表

1のようになるQ

図2は,はじめに最低の頼動数をもっ年 目･11番目のモー ドにある量の

エネルギーを与えた場合を示しているO他のモー ドにも,はじめに 日_1)

のモー ドの 1/1･00程度のエネルギーが与えてあるが･E(1･1)のモードから
のエネjt/ギ-の分配は,図の時間内では食●くみられず非常t,t安定な挙動を示

し,この場合には 1■次元に比べて他のモー ドへのエネlルギーの分配は閣難7:i'

衰 1
モー ドの振動数

および周期

モード.砿 a1 T

112 1.54 4.07

2,1 1.59 5.95

2.,12 1.95 5.22

2,5 2.～25 2.79

5,1 1.99 5.17

5,2 .2.28 2,75

5,5 ■2.55 ~2.47

ように思われるO しかしながら2次元の場

合には粒子数が少 くても振劫数が非常に接

近しているいくつかの･モー ドを作ることが

できる｡例えば表 1では,㌔(1,5),

(2,2),(5,1)番 目のモー ドは W～

1･9であるo この:ような wc,m.
の場合を調べることは F.rdら5～:8.-cue;･an去

鳴条件からみても興味がある｡ この意味で,

図5は,はじめに表 1中の (2,2.)番目

のモー ドにエネルギ丁を与えた場合が示し

てあるoこの実験では･Tl1-'27{/Q'll

の 20周期あたりで (2,2)のモー ドと

(Ll,5), (5,1)のモニ ドとの間に急
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剛 (2,2)モー ド励起 ,他のモー It･L/1000番度含む
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非線形格子振動子系のergodicityの計算機実験 .(2･次元格子)

激にエえ)I/ギ二の交換が行われていることがみ とめられる｡ しかしこの図に

おいては,他のモー ドへのエネルギーの交換はまだ起っていないO このため

には より長い時間が必要である｡

この ようすをみるには,図14守こ示されるように,はじめから他のモ- ド-

も1/1000程変のエネルギーを与えてお くと,エネルギーの交換はより早 く

行なわれ ,約 5周期のところで, (2,2)のモー ドのエネルギーは他のモ-

ド-移 ってい くことができる.図4には代表的ないくつかのモ- ドのみを画

いてあ り,他のモー ドのエネルギーの時間変化の大体の様子が図5に.表わさ

れるOこの時間内では (1,i)のモー ドにはまだあまりエネルギーが分配さ

れていることがわかるIo'(1｣ ユ)のモ⊥ ドに十分なエネルギーを与えるため

には,もっと時間が必要であるOこうして,全てのモ⊥ ドにエネルギ-が分

配 され熱平衡への接近が行われると考えられる｡同様な結果はまた,N-7

の正方格子に対してもえられるo N- 5の場合 と同様にノ(1,i)･のモー ドに

エネルギーを与える時にはエネルギーの分配は非常頂こ取難で あるが,より高

いモ- ドに与える場合ktまエネルギーめ急激な分 配がみちれる.O

この ように 2次元の場合には,は じめに綾も低い振動数のモー ドを励起す

る場合はエネルギーの交換は国華であるが,高し工モー ドを励起すれば,ある

indlユCもion periodの後に急激産土ネ.ルギー交換がおこり,かな り等分配

する傾向がみられる~O そしてまた,は､じめに少しのエネルギーを他のモー ド

に与えてお くことが交換を容易にすることがわかるO

このよ うに_2次元の場合には,Fermiらによる 1次元の場合 よりーもより

容易に ergod土Cな性質のあらわれる条件を見出すことが出来るが,これ ら
6)

の結果は 2次元特有であるとは断定できない｡ Israilijev,Obirikov
7)

や zaslavsky,Sagdeev によれは.非線形項の大きさや,初期条件に よ

って 2つの領域があることが示 され る｡ その一つは stocbasもicな領域 で

あ り,他は non-ergodicな領域 (あるいは Kolmogorov領域 と云あれる)

である｡ この ことは上で述べた 2次元の場合における計算機実験にも示 され

ているo この ように,上で述べた挙動は 2次元に限られたことではなく, 1

次元の場合についての ergodicityの条件に対してもまだ換討する必要が

あると思われ る｡ そ して,粒子数が大きい時や 5次元の場合に対しては より
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容易にエルゴー ド性の条件が保証されてい.声のであろ･うO更に･モー ド間の

エネルギーの交換が行なLゎれることは熱平衡･のための必要条件であるが十分

条件ではなく,このためには各粒子の運動チネルギーの長時間的平均や粒子

の速度の相関に関しても検討 しなければならない.
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