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Ⅳ.KineticApproachandKuboFormulae

この章ではhydrodynamまcalstageで､ 三ntroductionに注意 した

da皿Pingと flucl,uationが正 しくバランスされて含まれていることの保証

の一つとして､Kubofor皿ulaeが如何にして得 られるかを見 よう｡Kubo

foTm11aeには二種類あるoMechanicaldisturbanceに対する式g)場合

には､- ミル ト-アンに外場のポテンシャルの項を附加えることができるから

議論はそ う面倒ではない｡Thermaldisturbanceに対する式の場合には､

- ミル ト'-アンは同一であって､ localequilibriu甲 を通 じて種々の熟力

李的力が生ずるから.･議論が複雑となる. 羊の章では後の場合を議論すること

にする. 拡散流､熟流などの定義やlocalequilibrium分布の導入に伴な

う複雑化を避けるために､前章で得た多体系に対するmasもerequa七ion を

使 うことをやめ､古典力学に従 う理想化されたモデJt/について議論することに

する｡

Note この章の議論はN.甘ashitsume-S_Fujita:J･mat九.P王1yS･

5(1964)1572による｡

§11 王弓educedKinetic巨三quai;ions

flydrodynamicalsもageの議論をする普通の方法では､masterequa一

七ionを reduceして､n体分布 (a:-1,2,3,:-)の階級制慶を作9､-

体分布の溝すBoltzErEann方程式の十般化であるkineticequaもioロ から

流体力学方程式を導 く.古典論では､-様な系の場バ合にはこの･種 議々論は一応

完成 しているが､ thermaldisICurban(〕eの議論に必要な一様でな1レ1系の場

合には未完成である｡量子論の場合､密度行列をreduceして行かねばならな
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レiが‥空間的に一一億でない系については-股的な議論はない. このreducもion

とい う面倒な問題を避けるため､一個の古典的なquasi-particleが (半導

休中O-自由電子か空孔のようにatrandomに分散 した不純物などによる)

Bもaticp,)もentialsによって散乱されるとい う簡単なモデルを考えること

にする｡ 苔eductionは散乱中心の配置について平均するとい う手続きとして

-粒子問題であるか ら､- ミル ト-アンは次の形である :

I-q(r･p)-窓 用 T3･ (ll.i)

ここにポテンシャルU(I)は位置 (a-1,2,････,Ns)に甲心をもつポテンシャ

:ルの和として与えちれる :

Ns
Uir)- ∑ ¢(I-Ra)･
α=1

(ll.2)

'系を記述する力学変数は粒子の座標 rと運動量や他に散乱中心の座標Rl,罰2,･･_･,

FNs がある｡ 散乱中心の運動量埠､静止 しているとして､=落 したO一系の分布

関数はこれらの力学変数の関数であるが､散乱中心の座標は書かず､ f(∫,p,

も) と記す｡これはLiouville方程式

∂f ∂ .∂tJtr) ∂
- =-i(28+ぱ 1)f;go…riv･寺㌻ IC2fl…1-T ･-∂七 ∂p I

(11･3)

を満す.V…pyB は速度｡cgo を対角化するため波数べクトJi,表示に移る :

女T,p,ち)-妻ek'r&'p･も),fk(P･干)-如 e-k'rf(I,p,ち);-'11･4'

･k闘 - -k･vSk,良.,<k卵 ′,-書芸 e-ilk-近,･Ba･
∂

7(汰-k')(A-k')･一再 (ll.5)

鞘 -fe-ik'r弼 drで 司o)=Oとする.Liouville方程式 (ll.3)の解は

この表示で､
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fk(P,-ち)--去 j;dz e-iztf,<kL孟 tk> fkf(P,0上 (11･6'

∂

･(有 +ik･V)fk(P,ち)ニー去 J;dze-izti∑<k桝元 去 pJ>fk,(P,0)･･女′

(ll-7)

一体分布関数に当る量は f(T,p,ち)を散乱中心の配置に関 して平均 したもの
f(I,p,iljである.これは粒子の座標および運動のみの関数で参る力学量の撃

待値を計算するのに使えるO-例えば粒子の拡散流は次式で与え られ去 :

j(∫,ち)-ノ●vf(∫,p,ち)dp,3･k(i)-喜fj(T･七)e-ik'rdr

-ノ●vfk(p,七)dp.

●
(ll.8)

二体分布に相当する量は散乱中心の座標一個を残 して､他の散乱中心の配置に

ついて fを平均 した量であるが､以下では熟流

q(∫,ち)-/wf(r,p,ち)dp,--vi%･}TJtr｡
のみを必要 とするか ら､次の量で十分である :

触(p,七)≡NEEeil･Rafk+Hp,ち),6仁=1

･qk梅吉fq(T,もげ ik'rdr-Ivi÷fk(P,ち)+∑

(11･9)

01･10)

賢等 毎 (p･七)沖 ･
(11･11)

か (して fk(P･七)および g埴 (P,ち)の溝すkinetic equationB を求める

ことが問題となる｡この間題は前節で展開 したdiagram も岳chnique を応用

して容易に解ける｡

(ll.6)或は (ll_7jo.右辺の reSOIvenも(温 l･Z)~1を摂動展開 し､prOPa-

gator (Z｡-a)~1の波数ベク トル表示 (k･V-Zrlには iine
応させ､-lEglの行列要素 (ll.5)には vertex 汰
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Verもexか ら出る点鹿は外場を表わし､その端点 Xは散乱中心の位置を示す｡

このようにして摂動展辞の各項に対応するdiagram が定まれば､散乱中心の

配置に関 して平均をとれる｡ 各 ヨα(a-1,2,･'t_･,Ns)は互に独立に系q)体積

Ⅴ上で-様分布をすると仮定すると､平均操作は､鋸 vva;軸 が示 したように

点線の端点を結び合わせ､か くして得 られた端点 (何本かの点線が出ている)

に出入すろ点線の波数べク,[ノレの総和が 0になるようにすることである0-本

しか出ない端点は仮定 軍01-0によ?て許されないO

先ず (ll.7)の平均を考える｡右辺の摂動展開の各項に対応するdiagram

の典型的なものは牙3図の形である. 右端の縦線は初期分布 fk(P,0) を象徴
してIvlるO初期分布も一般に散乱中心に依存 し得るか ら､縦線からも点線が出

fl
ー×ー

-/i,,''ド ＼､､ ｡ 予､､ 7,, / -X ､Q /∵㌧ 了 ､､＼

≠k+L ､､ /I近 近
･＼Jx r,/ 払 皿 ､×-/

} ｣-､′-ノ ヤ ーノ

D.旦 D･F･ D･F･

矛 3 図

- --γ-⊥ ノ

D.a

ている｡-さてdiagram の各部分は実線-本の切断によって切離される部分に

分割される｡ 切離されぬ部分は点線によって COnneCもed である｡･矛 3図で D･

A. と書いた部分は初期分布か ら切離せぬdestTuCtionregionで､D･F･

と書いた部分は状態をkからkにつな ぐdiagpnaユfragme王ユもに当るo

(ll.7)の右辺の摂動展開に現れるdiagramで D-･F･を一個ももたぬものの部

分和を-Zk〔七,.i(o)〕と書 く. D.F.を少 くとも一個もつ diagramで､左端の D･

F.(牙 3図でVerもicesP,Q間の部分)を除いた残bの部分は(11･63の展開
に現われるdiagram である｡この ようなことが言えるためには､散乱中心の

夢 Nsは無限大 (した が って系の体積 も無 限 大)でなければな らないOか くし

て(ll.7)を乎均した 式 は 次の形卓二なる :
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(嘉 一+ik･V)fk(P,も〕-IO

ここに

∂
dS ,gk(S)fk(P,もーS)+-i)k〔も,f(o)〕･ (ll･12)

甜 )…一意 守 dze-iztiEk(a),
C.nn_)(11･13)C<⊃

Ⅰ,g～k(a)≡∑(瑚 n+l<k闘志 cflinik>n=1

は軸 pを含む演算子であるo 記号 conn･ば C｡rme･Cもeddiagranのみを拾

うことを示す っ

二体分布 (11･10)に対応するdiagraGTilを作るには､(11･10)に(11･6)を代

入 した式

ilk(P, 鍵 上意 J,dze-iztE "ESeil･Ra<k+e島 担 fk.&,0,(ll-･14,k′α=王

を摂動展開すればよh o (ll.7)の場合と比べると､ diagraFiiの左端のVeT-

tex-i- 1＼が∑eil｡Rαで置換えるだけの差であるか ら､(11･13)の Gの代
α

りに､

cl,k(ち)…｢去 与dze-izti～cl,k鶴

ci,近(a)≡∑(-"aNEEei戦 <k+紺
Cく)』:【ウ
コ三=1 α=ユ

conn_･)(11･15)

が現われる o D･fL のみをもつdiagramの部分和を-Z)I,k〔七,f(o)〕と書 (と､

次式を得る :

ダl,k(P,tj-fdsCl,k桓)fk(P,ト S)I+oZ'E,klt･f(o)〕0
(ll.16)

(ll.1分と(11･16)が基本方程式である. ltれらの式の形は矛 I章に述べた

damping tbeoryの一般論の式 (4･73(4･8)と似てhる｡
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§12 Liheaトresponsもsoユutions(flydrodynamica-1､LStage)

散乱ポテンシャルがshorも-rangeで､bound-Stateの影響が無視できる

とし､また初期分布が空間内のかなbせまい範囲内に粒子が見出されるような

ものであれば､前章での議論と伺様にLで､kine琉 c stageも≫ tc～aP

セの式が求まる ∴_

∂~~_.■ミー--------_- ▲ ･一y _∴∂
bT+ik●V)fk(p,ち)=elqi.no,gk(i前 +ie)fk(p,ち),

～ ∂
;ti.mo57l,近(i下手+ie〕fk(P,ち)gl,k(P･i)=lim′●__ヽ_⊥J

(12.1)

(12･2)

ここまでは別に新 しいideaを必要としない0,

日ydrodynamical.stageでは､ 工ntroductionに述べたBogoliubovー

の idea,或はBolもZlmann方程式を解 くHilberも一貫nskog一〇hapman の方

法に従えば､ f(∫,p,ち)は流体力学変数を通 じてしか時間 もに依存しな くなる｡

そ_して疎体力学変数は流体力学方程式に従って変動する｡ 今のモデルでは流体

力学変数は粒子数密卑n(I,ち)とエネルギ⊥密度通(r,ち)或は localchemi-

calpotentialg(T,ち)と localもemPeratuTeT(I,ち)である. これら

の組は熟平衡状態での関数形で相互に結びつ くことになる｡流体力学方程式は

粒子の拡散方程式と熱伝導方程式 とである :

∂n(∫,ち)
∂七

∂

=-巧手･j(I,ち),
∂E(∫,ち)
∂七 ｢意 ･q(T,七〕 (12･お

Kubo formulaeの導出のみが目標であるか ら,以下では熱力学的な力 -

∂p(T,ち)/∂T,- ー∂logT(T,ち)/∂T について一次の項まで残す近似で十分

である｡この場合は次の線型関係式が成立つこととなる :

a(r,i)--LDD･∂((I,ち) T ∂logTぐT,ち)
∂r

q(T,ち)-{j(r･七)ニー工℃D･

∂r '

∂((I,ち) ,, ∂軸 で(T,ち)
∂r ∂r

(12.3)と(12二4)とによb流体力学変数の時間依存性が定まる.
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線型関係式(12.4)が成立つのは分布関数亨が localequilibrium分布 fo

か ら熱力学的な力の斉一次式 一f′ だけずれる場合である｡-したがって隼ラ locaユ

equilibriun分布 Pを定める必要があるが､これは､kineticequation

(12.i)の衝突項の固有値 0の解

i;王コ
timS70(ie)fo(T,p,ち)-0
e-++0

(12_5)

′ー′

と して定義される｡ gk(ie)のkはr一空間では -i∂/arに対応するか ら､こ

れを落 してある｡ (12･5)'の解を定めるために平衡分布が満す式を調べる. 辛

衡分布としては-ミル トニアン (ll_i)の任意の関数でよいが､ 爵葦での議論

と同様に､ 以下ではMa耳町elユーBoltznan三ユ分布を仮定する :

feq (T,p)=eq ija- e-u/kT/f音e-1U/kT. (12.6)

これはLiouville矛程式(11･3)の定常解であるから､その平均値 feqは

kinetioequation(1台~.i)の定常解である :

iこ:ヨ
ik｡vfBq(p)-eii.a.Sfk(ie)電qip/'･ (12-7)

この式は.k〒0とすれば (12･5)と一致する形である｡ 他方foeq(p滑 (12･6)の

空間平均すなわちMaxwell 分布であるか ら､散乱中心の配置には依存 しない :

foeq(p)-foeq(･p)･故に(12･5)0解は旭 xwell分布であるoた牢し570(+io)
Giコ亡

には時間微分も空間微分 も含まれていないか ら､LMaxwell分布のパラメクー

をT,七 の任意の関数としてよい.これをもう少･L便利な形に.普 (ため､(12.
6)の平均 feqL(i,p)は r旦 依存 しないことに注意する｡ これは次のようにして

証明される :

e湖 畔 e-uu'rう-号音 lHe-PlH欄 ,j% I雷e-βi"r'丁叫i

-HJ掌LHe,棚 板 苦言e-柵 ′~I+PL'].cJ V i
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-=/掌LHe一棚 板 苦 言e-?i"r"･RD,Ii

ただしRlf…r-現 ,r'J…r′-r と置いた｡また系の休債Vはポテンシャルの

有効領域に比べ十分大きいとしている. したがって feq(T,p)は 通.x町eiエ■分

布に外ならない :･f

にとればよい :

eq(∫,p)-foeqtp)-Loca主equilibTium は結局次の形

fo(r,p,七〕…expl
((I,i

k で ( ∫ , ち )

(12.I8)

こ こに注意 しなければならぬことは,平衡分布 (12･め で規格化条件によ_り化I

学ポテンシャル Eは散乱中心の座標に依存することである. 上式に於ても

E(I,七〕-(+AC(I,ち),T(r,七〕-'T+AT(T,七) (12･9)

と､(12･6)の I,Tを使って書 くとき､Hr,七) 昼｢殻に散乱中心の配置に関

係するが､AE(I,七),AT(I,ち) は熱力学的状態の非一様性を導入する量であ

るか ら､これらは散乱中心の分布に依存 しないと考 うべきものである0 Local

eq_uilibTiu皿分布が (12･8)のように feq(T,p〕-の関数形を使って書けるこ

とは､ 量子論で成立つかな り一般的な定理のように思われるが､-証明されてい

ないO 線型関係式 (1214)を得る目的のためには､(12･8)をaf,AT につ.hて

展開 し､一次の項まで残せばよい :

f芸(p,ち)-foeq(p)iSk,o+
〔Altも)〕kkで (r,p)⊥( 〔AT相〕k

(1ノ2.10)

ここ､さキ 〔･弓kはフーリエk-成分を示すo

次に (12.1)を解いて､亨-fO+f二の f'を求めるのであるが,線型関係式を

得る近似では問題はq11aSi-staもionaryになることに注意する :

♂f('r,p,ち)/∂七-0･ (12.ll)

先に述べたようにbydrodynanioaユstageでは亨は流体力学的変数 ((T,ち)
～
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T(T,ち)或は n(r,ち),氏(r,ち)を通 じて しか時間 七に依存 しない筈であるから

∂f/atは ∂np t,8鋤 七を使って表わせる｡ ∂三㌢∂七,∂E/at は流体力学方

程式 (12･3)によって定まる筈で∴これはすでにa/arvについて-次で あるか

ら､ (12･3)の右辺の j(I,ち),q･(I,ち)には ioc叶 equiユibriumでの値を使
って よい｡-Max町ell分布は やについて偶関数セあるか ら､j:及びqは消える｡

∵鰐に.localequiliPrium一一一でこれ らの流れが消えることは､ localeqlユi-

1ibTiuLnとい う概念に含まれている条件である.

(12._ll)普(12･1)に代入すると

iこ｢コ

トik･V+57k(+iu?〕ifk(p,ち)=0

を碍 るが､勾配 ik-a/arについて一次まで残せば よいか ら､

iv+limikLゝo

:i亡ウ
-∂免 ,I-(+io)
∂k′

(12.12)

Eココ
i十ilk)flKO(p湖 寸So錘,i_)f孟(p,ち)-0･

(12.13)

5d

ただ七(12･5)を使ったo衝突演算子Gk(+iojの k一依存性は普通の Boltl21mann

方程式では無視されているが,以下に見るようにKubo fom]ulae LZ)導出に
hこ:Ei

''重要な役を演奉る｡(11･1謹)に･よれば､Gk(Z)をkについて微分するには､そ

の中の-つの PrOPaga七or(dW｡- a)-1を (Z｡-zyl(-V)(2 0-lz)~1で置換え

冬 ものの和をとれば よい ことが分かる｡ これは行列要素 (ill-5)か ら､くk+C

区 匝+e'>はkに依存せず､<k+e圧電-Z二｢1棒十C> ぼ Sl,Z′1(汰+e)｡
V-zi~1と書けるからであるo Lたがって

･′■ヽ-′

1∂57k(ie) ご 慧

k′→ o ∂k′
11m土

-∑ ∑<畔 膨 1去 fnvi読 ←擁 Hnio>
LU LXJ

m= 1m=1

COnn.

(12･14〕′ ′■ヽ一1
(12･13)か らfi(p,ち)を衷めこるとき､ー巨570(i∈)ドニを掛けねばならないが､

1 -i
二=llm

e= f 0-50(ie' - 寸 g～O(ie'-i言A'e= ･"ol=oo~ieli'Fo1-】ノ
に注意すると､(12･10)を使って､i;tp,ち)は次の形に求まる-:.±

-(-i,eti.mo真 読 串 (ie,志 il
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0(〇

電 (p,t)-liinei)≡
e-す+0- l=oま iI E.(iej孟 I･i
01〇

｡lv+<oL∑ 卜icgl
m=1

foeq軋 a

C2fo-ie

kT I- ∂r JK'LkT

∝) 1

TF=lt･:''0-iE

COnn.

トIcZlげ桓> 〕

妄eq(T,p)〕｡ト等 竿 k)I (12･15)

ヽ

)～

羊乙で前章の最後に述べた熱平衡分布への接近を調べるために使った論法を想

起することが必要である｡ (12.15)の表示の中､ー(12.14) か らきた項で､IV

よりも右にある部分を考える ｡ この部分は勿論 V より左側の部分とdiagram

で COnneCT,edでなければならぬことは- 占orlh.の記号で示されてhる｡

故にn:._O和にn-0の項を形式的に入れてもよh o すると

で Vくり.右に入る量は次の形である :

CQ

Fkl&,iej… ∑ く kl十号
ⅡFO :一､0-ie

p2

←- 漕 o>平鹿 )

corln.の中

(12:1Sj

ただし や(PV2皿)は foeq(p)か 〔iLK(T,pH ifeq(r,一戦 ,を表わすO･p∴(12
は散乱方程式

Fk,(P,ie,-p(% 叛 ,,8-ス∑k′
くk'lcfl世 >
k′｡Ⅴ-1∈

16jJ:

Fk〝(P,玩) (12.17)--

の解で､ i-0のとき甲(PT/2m)となるものである･か ら､ fkeq(P)か

[1-U(T,P>CIfeq(T,p)〕kでなければな らないOか-くして (12･15)は次の形

に書ける :

()〇

fi(p,ち-1五←ijle｡忘 iig～O(ie,石宝 主Ie→+0

OQ

〔(vfoeqip)+i,くOt∑卜堵Ⅰ江=1

卜∂((T,tj/瑠rjk,Ik史

-go-ie''~l -エゝ
)ntikJ>vfke,q(P)

(I,由ト(
(
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COnn,



(>つ

+∑<ot∑卜 lcfl
kI ⅡF l

･[一書 誓㌔･

cid⊥i∈
I,p)-(

統計力学(壁)

COnn.

feq(∫,p)〕k′ )

(12･18)

上式で- COnn･の中に入ってtvlる量は _Vの左右が connecもedとなるdia一

gra皿を拾 5,!.ことを示す｡上式は diagramで表わしてみると､

f錘聖霊mo誉′←i)く Oi去 担 liv･

∂iogT(I,ち)
∂r 〕kifeq(∫,p)〕k

〔>〇
-li血fat,e-et′∑くOie-i-it′匹,>臼V･∈→+oo k'

に外ならないことが分かるO ノ

(12.2)の計算も同様に行えるo結果だけを記せばt

ifeq(rlPj〕k,
(12.19)

毎二郎声1imfat,e,et′妻.Asleii･Fa<cie-iZtJlk.,lfv･
⊂>〇
∈-+00 ifeq(T,p)]k,

(12119)(12･20)を(11･8Jh (11･11)lこ代入すると､線型関係式 (12･4) が得

られることは明らかで､その中に現われる輸送係数テンソルは堺の形に求まる :

｣を N.筈 feq(T,P蟻 e-i cf tJy ,

CQ
J⊥(-et 1

-LJLU-1im fdtd
∈→+0 0

JjL…V(if jL-D), …W-Cv if(LL-Q)･

ただし

(12.21)

(12･22)

(12･21)は古典論のKubo formulaeに外ならない｡

(12-1カのようにquaSi-stationary_にならぬとき蜂､流れ㌔ のとb方

に修正を要する｡ 例えば気体中では流速uが流体力学変数に加わるがI∂u/at

千.
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は localequilibriu皿でも圧力勾配となって消える｡ しか しこの場合には

圧縮波すなわち音波による流れ-の部分をJpから葡正すれば､Kubo.foT皿ulae

は回復される筈である｡このことをkineticapproachから証明 した論文は

ない｡また麓場下では､量子力学系で,diamagneticcurT甲も二が生ずるが

これも補正を要する例の-つであるO

Note 音波の壕合は H･Mo拍 :prog･Theor･Phys･-28(1962)763;

33(1965)423を､反磁性電流の場合は S.Nakajima:Prog.Theor.

苧hys.20(195㊥ 948を参照｡
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