
｢第5回 『非平衡系の統計物理』シンポジウム｣

Nelson流量子力学の散逸系への拡張と
トンネル時間-の影響

早大理工 今福健太郎､大場一郎

1 はじめに

近年､トンネル現象の物理､とくに多くの自由度が関係する現象について高い関

心が寄せられている｡注目する自由度とそれ以外の環境系との相互作用によるエネ

ルギーの授受､いわゆる "散逸"はこれまでの量子論的枠組では､扱いづらいもの

であるが､この現象を､純粋に量子論的効果であるトンネル現象にどのように取り

入れればよいか､あるいは､それがどのような効果があるのかという問題は､理論､

応用の両面から大変興味深い｡

一方､超微細加工技術の発展は､これまでアカデミックな興味でしかなかった問

題を直接実験し､検証することを可能にしたとともに､これまでとは逆に､理論側

に新しい枠組を要求しているO例えば ｢トンi)レ粒子がどれだけ時間をかけて､障

壁を通過するか?｣といういわゆる"トンネル時間"の間道は､これまでの透過確率

などを計算する定常的な枠組を越えて､ダイナミカルな扱いを必要としただけでな

く､紋測量ではあるが力学量ではない "時間"についても量子力学な扱いを要請し

た｡これは､力学量の期待値を予言するという従来のコペンハーゲン的枠組を超え

た要請であり､そのため従来の量子力学に従い "トンネル時間"を明確に定義するこ

とは､非常に困難であると考えられてる【1-21】｡しかしながら我々は､実時間の確
率過程によって量子系を記述するNelson流の量子力学に基づきトンネル現象を解析

することにより障壁通過時間をはじめ､この現象に特徴的なその他の時間について

研究を行ってきた【23-25】｡

そこで今回は､散逸の効果を現象論的に取り入れたeffectiveなSchradinger方程

式に対して Nelson流の量子力学の拡張を行い､散逸のある場合のトンネル時間に

ついて考察を行う｡

2 Nelson流量子力学

Nelsonの量子力学 【22】は､量子力学的な粒子の運動を真空から与えられる量子
揺らぎによるブラウン運動 (実時間確率過程)として記述する手法である｡コペン

ハーゲン解釈で確率存在密度として理解される波動関数の絶対値二乗 悼(3:,i)l2を確

率変数=(i)の分布として再現する具体的な手段であり､各試行ごとの記述の考察な
ど､新しい立場からの量子論を構築する上でも興味深い理論である｡非相対論的 1

粒子､単一チャンネル系の場合には正準量子化とは独立に閉じた理論体系を作るこ

とができる､いわゆる ｢量子化法｣の一つである｡この量子化法には大きく二つの
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柱があり､_一つはFokker-Planck方程式で与えられる運動学的な条件式と､もう一

つはNelsonによって提唱されたNelson-Newton方程式と呼ばれる力学を与える基

礎方程式である. これらの式とSch6dinger方程式が等価であることがE.Nelsonに

よって【22】で示された0

2.1 運動学的条件

量子力学的な粒子の位置を表す変数3:(i)の時間発展は次のItO型確率微分方程式

によって時間発展するものとするO 順方向の時間前進発展 (forwa･rd)に対して､

dX(i)-b(I(i),i)dt+dw(i),

･dw(i),-0 <坤 )du･(i),-芸dt,

逆方向の時間後退発展 (backward)に対して

dx(i)-b.(I(i),i)dt+dw,(i)

･dw･(i),-0 <dw･(i)dw･(i),-芸dt･

(2.2)､(2.4)は､量子揺らぎを表す雑音項の続計的性質を与える｡これらの式は､確
率変数=(i)の分布関数P(こ,i)の前向き時間発展

一訂 --(-£ b(:,i).嘉 芸 )p(I,i),
aP(I,i)

および,時間後退発展

1-訂 --(£ b･(I,i)定 差 )p(棉
∂P(訂,i)

(2.5)

(2.6)

の二式で､書き直すことができる｡これらの方程式はあとで述べるNelson-Newton

方程式とともに､この量子化の基礎方程式である｡

ここで､uとVを
b-b. b+b.
u= tJ=
2

として､(2.5)と(2.6)の和を考えると

£((b-b書)P.三富)-o

(2･7)

(2.8)

となり､物理的な境界条件を考えると無限遠方で被微分項がが0になることから

u=
b-b. hlaP

2 mP∂3:

である｡また(2･5)と(2.6)の差は

冨 -一芸 (vp) (連続の式)
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となる.この(2.9)と(2.10)からPを消去すれば

au A a2v a
-÷(uv)

∂t 2m∂ご2 ∂3:
(2.ll)

が得られる｡この式は(2･5)や(2.6)と等価の式で運動学的な条件を与えている｡

2.2 力学的条件

次に確率変数の力学を決定する｡そのため ｢平均徴係数｣を次のように定義する｡
｢前向き平均微係数 かJ(机

lim△一 十0<
/(i+△t)-I(i)

A t
i(S≦t) aXed>, (2.12)

｢後ろ向き照 勾微係数 D.I(i)J L4

limユー +O<
I(i)I-/(i-△t)
At
ff(S≧t)fixed>･ (2･13)

｢後ろ向 き平均微係数 D.I(i)｣

lim .1ト_⊥0●<

(2.1)から(2.i)を考えると､

I(.i)-/(i-△t)
△t

a(I(i),i)=

i(S>_i)丘xed>.

βか.+刀.刀
坤 )

で定責される時間について対称な扱いをされた ｢平均加速度｣は

a(瑚 ニー孟宗 ･喜£(･L･2-u2)･芸

(2.14)

(2.15)

(2･16)

となる｡この ｢平均加速度｣がポテンシャルの勾配に比例するとしてNewtonの運

動方程式

a--iiv (2･17)
を適用すれば,

宗一孟宗 一茂 .竜 一三富 (2･18)

が得られ､この式はこの量子化に力学を与える基礎方程式でNelson-Newton方程式

と呼ばれている｡
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2.3 Schr6dinger方程式の導出

ここで､(2.ll)と(2.18)からShr6dinger方程式を導出しその同値性を示す｡Nelson

流量子力学の基礎方程式である(2.ll)と(2.18)は､非線形の連立方程式でこれを直

接解くことは極めて難しい｡しかし

(2.ll)+i(2.18)

を計算L
l∂車′

u+iv=--
L･･′∂ご

とおくと,

孟【穀 筈 +喜(芸)2吉富 一三 V]-0
が得られる｡さらに

4-Qexp(音 I n(S)ds)

とすれば､Shr6dinger方程式

ih; -(-; 訃 V)*

(2.19)

(2･20)

(2･21)

(2.22)

(2.23)

が導出される.この(2.23)を解けばNelsonの量子力学を行うにあたり求めるべき

諸量､即ちb(I,i),b.(I,i),i(I,'t)は関係式 (2.19)から直ちに計算できて

畔 )-芸(I-+Re)i ln姉 t)

b･(I,i)-芸(I--Re)孟 ln姉 り

P(I,i)-匪(I,i)12
であることがわかる｡ここで前出のV､uの意味に触れておくことにする.関係式

(2･24)と(2･25)から

V-生半 -芸去 (2･27)

伊ま確率密度流)であり､γは確率流密度に起因する速度なので確率流速皮と呼ばれ

る.平面波の波動関数exp榊 について計算するとV-hk/m となり､古典的な速
度と一致していることがわかる.一方uCこついては

u-皇子 -芸Rei 刷 x}) (2･28)

であるので､ポテンシャルに浸透する波動関数expトr司 について計算するとu-
-hfC/mとなり浸透速度と呼ばれる.
以下､本論文ではこの量子力学を基本的な枠ぐみとして議論を進める｡なお､細

かい談論については､原論文【22】を参照されたい
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3 散逸系の現象論的 ㍑ハミルトニアン門

通常散逸系の量子力学の枠組は､無限の自由度をもつ系のある部分系に着呂する

ことにより定式化される｡しかしながらその枠組は一般に複雑であり､Nelson流量

子力学の拡張は容易●ではないと考えられる｡そこで今回は簡単のため､現象論的な

モデルとして､古典的によく現象を記述する運動方程式

-蓋+2-7打孟V-0
をHeisenberg方程式として導出する時間発展演算子の一つ

He打=

を採用するO詳しくは

(卓十m7i)2 ., m72孟2+V-
2m 2

.A-/
二二∴1-
2

(3･1)

(3･2)

1977H.Dekker,Phys.Rev.A16,2126

複素数に拡張した正準変数による量子化

1994V.E.Tarasov,Mod.Phys.Lett.A9,2411

最小作用の原理を非ホロノーム系に拡張

1997Ⅰ･Ohba,tobeappeared

スケール変換 した正準変数での量子化

を参照のことoHe打 は nop-Hefmitであるから､(i)確率を保存しない､(ii)不確定
性関係を保証しないなど物理的な意味の不明な点もあるが､実際にHeisenberg方程

式を書き下してみると

a. a .

扇 p-師 卜 抽 扇ご- AiW

となり､実際(3.1)と対応していることがわかる｡また､(3･2)を
lつ
m7一__

Aに-Tn73-,¢ニーrrX･X

Heq-去 率 -A-)2.4･ V -1盲
.7

(3.3)

と書 くと､電磁ポテンシャル中での荷電粒子に対するハ ミルトニアンとして見るこ

とができ､一次元問題の場合には "ゲージ場"の空間成分をOにする "ゲージ変換"

を行い中から車へ､HeRからHe牙へ移れば

尋-exp(-i誓 )4, heR-孟+ V一字 一考 (3･6)

ihか -HeRQ 一 項 -HeqQ (3･7)

となることから､Hc牙は､freqencyshiftをポテンシャルの実部に､dampingfactor

を ポテンシャルの虚部に繰 り込んだ意味での有効ポテンシャルであることが理解で

きる｡
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4 Nelson流量子力学の拡張

ここでは､Schr6dinger方程式

ihか-HeGQ (4･1)

に対応するNelson流量子化の拡張を行う.He打がnon-Hermitであって確率は保存

しないが､この点についての拡張は､文献 【25】を参照のこと｡

先で指摘したように､Helfは電磁ポテンシャル中での荷電粒子に対するハミルト

ニアンとして見ることができる｡そこで通常の Nelson流量子化の基本方程式であ

るNelson-Newton方程式

m&=-∇t/

の代わりに

-a-一芸 +V-x(∇×A1-∇(打 V)
から出発する.ただし&とV-はIto型の確率微分方程式

(4.2)

(4.3)

dx--a-dt+dw- (forward), d3--b-.dt+dw-. (backward) (4.4)

idw7,-<dw･i,-0,<dwidw,･,-6tj;dt.<dw-･dw･,,--61,･;dt
(4･5)

で時間発展する確率変数T(i)から定義されるH平均加速度ct-(=D･DニDD･:)'●および

'.平均速度才(=響 x)"である｡式(4.3)と光学ポテンシャル-巧,(3:-,i)/2が存在す
る時の運動学的前 半式 (【25】を参照)

∂P(i,i)
∂t -(一芸 bt(I-,申 芸 昌 一- ),P(i," 前進, (4･6)

∂P(I-,i) ′ ∂.,_ハ h ∂2
(一三一bi.(i,i)一三二三≒ -7(I-,i))P(i,i) 後退 (4･7)

al ~~~~､∂Xivt'､W'V' 2m∂Jf /＼ー'V/′~､~'~′ 'ハr~ ､…′

を連立すると､第2節と同様の手続きを行うことによりドリフト項 b一及びb-.と(4.1)

の解¢の関係,

b--よくh(I-･Re)i(lnQ)-Aq,b-･-去(A(I--Re)i(lnQ)-A-)･刷2-p(")I
(4･8)

が導かれる｡((4.4)により時間発展する確率変数x(i)から､(4･6)､(417)に従う分布
関数p(ご,i)を導出する方法､及びこのとき､p(I,i)=刷2と･なることの証明につ
いては【25】を参照のこと｡)以上により(4･1)に対してNelson流量子力学を拡張す

ることができた｡
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5 トンネル時間と散逸

上で拡張されたNelson流量子力学を用い､トンネル現象の解析を行い､トンネ

ル時間に対する散逸の効果を調べる｡Nelson流量子力学とトンネル時間については

【23-25】を参照のこと.ここでは簡単のため､一次元の箱型ポテンシャル

V(I,-( ●vo.0,0 1;≡…;I

(=<0),
(0<x<d),
(d<x)

のトンネルポテンシャル中で大きさ一定のTによる摩擦を受けるものとする｡

γ-o 東 0 ′yヒ0

(5･1)

-dノ2 d/2

Fig.1.-次元ポテンシャル十散逸の効果

基本的な計算方法は

(i)鳩車-hcq4Jを数値的に解いて､これよりbを求める｡
(ii)確率微分方程式 d3:=bdt+dw (i>0)に従い確率変数x(i)の時間
発展を計算する｡

(iii)最終的にポテンシャルを透通したサンプルについて､ポテンシャル

領域 -3<3:<吉で過ごした時間"passingtime"を平均するo

であるがこの場合､透過確率の低いパラメータでのシミュレーションでは透過サン

プルが効率よく集められない(透過サンプル数は､透過確率に比例する)｡そこで､

一度鳩車-heq4,を最後まで解いてしまって､透過波束の分布から時間を逆行して
血 =b.dt+dw. (t<tf)を計算すれば､理論的には時間順方向と同じようにして､
効率よく"pa5Singtime"を得ることができるので､数億計算はすべてこのbackward

形式を使って計算した (backward形式については【23】を参照のこと)0

heGを考えるとfrequencyshift一宇 と dampingfaLtOr二手 はそれぞれ透過
確率を上げる働きと下げる働きをする｡しかし実際に､-散逸の過程をこのような

有効ハ ミルトニアンで表せるのは少なくとも､Tによる効果があまり大きくない

ところであると考えられるのでTとトンネル領域の大きさで決まる典型的な作用

の大きさが空掌≪1であるところに注目しシミュレーションを行った｡このとき
一望字 に比べて字 の方が大きな効果を持ち透過確率は下がる (Fig･2･)｡また､
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passingtimeに対するシミュレーションの結果をみるとトンネル時間については､

透過確率が下がるほど短 くなるのがわかるが､解析のため極端な場合を考えてみる

と､Jd≫ 1 (rc- 2m(V-E))で､かつ波束の大きさがポテンシャル領域に比べ
十分大きく､散乱のほとんどの時間で平面波的扱いがよい近似となっている場合は､

トンネル中での波動関数はp -exp(トK(1-i叢･)--il)と近似できるOこのとき
ba.ckwardのdriftb.は

b･-三豊(Ⅰ--Re)Imp-芸K(1･芸 ) (5･2)

すなわち､障壁通過時間Tpを大まかに見積もるとTp～空(ト 叢 )となり､Tが大
きいほどまたFC2が小さいほどPa5SingtimeはTの影響を受けやすくなりシミュレー

ションの結果を定性的に説明することができる｡

**喜

q
cq
o
Jd
u
o!s
s
!
u
s
u

巴
一

(,
1n
)au
言

sscd

0.8

I.6

1.4
1.2

1

0.8

().7

ロ ⊂コ ロ

○ ＼′/I.:･T.::::1..1
･◆･ rヽ./iI.=:‥:･二.()
｣E】 V刀E=10.

.∫.･■<～"J.◆.ヽY■■W■､W.･､ヽヽ■…･
0

･◆･

一･ト･
+ +･
･･+
{+ f++

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

dum pingfactor(γ E )

日 日 享子そそ 号
･今~~~~~二 V●′(･:～:≡.1.I
.･･･>･･･････● ＼.''/r/･1.･::::I,.-:()
二二 ___ V/E=10.

手 中 中 手 中 手 中 手 中 手

0 0.1 0.2 0.3

dum pingfactor(γ E )

0.4 0.5

tunnelwidth d-1/k

入射波束 (ガウス型)の大きさ q=10d

transmissionprobabilityは 7=0で規格化

パ ラメータ poltentialheightVとda.mpingfactor7
Fig.2.数値計算の結果
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6 まとめ

我々は今回､散逸の効果を現象論的に考慮したeffectiveハミルトニアンに対する､

Nelson流量子力学の拡張を行いトンネル時間に対する散逸の影響を調べた｡透過確

率は散逸の効果で′Jこさくなり､直観的な理解と一致するのに対しトンネル時間はむ

しろ素早く障壁を通り抜ける傾向が見られ､必ずしも直観的な理解とは一致しない｡

これは､時間順方向の言葉で説明すれば､長い時間ポテンシャル領域にとどまって

いる確率変数は､光学ポテンシャルにより吸収され最終的な透過アンサンブルには

含まれず､Passingtinleの平均に寄与しないためであると考えられる｡

採用した'effectiveハミルトニアンの有効な範囲は散逸の効果が非常に小さいとこ

ろであると考えられ､より一般的な散逸現象についての考察は必要であるが､研究

を進めることにより､散逸とトンわ し時間の関係について､少なくとも衰性的な傾

向を示すことができる､と考えている.,
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