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太田 幸宏

1 はじめに

1.1 カオスと量子力学

量子一古典対応は量子論の基礎に関連する非常に重要な問題である′.特に古典系が

カオス系(もしくはより一般の非可積分系)の場合,議論は難しい.その理由はいくつか

考えられる.まず,古典系の非可積分性により,ボーアーゾンマーフェルトの量子化条

件,もしくはアインシュタインーブリリアン-ケラーの量子化条件[1]を適用すること

ができなくなってしまう.なぜなら,これらの量子化条件では保存量である作用変数の

存在が前提となっているからである.摂動によりトーラスが破壊されてしまったよう

な非可積分の状況ではこれらの量子化条件が使えなくなってしまうことになる.ざら

により一般的な正準量子化や経路積分量子化を考えるとしてもまだ問題は残っている.

それは量子系の場合,古典系のカオスに対応する現象がそのダイナミックスの性質から

一般には存在し得ないという点である【2,3,4】.2

したがって,カオス系について量子一古典対応を論ずる際には,量子系における測定

量にその対応する古典系の軌道の情報がいかに関連するかが中心の課題となる.これ

までこうした立場での研究は主としてハミルトン系に対するものであり,非常にすぼら

しい成果が数多くあがっている.乱数行列理論に基づく数値解析から,古典系の正則-

カオス転移に対応して,量子系のエネルギー準位におけるポアソンーウイグナ-転移が

おこることが知られている[2,3].また半古典的な解析によるトレース公式では量子系
のエネルギースペクトルを古典系の軌道の情報により表現することが可能となってお

り,特に強いカオス系で威力を発揮している[7].ハミルトン系の取り扱いについてより

詳しくは文献[2,3]にある.

1.2 散逸カオス系における量子一古典対応

しかし,量子一古典対応という問題の立場ではハミルトン系だけに議論を限定する必

然性はない.特にカオスはハミルトン系特有の現象ではなく,ハミルトニアンが存在し

ない系,つまり散逸系でも発生しうる.

本研究では量子開放系の一つの応用として散逸カオス系の量子一古典対応を論ずる.3

量子開放系の枠組みでは､注目系がより大きな閉じた系 (したがって,ハミルトニアン

が定まっている)の中に埋め込まれており,注目系以外の部分すなわち環境との相互作

用を考えることにより,注目系を開放系とみなすことができる.

散逸系における量子カオスの研究には幾つか動機がある.測定による非干渉化と量

子系の古典的側面がどのように関連しているかを研究しているものもある[10,ll,12].

2この点は様々な角度から議論されている.シュレーディンガー方程式の線形性,ユニタリー発展が等

長変換であることから帰結される初期値鋭敏性の可能性の排除,計算時間の観点からの考察,エネルギー
スペクトルの不連続性などである.ただしどのような量をみて童子系におけるカオスを捉えるべきかは

議論の余地があるように思われる.こうしたことに関連する研究として,例えば文献【5,6】がある.
3散逸と量子力学の関係については,それ自体が非常に興味深い量子論の基礎にかかわる問題である.

例えば文献【8,9]で論じられている.
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散逸カオス系における量子一古典反応

また古典系でカオスが情報の消失として捉えることができるという視点から,から量子

系においてもエントロピー生成を考えることにより,量子カオスという現象を特徴づけ

ようとする立場[131もある.本研究では,明確なハミルトニアンが存在しない古典系,
つまり散逸系の量子化とそこでの量子一古典対応の問題に関心がある.この立場で,ダ

フイン振動子という散逸カオス系のモデルを取り上げ,シュミレーショ･ンに基づくダイ

ナミックスの解析をおこなう.またさらに,より一般に解析的な半古典的手法の開発を

試みる.特に時間発展を記述するの積分核の経路積分表示に関する考察を中心におこ

なう.

2 量子開放系のダイナミックス

2.1 量子開放系について

本研究では量子開放系のダイナミックスを,散逸系を量子化するための一手法として

捉えている.ここでは量子開放系を考える動機や目的について簡単に触れる.より詳し

くは文献[14,15,16,17]で論じられている.

量子力学の枠組みの中で純粋にある系からの混合化,特に系の熱平衡化といった不可

送過程,そして測定過程による非干渉化を説明するため量子開放系のダイナミックスが

考えられている.そこでは注目している系 (注目系)がより大きな孤立した系 (全体

系)の中に埋め込まれており,注目系以外の部分すなわち環境との相互作用を考えて,

量子系の記述をおこなう.注目系を表すためには全体系の密度行列から環境に関する

情報を平均化することにより得られる縮約された密度行列を用いる【18】.この縮約され
た密度行列は純粋だけでなく混合にもなりえる.4 こうして全体系は閉じた系,つまり

量子力学に従い時間反転に対し不変なユニタリー発展をするが,注目系の縮約された密

度行列は純粋から混合へと時間発展する可能性がでてくることになる.このような部

分系への縮約は系の混合化,非干渉化の有力な説明となっている.

2.2 リンドブラッド型マスター方程式

量子開放系のダイナミックスをミクロなモデルから導出するのは非常に難しい問題

である.特に本研究のようにカオスを扱う場合,注目系のポテンシャルが非線形になる

などの難点が存在する.そこでここでは量子開放系の現象論的な記述を採用し,そのダ

イナミックスのもとで解析をおこなうことにする.

本研究では注目系のダイナミックスをマルコフ的な時間発展に限定する.このよう

な限定の正当性は扱う系により決まるものである.速度の1次に比例する散逸項をもつ

ダフイン振動子についてはマルコフ的な時間発展のもと,期待値方程式の意味で,確か

にこの散逸項を記述することができる.この点は3.2節で再び述べる.また注目系に対

し環境が電磁場であるような比較的相互作用が弱いような実験状況のもとでは,マルコ

4注目系と環境の間に相互作用がある,つまり相関があるためである【19】.
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フ的な時間発展による記述は良い近似になっている[2,20,21,22】･このことに関連し

て非調和振動子を熱浴と相互作用させたときのマルコフ近似の妥当性は文献[23】で論

じられている.マルコフ的な時間発展の仮定のもと,密度行列を密度行列へ時間発展さ

せる現象論的な方程式の一般形としてリンドブラッド型マスター方程式が知られてい

る[16,17,24】:

雲--ilh,p,･墓(LjPLト芸L3Ljp-如 )･ (1,

ここでPは密度行列,飢 ま自己共役演算子である.またL,･はリンドブラッド演算子とノヽ
呼ばれている.H とLjを記述したい現象にあわせて適当に選ぶことにより,量子開放′ヽ
系の時間発展が記述できることになる.また式(1)のHとLjは時間に陽に依存してい

ないことに注意して欲しい.式(1)において飢 こ関連する項はユニタリー的な時間発
展を表している.そのため以下では単にHをハミルトニアンと呼ぶことにする.また

式(1)の飢 こ関連する項はマスター方程式のハミルトン部と呼ばれる.Ljに関連する

項が非ユニタリー的な時間発展を含んでおり,それゆえマスター方程式の散逸部と呼ば

れる.密度行列を密度行列へ時間発展させるという意味は,式(1)は密度行列が満たす

べき性質であるTtβ-1と正値性を保存するダイナミクスになっているということで

ある･5本研究ではこの式(1)をもとにして量子開放系のダイナミックスを現象論的に

扱う.6

2･3 Quantum StateDi飢lSion(QSD)

3節では式(1)を数値的に解析する.そのための手法としてQuantumStateDi乱sion

(略してQSD)を用いている[30,31,32,33,34,35,36】.QSDはリンドブラッド型マス
ター方程式と同等な定式化であり,適当な確率過程を導入することで密度行列をベクト

ルへ "ときほぐす"ことにより得られる.QSDには様々な形式が存在するが,ここでは

次式のようなベクトルについて非線形な伊藤型確率微分方程式【37,38]で記述されるも
のを採用する.7

･瑚 - -主軸 頼 +慕 (〈Li･,L3･-;i,+･L J 寸 L3t･,(Lj,) -

･云(i,A-(Lj))IM E,･･3'-I
(2)

5特にリンドブラッド型マスター方程式は正値性よりもさらに強い完全正値性という性質を備えてい
る【14,16,24,25】.
6ミクロなモデルからのマスター方程式の導出については文献【17,26,27,28,29,22】などで詳しく論
じられている.
7ベクトルについて非線形になっているのは冊‖-1を保つためである.これは数値計算のためのテ
クニカルな条件である.この条件を破るようなQSDも存在し,それはベクトルに関して線形である【39】.
この形式は4.3.1で用いるので,そこで議論をする.なおどちらの場合もTtβ-1は成立している.
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散逸カオス系における量子一古典反応

ここでdE,･はm個 (リンドブラッド演算子の数と等しい)の互いに独立な複素ウィナー

過程の微小増分であり,dtM(dEj)-0,M(dEidE,･)-0,M(dE.fdE,･)-6i,･dtとなってい

る･また(-)≡(4,I･-悼)である.記号Mを確率過程に対するアンサンブル平均をと

ることを意味するとすれば,密度行列βと演算子∂に対する量子力学的な期待値はそ
れぞれ

β-M(14,)(4,I),Tr(∂β)-M((4,IdIO))

となる.QSDでは密度行列の代わりにベクトルの時間発展で数値計算をおこなうため,

用いる基底の数が多くなるような系,例えば多自由度系,古典極限 (相空間の体積は古

典的状況になればなるほど大きくなる),非線形問題などにおいて,有効な数値計算の

道具となる.特に文献[35,40]において開発されたアルゴリズムは極めて優れたもので

ある.本研究ではこのアルゴリズムを用いている.

QSDには数値計算上の利点もあるが,本研究の中ではもう一つ重要な役割を果たし

ている.つまり時間発展の積分核を経路積分表示する際にQSDの経路積分表示を用い

ている.詳細は4.3.1節で議論する.8

3 ダフイン振動子の初期値鋭敏性に基づく解析

本節ではダフイン振動子という散逸カオス系の一例を通じて,量子一古典対応を議論

する.この系を扱う動機は幾つかある.まず,既に本研究と同じモデルで解析をおこなっ

た文献[30]では,古典極限においては非常に興味深い結果を得られているものの,散逸

量子カオスにおける量子一古典対応を議論する上では不十分である点がある.事実,本

研究において新たに導入した初期値鋭敏性に基づく解析により,古典から量子へのクロ

スオーバー現象を明確にできる.また,散逸量子カオスに関連した実験も提案されてい

る.文献[20】とそこに挙げられている論文に詳しく論じられている.特に文献[20]で
は,ダフイン振動子そのものではないが,実験系に対応した散逸系で量子カオスを議論

している.さらに,量子カオスだけでなく他の様々な量子力学の基礎と関連する問題を

含んでいる.具体的には量子トンネル効果における散逸の影響【261,量子確率共鳴現象

【43]などがある.最後に,古典系としても非常に興味深い特性をもつ点がある囲 .本
章の主たる結果は上に挙げた第一の動機に関するものである.

3.1 ダフイン振動子

古典力学における散逸カオス系の大きな特徴はカオスが散逸項と周期的な外力の存

在により引き起こされる点にある.運動方程式に含まれるパラメータはこれらの項と関

連しており,適当なパラメータでカオスが発生する.位置と運動量 (速度)により張ら

8QSDのような確率的シュレーディンガー方程式により系を記述する試みは,いわゆる"波束の収縮''
をダイナミカルに記述しようする立場から発展していった.それに関連した文献としてはQSDの紹介の

際に挙げたもののほかに【411などがある.また数学的な取り扱いについては【42】などで詳細に議論され
ている.
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丸町

図 1:ダフイン振動子

れる相空間に時間を加えることで構成される拡大相空間を考える.外力の周期の整数

倍ごとにこの拡大相空間を時間軸tに垂直な平面で切断し,軌道とこの切断面の交点を

一枚の平面に射影することでポアンカレ断面が得られる.そしてカオス的ダイナミック

スの存在はポアンカレ断面上に現れるフラクタル次元を持った奇妙なアトラクターで

特徴付けられる9.連続的な時系列の中での運動には構造のようなものはみられないが,

こうした時間を離散化することで得られる断面上に精密な構造が現れるのである【45】.

ダフイン振動子はこうした散逸カオス系の一例である[46,47,48,49].運動方程式は
次式で与えられる:

烹+2ri:+x3-I-gCOS(Ot). (3)

式(3)の左辺第2項は散逸項を,左辺第3項と第4項あわせて二重井戸のポテンシャルカ

を,右辺は周期0の外力をそれぞれ表している【図(1)を参照].パラメータ(r,9,0)-

(0.125,0.3,1.00)のときカオス,つまりポアンカレ断面上に奇妙なアトラクターが出現
する.以下の解析においても同一のパラメータを用いている.

3.2 量子化されたダフイン振動子

3.2.1 ハミルトニアンとリンドブラッド演算子の選択

ダフイン振動子を量子化するためハミルトニアンkとリンドブラッド演算子Lを次

式のように選ぶ.

h-去 92･碧 金4一事 2月 (針 再)-9-lu.2cos(ut)i, (4a)

7〈右左P. (4b)

ここではリンドブラッド演算子は一つだけ使う.式(4a)の右辺第4項は注目系と環境と

の間の相互作用の結合定数の大きさのくりこみに対応している.実際,正準変換x- I,

9アトラクターとは相空間内のほとんど全ての初期条件が時間発展により時刻無限大の極限で引き寄
せられるような集合である.
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散逸カオス系における量子一古典反応

p- p-7mXを施すことで次式を得る:

h-去 92･瀞 4-響 (1+蛋)盆2-9-lwo2cos(ut)i･

さて式(1)における飢 ま陽には時間に依存しない.しかし式(4a)は陽な時間依存性が

あるため,本来の意味でリンドブラッド型のマスター方程式ではない.ここでは外力と

して形式的に式(1)のハミルトン部に付け加えた項として理解することにする.

3.2.2 無次元化とスケール因子βの導入

Hp≡h/hLJ｡,k≡L/JD6,e≡ 府 会,P≡ 仰 p,T≡LJ｡t,d(≡

､/砺dE,∩≡LL,/LL,0,r≡7/LJoandβ2≡A/ml2LJ.といったスケール変換を施し,式(4a),
式(4b)及び式(2)を無次元化した形に書き換える‥

hp- 芸p2･誓 e 4 -芸e 2･芸 (eh p e ) 一芸cos(ot)a, (5a)

k-謹(れ ip),

[瑚 - - ihp 榊 T+((kt)k一芸k tk率 †)(A)) [-

･ (k - (A))[柵 ,

M(d()-M(d(dE)-0,M(dE*d()-dT･

(5b)

(5C)

(5d)

スケール因子β2はhと注目系の特徴的な作用Scha-ml2(J｡の比である.βを数値計算

において変化させることは実質的にhを変化させることに対応し,系に対してスケール

変換を施すことになる.つまりβをゼロに近づけることにより

AIQ A-p

(;) l /-'

はゼロに近づく.ここで∂をある線形演算子としたとき,

∂-Ml(a)],A-0- M【((0-0)2)]
である.こうして系は古典的な状況に近づいてゆくという直感的な描像が得られる.
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太田 幸宏

3.2.3 ハミルトニアンとリンドブラッド演算子の選択の妥当性

ここではハミルトニアンとリンドブラッド演算子を式(4a),(4b)の形に選択した妥当

性について述べる.式(5aト(5d)に対して伊藤型確率微分方程式の計算規則に従い,吹
式を得る:

d(a)-(i)dT･Jfl((vQ一 芸) ･iVQP)dC･C･C･], (6a)

d(i)- (-2r(Pト(恒 芸cos(oT)) dT
･Jfl(vQP･i(vp一 芸)) dC･C･C･]･ (6b)

ここでVTQ≡(△e2)≡(e2)-(a)2,vp≡(△P2)≡(P2ト(A)2,2VQP≡(△e△i,+△i,△e)
そしてF≡β2(93-Qである.複素ウィナー過程に関するアンサンブル平均をとれば
式(5d)を使って,式(6a),(6b)のdぐの1次の項は消え,得られる期待値方程式はポテ
ンシャルの非線形項を除き古典力学におけるダフイン振動子の運動方程式を再現する.

重要なことは速度の1次に比例する散逸項が現れている点である.こうしてここで選択

したハミルトニアンとリンドブラッド演算子の選択の妥当性が得られる.すなわちポ

テンシャルが非線形のためエーレンフェストの定理は厳密に成立しないが,ポテンシャ

ルに関連しない項,特に散逸項は適切に再現できている.

さらに注意すべきことは,もし2次及び高次のモーメントを近似的に無視すること

ができれば,式(6a),(6b)を用いて古典的なダフイン振動子の運動方程式を再現できる

という点である.なぜなら式(6a),(6b)におけるdEの1次の項はこの近似のもとでは

ゼロになり,通常の微分方程式になるからである.2次及び高次のモーメントを近似的

に無視することができるのは,βがゼロに非常に近い段階であるといえる.こうした段

階ではQSDに基づく数値解析では複素ウィナー過程に対するアンサンブル平均をとら

ずとも,適切な結果を得ることができる.このことは大幅な計算時間の短縮につながる

[30,35,40】.

3.2.4 古典的領域における数値解析

3.2.3節で議論したようにβがゼロに近い段階では複素ウィナー過程に関するアンサ
ンブル平均をとらなくても適切な議論ができる.ここではそうした段階での数値計算

の結果をあげ,この量子化されたダフイン振動子の振る舞いを調べる.この結果は系に

対する直感的な理解に役立つ.ただしこうした解析はβ ～0において意味のあるもの

であり,真に量子系としての振る舞いを調べるためには確率過程についてアンサンブル

平均をとらなければならない.

以後,本研究ではβ-0.01のときを古典的領域と呼ぼう.この段階を古典的という妥
当性は数値計算の結果が異なる複素ウィナー過程の実現にほとんどよらない点や得ら

れた結果から支持される.
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図 2:((a),(A))に対するストロボ図.外力の周期27T/0の整数倍ごとにデーターをプ
ロットすることにより得られる.いずれの図も確率過程に関する1つのサンプルに対す

る結果である･(a)β-o･01,(b)β-0.10,(C)β-0.40,(d)β-1.00.

本節の数値計算の結果の一部は既に文献[30】においておこなわれており,本研究でも

同じ結果が得られている.したがって新しい結果ではないが,初期値鋭敏性に基づく解

析の動機を説明する意味でも本節の結果は重要であるので,ここに示しておく.

計算したものは外力の周期27T/0毎に((a),(A))をプロットしたストロボ図[図2(aト
(d)】と((△e2),(△P2))をプロットしたストロボ図[図3(aト(d)]である.すべての図で

複素ウィナー過程に対するアンサンブル平均はとっていない.βの値は0.01,0.10,0.40,

1･00に関するものである.特に図2(aト(d)は文献[30】において得られたものと等しい.

また初期条件は純粋なコヒーレント状態桓-0)(α-Olである.αは複素数でありその

実部が､乃(a)の値,虚部がJ豆(I))の値に対応している.

図2(aト(d)は確かに古典的領域においてカオス的振る舞いが現れていて,一方β>
0.01ではカオス的振る舞いが失われていることを示唆している.これらの結果は少な

くとも古典的領域以外ではカオス的な振る舞いが失われていくことを示すには十分で

ある.図3(aト(d)は数値計算の中でベクトルがどのように発展するかを示してくれる.

初期状態は最小波束状態であり,計算の途中でもβに依存せずほとんど最小波束状態で

あることがわかる.図2(aト(d)からβの値がゼロに近づくほど系のスケールが大きく

なっていることがわかる.これは3.2.2節の議論ともよく合う.一方図3(aト(d)から波
束はβによらずほぼ最小波束状態だから,確かにβがゼロに近づくほどA-Q/a,A-p/P
はゼロに近づくことが確かめられる.

これらの結果から確かにβ-0.01を古典的領域と呼ぶ妥当性は得られたといえる.
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図3‥((△62),(△P2))に対するストロボ図.外力の周期27T/0の整数倍ごとにデーター
をプロットすることにより得られる.いずれの図も確率過程に関する1つのサンプルに

対する結果である.(a)β-0.01,(b)β-0.10,(C)β-0.40,(d)β-1･00.

また以後ではβ-1.00を量子的領域と呼ぼう.3.3節の考察では,こうしたβ以外のと

きに系がどの段階にあるかをより詳細に定める.

3.3 初期値鋭敏性の導入とそれに基づく量子一古典対応の数値的解析

3.3.1 動機

3.2.4節の議論から少なくとも古典的領域(β-0.01)ではこの量子化されたダフイン

振動子においてもカオス的振る舞いが存在することが示唆された.しかしこの議論に

は不満な点が多い.まず古典的領域 (量子的領域)という定義が非常にあいまいな点が

ある.そしてβを1に近づけるときの振る舞いについては何もいえない点がある.文献

[30]においてもこうした点については議論できていない.これらの点を明らかにし,β
の変化に対して量子系としてどのような振る舞いが見られるかについて考察する必要

がある.このような視点から,本研究では初期値鋭敏性に基づく解析を導入する.この

解析から量子一古典のクロスオーバー現象を詳細に調べることができる.

3.3.2 初期値鋭敏性の指標の導入

初期値鋭敏性は古典力学においてカオス軌道の不安定性を特徴付ける重要な量であ

る[45,48,49】.本研究ではダフイン振動子に対する古典から量子へのクロスオーバー
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現象を詳細にしらべるため,この初期値鋭敏性に関連した量子論的な量を導入する."

軌道"の差△(T)を次式により定義する:

A(T)-去∑
(1,2)
(q-1(T)-q-2(T))2+(p-1(T)-p-2(T))2,

q-i(T)-Tr(epl(T)),p-i(T)-Tr(i)pl(T))(i-1,2).

(7a)

(7b )

ここでβ直 )とβ2(丁)は二つの異なる密度行列β1(0),β2(0)それぞれ初期条件とするよう

な時刻Tでの密度行列である.pl(0),p2(0)ともに純粋なコヒーレント状態としてある:

pi(0)-lcri)(cril(i-1,2)･ (8)

再びαiは複素数であり,その実部と虚部がそれぞれeとj)の期待値の 乃ヽ倍となって

いる.式(7a)は(eト (A)平面における"距離"である.10pl(0)とp2(0)の違いを

∈= (q-1(0)-q-2(0))2+(p-I(0トp-2(0))2 (9)

により表す.つまり(台上 (♪)平面上の距離亡だけ離れた2つの点の周りにそれぞれ局
在した2つの波束としてpl(0)とp2(0)を用意できる.式(7a)において(1,2)は初期条
件の選択の仕方に関する和を意味し,Nは選んだ初期条件の数である.古典力学におい
て初期値鋭敏性の指標,つまり最大リヤプノフ指数の正値性がある.この量は時刻無限

大の極限において定義される量である.さて本研究で導入した量をこのリヤプノフ指数

の計算と対応する量にさせたい.そこで(a)-(A)平面上での平均操作を通して長時間
の振る舞いを反映させるようにしている.これが初期条件に関する平均操作の理由であ

る.実際の初期条件の選び方は3.2.4節にて計算した外力の周期27r/0毎に((a),(A))
をプロットしたストロボ図[図2(aト(d)]をもとにしている.この図によりダイナミック
スにより((a),(i))が動く領域をおおよそ調べることができるので,この領域内から初
期条件を選ぶことにしている.特に古典的領域においては"奇妙なアトラクター"上の

点を選択することになる.

この△(丁)の振る舞いが初期条件に対する鋭敏性を示すことになる.本研究で導入し

たこの指標が古典的なカオスというダイナミックスの性質が失われるようなクロスオー

バー現象を明らかにする.数値計算がこの主張を支持する.詳細は3.3.4節で議論する.

3.3.3 初期条件の選択と有効ブランクセル

数値計算の前に亡の値として適切なものを選ばなければならない.ここで量子論的な

立場では,もし相空間内の2点が同一のブランクセルの中にあるならば,それらを"区

別することはできない",ということに注意しなければならない.ブランクセルとはハ

10通常ユークリッドノルムが採用される.ただしこれは相空間では距離空間の意味での距離ではない

【4】.
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図 4:△(T)の時間発展.(a),(b)は各初期条件 (20サンプル)に対して,単一の複素
ウィナー過程の実現について得られる図である.(C),(d)は各初期条件(10サンプル)
に対して,複素ウィナー過程100サンプルにわたる平均により得られる図である.(a)

(P,e)-(0･01,0･01).(b)(P,E)-(0･10,0･01).(C)(P,E)-(OAO,0･01)･(d)(P,e)-
(1･00,0･01)

イゼンベルグの不確定性関係により決まる領域である.すなわち亡は不確定性関係から

制限される領域の大きさよりも少なくとも大きくなければならないことになる.さて

系の典型的な作用の値schaを固定したとき,より小さなβの値はより小さなhの値に

対応しており,系はより古典的な振る舞いを示すことになる.こうしてβの変化に伴い

その大きさが変化する有効ブランクセルを定義できる.有効ブランクセルの大きさはβ

となる.なぜならブランクセルの1次元的な大きさは 侶ヽ (ブランクセルの面積の大き

さがhである)で,β2がhに比例するためである.

3.3.4 古典から量子へのクロスオーバー現象

まず亡の値を0.01に固定した数値計算を示す.このような亡の値では初期条件は,

β-0.01に対しては有効ブランクセルの外側でβ≧0.1の場合に対してはその内側に

あることになる.図4(a)において△(T)の特徴的な振る舞いが現れている.すなわち指
数関数的に増大しているのである.これは古典力学における最大リヤプノフ指数が正で

あるということに対応している.この結果は量子化されたダフイン振動子はβ-0.01

に対しては依然としてカオス的な振る舞いを保っていることを正当化している.こうし

て図4(a)は確かに古典的領域にあり,カオス的な振る舞い,つまり奇妙なアトラクター
を示していることになる.

β-0.10[図4(b)]とβ～0(1)[図4(C),(d)]においては,その間で非常に異なった挙
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図5:△(T)の時間発展･△asympは△(7-)が漸近する値である･Dは式(10)の右辺の
値である.(a)は各初期条件(20サンプル)に対して,単一の複素ウィナー過程の実現

について得られた図である.(bト(f)は各初期条件(10サンプル)に対して,複素ウィ
ナー過程100サンプルにわたる平均により得られた図である.(a)(β,｡)-(0･10,0･10).

(b)(β,∈)-(0･40,0.40).(C)(β,亡)- (0.60,0.60).(d)(β,亡)-(1･00,1･00)･(e)
(P,e)-(1･50,1･50)･(f)(P,E)-(2･00,2･00).

動を見ることができる.これらのβの値では初期条件に対応する(eト (i)平面上の2
点は各βに対応する有効ブランクセルの内側にある.こうした2点は互いに"区別する

ことができない".それでもなおβ -0.10に対する△(T)はある時間たつと,有効ブラ

ンクセルの大きさよりも大きくなる.これはβ-0.10に対しては依然としてカオス的
ダイナミクスが残っていることを示している.しかし,β-0.40,1.00に対する△(T)は

有効ブランクセルの大きさよりも大きくなることができないことを示している.すな

わちカオス的ダイナミックスは完全に失われていることになる.こうした考察はβが

0.01から1.00へ移行するとき,古典から量子へのクロスオーバー現象に関連したある

臨界的な段階の存在を示唆する.

次に,各βに対して亡～βなる初期条件のもとでの計算結果について示そう【図5(aト
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図5(a)においては依然として指数関数的な増大別を示している.すなわち,再び

β-0.10ではカオス的ダイナミックスが残っていることがわかったことになる.

図5(b)-(f)ではさらに興味深い挙動がみられる.まず他のβでみられたような指数

関数的な増大別はない.そして全ての△(T)は初期の非常に短い時間間隔のみ有効ブラ
ンクセルの大きさより大きくなるが,その後有効ブランクセルの大きさよりも常に小さ
くなる.

こうして,実際はβ-0.10程度までを古典的領域として捉えることができ,β-0.40
付近である臨界的な段階が存在し,β>0.40では古典的側面が失われるという点で,す
でに量子的領域であると捉えることができる.

3.3.5 量子的および深量子的領域における考察

本研究ではβ-1.00を量子的領域と定めた.そして実際にはβ>0.40ですでに系は
量子的領域にあることも確認した.ここではβ>1.00における振る舞いについて考察す

る･この段階を探量子的領域と呼ぼう.図5(bト(f)から量子的領域と深量子的領域で,

△(T)はある時間たつと有効ブランクセルの大きさより小さいある一定値 △asympに漸
近的に近づく傾向がみられる.△(T)が常に有効ブランクセルの大きさより小さくなる

ような時刻を710とする･△(T)-△asympとなる時刻をTasympとおく･7b < T< Tasymp

での△(T)の振る舞いを次式で評価できることを示すことができる.

･(T-To,S((1+去)C2r(TITo,-1)l圭 (10)

ここで△(710- 7b)-βを用いている.導出は付録Aでおこなう.近似として,△(T)が
有効ブランクセルの大きさより常に小さいことに関連するものとハミルトニアンをゼ

ロとしているという2点を用いている.図5(b)-(f)でこの評価が確かにT3< T < Tasymp
で良いことがわかる･つまり710< T< Tasympでは△(T)の振る舞いは散逸の影響のみで
記述されてしまうことがわかる.古典系では散逸カオス系は散逸と周期的な外力の影

響によりカオス的ダイナミックスを発生する.量子化されたダフイン振動子では,系の

作用がhよりも大きいときに,古典系と同様にカオス的ダイナミックスがみられる.こ

のとき散逸の存在はカオス発生にとって重要な役割を果たす.しかし系の作用がhにく

らべ小さいとき,散逸はむしろカオス的ダイナミックスの発生を抑制する方向に働くこ

とになってしまうのである.

漸近的な△の値△asy.npの評価をおこなうと,その値は探量子的領域ではβの値に依

存しない一定値をとることがわかる【図6】.さらにTasy,npの値を△aS,mP,7bそして式
(10)を用いて評価することができる.結果は次のようになる:

(β,710,Tasymp) - (0･40,5･71,8･63),(0･60,2･88,11･9),(1100,1･45,19･4),

(1･50,1･04,23･5),(2･00,0･91,25･9)･
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図7に各βに対してTasympの値がプロットされている.深量子的領域ではTasym p はβ

に依存しないある一定値をとることがわかる.これは△ aSymPが探量子的領域ではβに

依存しないことと,式(10)のβ依存性が何 戸 であることから理解できる.こうし

た深量子的領域での△(丁)の振る舞いは,△(T)に基づく解析がβ>1.00では有効なも
のではないことを示唆している.こうした領域で系の特徴を捉えるためには他の量,例

えばウイグナ-関数の重なり合いなど,を調べる必要があるだろう.しかし,△(T)に基

づく解析は少なくともβ-0.40付近のクロスオーバーを調べる上では有効な手段であ
るといえる.

3.4 本節のまとめ

モデルとしてダフイン振動子を量子化し,そこでの量子一古典対応を議論した.量子

的な取り扱いは,ダイナミックスがリンドブラッド型マスター方程式【161に従うとし,
マスター方程式におけるハミルトン項(ユニタリー発展に対応)と散逸項(非ユニタリー

発展に対応)を現象論的に選ぶことで行った.古典的領域から量子的領域への移行はプ

ランク定数hと系の特徴的な作用Scha,の比β2-A/Schaを動かすことで考えることが

できる.カオスの定義ともいえる初期値鋭敏性に関連した新たな量を導入し,この初期

値鋭敏性に基づき,様々な(β,∈)の値に対して系の挙動を調べた.この数値計算により

量子一古典領域の移行において,ある臨界的な段階が存在することを示すことができ
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た.【30]では古典的領域において奇妙なアトラクターの存在のみが示されていたが,本

研究はその結果を含むだけでなく,初期値鋭敏性の解析に踏み込むことができた点で,

それを超えるものといえる.また初期値鋭敏性の導入によりβの各値において古典的

か量子的かを詳細に議論することができた.深量子的領域における考察から量子散逸

カオス系に対する新たな知見を得られた.つまり散逸の役割が量子的軍域,深量子的領

域ではカオス発生を抑制する方向に働いてしまうことがわかった.探量子的領域での

△(千)に基づく解析は,系を特徴を捉える上では有効なものではないことを示唆してい

る.こうした領域で系の特徴を捉えるためには他の量,例えば高次のモーメントやウイ

グナ-関数の重なり合いなど,を調べる必要があるだろう.しかし,初期値鋭敏性に基

づく解析は少なくともβ-0.40付近のクロスオーバー現象を調べる上では有効な手段
であるといえる.

量子系でリヤプノフ指数そのものを計算するという非常に興味深い試みも存在する

[10].この文献においては系が十分古典的であれば確かに正のリヤプノフ指数を持つこ
とを示している.しかしβを変化させたときのクロスオーバー現象の解析という視点

は他に例をみない.

4 散逸系における半古典的手法の開発

4.1 半古典的手法の開発の動機

3節においてダフイン振動子という特定の散逸系のモデル計算を通じて,散逸カオス

系での量子一古典対応を議論した.初期値鋭敏性という指標を導入することで,この議

論は非常に明確なものになる.しかし,ここで次のような問題点が現れる.初期値鋭敏

性は,確かに古典系のカオスの定義ともいえる最大リヤプノフ指数が正ということに対

応する量である.だが,散逸カオス系の特徴ともいえる奇妙なアトラクターという古典

的な性質がどのように量子系の測定量に反映しているかが全く考慮されていない.そ

こで半古典的手法の開発を試み,解析的な視点から散逸量子カオスを調べる必要性があ

ることになる.

4.2 散逸系の記述

量子散逸カオス系について,どのような量を量子-古典対応を議論するため考えるべ

きかのコンセンサスがあるとはいえない.そこでまずその点について考察する.さらに

時間発展を記述する際に写像として捉えることが適切であることを述べる.

4.2.1 散逸系を特徴付ける量

本研究では散逸系を特徴付ける量として時間発展を記述するマスター方程式の推進

演算子に関する積分核の固有値に注目する.他の可能性としてはカオスによる情報の
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損失という視点からエントロピー生成の計算が考えられうる.量子系におけるエント

ロピーとしてフォン･ノイマンエントロピー【4】を採用すれば,量子開放系では系は混
合にもなりえるので,この量もまた散逸系を特徴付ける量といえる.この視点からの研

究は非常に多くまた興味深い【12,13,20】.

4.2.1節のこれ以後ではPやkなどの線形演算子から八をとり,線形演算子に作用す
る線形演算子に〈をつけて表す.マスター方程式β-句 を考えよう.ここに丘が時間

発展の推進演算子であり,マスター方程式としてはリンドブラッド型を仮定しているの

でipは式(1)の左辺に対応している.iは密度行列という演算子に作用する演算子の
ため超演算子ともよばれる.リンドブラッド演算子がない場合はtの固有値はHの固

有値の差全体の集合として与えられる.ガはハミルトニアンに対応しているから,これ

はエネルギーの差,すなわち実数である.一般にはリンドブラッド演算子は存在してい

るので之の固有値は複素数になりえる.実部は依然としてエネルギーの差という意味

が与えられる.11マスター方程式の形式解を考えるとiの固有値の意味はより明確にな

る.議論を簡単にするためエルミートなリンドブラッド演算子Lが1つだけ存在する

特別な場合を考えよう.また議論を見やすくするためリウビル空間を導入する[50】.リ
ウビル空間については付録Bにその定義を記してある.今の場合,リウビル空間では式

(1)は次のように表される:

孟Ip)-ilp),

i-一芸L妄言 (LL-)2･

ここで(ln,m))(ln,m)≡1n)(ml)をリウビル空間の正規直交基底とすれば,

(n,ml(LL-)2ln,m)≧0,

であることを示すことができる(付録B参照).

(lla)

(llb)

(12)

L:Ln,m)-lnmln,m)

･n--一芸En-寸 n-

とおく.En.n,7nmはともに実数であり,式(12)からTnmは正である･そして式(lla)の
形式解は次式のようになる:

(n,mlp(i))-e(主en-I- )i(n,mlp(0))･
よってtの固有値の虚部は散逸率と関連することになる.

文献[51]ではこの固有値を一般化されたエネルギーとして,ハミルトン系の場合のよ
うに対応する古典系の正則-カオス転移に対してこの固有値に関する準位反発の存在を

11リンドブラッド演算子の存在により一般にはこの値はHの固有値の差だけで記述できるとは限らな
しヽ.
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指摘している.このことは非エルミート行列に対する乱数行列理論の予測とも関連が

深い[2,21,52].文献【53】では散逸のあるキックを受けるコマのモデルでは数値的に解

析もおこなわれている.こうして丘の固有値を求めることは量子散逸カオス系の理解

にとって非常に重要であるといえる.

実際にこの固有値をもとめるためには演算子のトレースの情報が重要になる【21,54].

そこで半古典的に演算子のトレースを評価する公式,トレース公式を計算すればよいこ

とになる.固有値の値そのものよりもその固有値間の相関について調べることも重要

である.この点は文献[21】に詳しく論じられている.

4.2.2 量子散逸写像

散逸カオス系の特徴は常に外から周期的な外力をうける.このため周期の整数倍で

時間発展をくぎり,離散化された時間で,つまり写像として捉えるのが自然である.育

妙なアトラクターもポアンカレ断面上においてみいだせるものなので,このようにすべ

きである.微分方程式の立場からみても,いわゆるフロツケの定理という形で知られて

いるように,周期性を利用して解を構成することはごく自然な定式化である[55トハミ

ルトン系においても周期的な外力を加える場合は,写像として捉える【56,57】.このと

き準エネルギーという量を定義し,改めてヒルベルト空間を構成することができる[58】.

他の散逸カオス系を扱った文献においても写像として捉えてる【53,59].つまり連続的

な時間発展ではなく離散的な時間つまり写像として散逸量子系を捉えることにする.

より具体的なモデルとしては周期的なキックをうける散逸系を考えることになる.

(>⊃
H(i)-hF+Tf(i)∑ 6(i-kT), (13)k=-oo

ここでLJ-27T/T,I(I)は適当な非線形効果を引き起こすポテンシャルである.HFは
可積分もしくは既知の系であればどんなものでも良い.リンドブラッド演算子は扱う

散逸系に応じて選ぶことになる.例えば自由ハミルトニアンに散逸の影響が起源のく

りこみの項があるモデルを採用する:

HF-霊 鳥 (針 Pi)･
このとき速度の1次に比例する散逸項を期待値方程式に現れるようにするためには

とすればよい.このようなモデルは古典系での散逸カオスの研究の際に,例えばダフイ

ン振動子においてみられる奇妙なアトラクターの局所的な構造に対するモデルとして

よく考えられる[45】.大域的な構造を表すことは出来ないが,非常に有意なモデルとい
える.
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4.3 時間発展を記述する積分核

4.2節の考察より時間発展を記述する推進演算子の積分核を計算する必要があること

がわかる.本研究ではリンドブラッド型マスター方程式による時間発展を考えている

ため,このことはマスター方程式を積分することに対応する.この目的のためには経路

積分を用いるのが便利である.経路積分法は半古典的手法を開発するという視点でも

適している.ここではW･T.Strunzl391による線形QSDの経路積分表示を通じてリン
ドブラッド型マスター方程式に対応する時間発展を記述する積分核を導出する.そし

て首尾一貫性の確認のため厳密に積分核を計算できる減衰調和振動子について解析を

おこなう.

具体的な計算の前に,他の解析的なアプローチについて触れておこう.量子散逸カオ

スを議論する場合には,マスター方程式を近似的に解かなくてはならない.多くの研究

では量子散逸写像として次式で与えられるものをよく解析している【2,21,59]:

p(nt)-FDpFt. (14)

ここで飢 まフロツケ行列とよばれ,式(llb)のユニタリー的時間発展に対応している.
また周期的なキックの影響もこのフロツケ行列の中に含まれている.当然ながら飢 ま

ユニタリー演算子である.飢 ま式(llb)のうち非ユニタリー的時間発展と関連してい
る･実際には,マスター方程式が式(llb)の第2項のみからなるとしたときの解から構
成される.こうしてマスター方程式のハミルトン部と散逸部とが分離した状況を想定し

て量子散逸写像を構成していることになる.しかし実際には散逸部からもユニタリー

発展に寄与する効果は現れる.式(5a)などにおけるrに比例する項はまさにこうした
効果に対応したくりこみの項である.そして式(14)の形を仮定することはダイナミッ

クスに大きな制限を与えることに考り,一般的な記述にはなっていないと考えられる.

本研究ではこうした状況を考え,まずリンドブラッド型マスター方程式に関連した時

間発展積分核の導出をおこなう.そこでは式(14)のような仮定はない.

4.3.1 時間発展を表す推進演算子に対する積分核の導出

ここではリンドブラッド型マスター方程式の時間発展を表す推進演算子に対する積

分核を導出する.簡単のためリンドブラッド演算子がただ1つのときのみを考える.こ

のときマスター方程式は式(1)より次式のようになる:

霊 -一芸lH,p]+(LpLL 芸LtLp一芸pLtL)･ (15)

式(15)は複素ウィナー過程を用いることで"ときほぐす''ことができる.ここではベク
トル陣)に対して線形なQSDの定式化を採用しよう【391.このとき式(15)は次式と同
等である:

舶)-一芸軸 )dt一三LtLl榊 十LIM E･2

- 6 11 -

(16)



太田 幸宏

ここで再びdEは複素ウィナー過程の増分で,dE+dE-dt,dEdt-0である.式(16)では
冊日は保存しない.なぜなら,

dllQlI2-Re((舶 梱)
となるからである.しかしこのことはTrβ-1には抵触しない.というのも確率過程に

対するアンサンブル平均MをとればdEの1次の項はゼロになるからである.

文献【39]では式(16)を経路積分表示を導出した:

Ge(xf,tf;Xi,ti,-i:i,f='==iCfDxDpe可isElx,P,]

selx,p]-Litf(ip-Heff(I,P,)dt-ih/:L(I,p,d"i,

Heff=H一埜LfL2

(17a)

(17b)

(17C)

なお盆βに関してはワイルの順序付けを採用している【60].12また式(17a)において

f:i,f='==iXfDxDp

は有限の時問間隔△tでは

/(HF-lldxk)(HE--oldpk)(2汀h)-"
である･ただし,N△t-tf-tiとしている.式(17a)はGreen関数であり,ベクトルは

4,((xf,tf)-
ノ､
GE(xf,tf;Xi,ti)4,(3:i,ti)dxi (18)

と表される.ここで初期時刻t-tiで系は純粋にあるものとした.13式(18)を使って密
度行列は

(xflp(tf)lyf)- I(xf,yf,i/;Xi,yi,ti)(xilp(ti)lyi)dxidyi, (19a)

I(xf,yf,tf;Xi,yi,ti) - M(Ge(xf,tf;3:i,Xi)Get(yf,tf;yi,ti))

/DxDp/
DxDpexp(◎lx,p,y,q]), (19b)

12式(17a)のような経路積分で書くことができるのは複素ウィナー過程を用いているためと考えられ
る.一般にdEは∨屈 のオーダーのためdt- 0ではdiよりも大きくなる.しかし複素ウィナー過程の
特性としてdEdE-0,dEdl-0があるために通常の経路積分と同様な議論ができるとみなせる.ただし
トロツタ公式の形で適切に定式化されたわけではないことは注意しなければならない.
13混合の場合には密度行列が幾つかの純粋な密度行列の和で書くことができることを考慮すればよい.
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軸 p,y,q]-(孟(wlx,pト W ly,q"･Litf6A(I,p,y,q,dt),

Wlx,p]- (i:p-Heff(I,P))dt,

6A(I,p,y,q)-L(I,p)L*(y,q),

(19C)

(19d)

(19e)

となる.密度行列の混合性つまり散逸効果の起源は∂Aという項の存在であり､QSDの

定式化ではこの項に確率過程をいれることで密度行列をベクトルへ "ときほぐしてい

る"ことになる.

4.3.2 減衰調和振動子に対する計算

厳密に式(19b)を評価できるモデルとして減衰調和振動子について解析をおこなう･
ハミルトニアンとリンドブラッド演算子を次のように選ぶ:

H-去 92･争 2月 (針 Pi),

L- ノ両a-

このとき式(19d)は次式のようになる.

I(∑F,△J,tf;∑i,△i,ti)
./_
∑(tf)-∑J,△(tf)-△f

(i.1)-∑.･,△(ti)-△i

D∑D△DPDK

･exp(iR(E,△,P,K)十三D(A,K)), (20a)

R(E,△,P,K,-Lief(tK･(A-27△)p一三pK--2∑A)dt, (20b,
D(E,K,-烏tf(-△2+去K2)dt･ (20C,

ただし

･-芸(x･y),△-x-y,p-芸(p･q),K-p-q,
である.式(20a)の指数関数の引数はハミルトン系とは異なり複素数となっている･本

研究ではその虚部に対応する式(20b)を作用関数とみなし,ここから停留条件つまり"

古典軌道"を決定することにする.これは文献[27,28]になっらたものである･変数変換

=-≡+=′,△-△+△′,P-P+p',K-K+K′,
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を式(20a)に施す.ここで豆,A,P,Kは停留条件:

i R-0,& R-0,; R-0,& R-0,

および境界条件

云(ti)-∑i,云(tf)-∑f,A(ti)-△i,A(tf)-△J,

すなわち

∑′(ti)-∑'(tf)-0,△′(ti)-△′(tf)-0

により決定される"古典軌道"である."古典軌道"は次式に従う:

喜一土p=O,p+mu2云+27P=0,Å一土 K-27△-0,K+mu2Å=O.
1n rn

P,Kを消去すると次式を得る:

∑ 十27∑+u2云-0,

A-27△+LJ2Å-0.

(21a)

(21b)

特に式(21a)は古典の減衰調和振動子に対する運動方程式である.さらに式(21a),式

(21b)はそれぞれ∑,△だけで閉じた式である.一般に調和振動子以外の非線形ポテン

シャルではこのような∑と△の分離はしない.式(21b)はちょうど式(21a)において

時間反転したときの式である.ul(i),u2(i)をそれぞれ境界条件ul(ti)- u2(tf)-1,

ul(tf)-u2(ti)-0を満たすような式(21a)の素解とする.またvl(i),V2(i)をそれぞれ

境界条件vl(ti)-V2(tf)-1,vl(tf)-V2(ti)-0を満たすような式(21b)の素解とする･

簡単な計算により,式(20a)は次式のようになる:

I(∑J,△f,tf;∑i,△i,ti)-N(△J,tf,△i,ti)exp
(孟Rfi･去Dfi), (22a)

Rfi-∑f△fm712(tf)-∑f△imh2(ti)+∑i△fm滋1(tf)-∑i△im克1(ti), (22b)

Dfi-一志 (｡享a22+A.?all+2△f△ia21),

all-/:(-2W2vl2I-2(b1-27Vl,2)dt,

a22-/:(-2W2V22I-2(b2-2TV2,2)dt,
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a21-Litf(-2W2V2VlI-2(玩-2TV2,･(b1-27Vl,)dt･ (22f)

また明らかにα22≧0,α11≧0であり,さらに

α22α11-(α21)2≧0, (23)

であ ることも 示すこと が できる.証明はシ ュ ワ ルツの不等式の証明の方法 と同じであ
る.式 (22C)を行列形式 で書くと次式のようになる:

Dfi-蕊 (△i,△f)(::: :::)(AA;)=△TA△･

この とき行列Aは正値行列であることを示 す こと ができる .Aは実対称行 列なので固
有値 Zが正であることを確認すればよい.実 際 に固 有値多 項式は

Z2-(TrA)Z十detA-0

である.明らかにTrA≧0であり,また式(23)からdetA≧0となっているので確かに

固有値は正になる[61】.

式(22a)における〟(△J力 ,△訪 )は規格化因子である.実際は次式で与えられる‥

･(△J,tf,△i,ti,-/E?('t'it,f=': ',i:=OD∑′p△′e- (iRliIiDliIiD;i),

R;i-Lief(-t'(A'-27△')仰 2∑′△′)dt,
D;i--誌上tf(-2u2△12+-2(A′-27△′)2)dt,

Dli-一志上tf(2-W2Å△′+2-2(A-27△')(A'-27A'))dt･
ただしP'とK′についてはすでに積分してある.またこのときの経路積分は有限時間

△£間隔では

/ (nF=llldE'k)(HF-7 dA'k)(蕊 )"

である.ただし,N△t-tf-tiである.∑f,∑昌こは依存しないことに注意しよう･これ

は式(20C)に∑依存性がないことによる.規格化条件Trβ-1より次式が成立しなけれ

ばならない:

長くX脚f)lxf)dxf-FW(- )軽減 -1･

式(19a)を用いると

I(xj,Xf,tf,Xi,yi,ti)dxf-6(xi-yi),
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すなわち

工I(∑f,△f-0,tf;∑i,△i,ti)d∑f-6(△i),
となることがわかる.そして,

∫;I(∑f,△f-0,tf;∑i,△i,ti)d∑f
〟(△J-0力,△訪)

･FJxp(呈上∑f△i-h2(ti)-∑iAi-棉 ))-£ △fall) d∑f
〟(△J-0万,△訪)
x(27Th)

となるので,

6(△i)exp(藩 △i-刷 上 £ △t,all)
N(Af-0,tf,Ai-0,ti)(27Th)

1

N(△f-0,tf,△i-0,ti)-盲誌上md2(ti)l (24)

であることがわかる.ここでNは△J,△iに依存しないと仮定しよう･この仮定の正当
性はマスター方程式を導出し,それが満たすべきリンドブラッド型マスター方程式に一

致することで確かめることができる.次式の積分核から出発する:

･(Ef,△f,tf;∑i7Ai,ti)-N(tf,ti)exp(孟Rfi･iDfi)･ (25)

式(25)においてN(tf,ti)は式(24)で与えられるものと仮定しよう･またRfi,Dfiは

各々式(22b),式(22C)である.計算の詳細は省略するが,式(25)から導出したマスター
方程式は次式のようになる:

か ∑F,△F,tf)

ih a2

帆∂∑J∂△J

ì

p(Ef,Af,tf)一元rTW2∑f△fP(Ef,Af,tf)

-27△f孟 p(∑F,△J,tf)+£ 董 p(Ef,△J,tf,

一芸｡ip(Ef,｡J,tf)･
そしてこれがリンドブラッド型であることが確認できる.

4.3.3 量子散逸写像の構成

4.3.1節で導出した積分核を用いて,量子散逸写像を構成する.ハミルトニアンとし

ては周期的なキックを受けるモデル式(13)を採用する.

tk-kT,(k-0,1,2,･･･),
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x(tk)≡ Xk･

とおく.式(19a)より時刻tk-0から時刻tk+1- 0への密度行列の時間発展は次式に従
うことがわかる:

(xk+llp(tk+1-0)lyた+1)
/
I(xた+I,yk+1,tk+I-0;xk,yk,tk-0)

×(xklp(tk-0)lyた)dxkdyk･

ここでI(xk+l,yた+I,tk+1-0;xk,yた,tk-0)は式(19b)で与えられる.さて,周期的な

キックを受けるモデルでは式(19d)は次式のようになる‥

wlx,p,-Lktl'01-0(ip-Heff(I,Pト Tf(I,nEy (i-tn,)dt,

Heff-HF-iLtL･
ノヽ

ここで時間に関する積分を

震re-/ki:1-亡十/kt二亡,E,0,
と分割し,極限∈- oをとると,

wlx,p]-Lktl'01~0(ip-Heff(I,P,)dt-Tf(xk,,
となる.つまりキックに対応する項が分割される【2].こうして次式が成立する:

I(xた+1,yk+I,tk+1-0;xk,yk,tk-0)

IF(xk+1,yk+1,tk+1-0;xk,yk,tk-0)exp
(一芸Tf(xk)+去Tf(yk))･

在は式(19C)においてハミルトニアンを式(13)の第一項にしたとき得られるものであ
る.以後は簡単のために

I(xk+1,yk+1,tた+1- 0;xk,yた,tk-0)-Ik+1,i,

(xklp(tた-0)lyk)-Pk,

と書くことにする.こうして時刻t｡からtnへの密度行列に関する写像は次式で与えら

れることになる:

pn - /
dxnl1dyn-1In,n-1/dxn-2dyn-2Zn-1,n-2
･-･/dxldylI2･1/ dxodyoIl,0Po
dxn-1dyn-1-･dxldyldxodyoInn,0,
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Inn,oIIn,nllIn-1,n-2X･･･XIl,0･ (26b)

この導出ではリンドブラッド型マスター方程式の推進演算子におけるハミルトン部と

散逸部の分離という仮定は使われていないことに注目すべきである.式(14)をみよ.こ

の意味で本研究で得られた式(26a)はより一般的なものといえる.

さらにHFとしてくりこみ項付きの自由ハミルトニアンを採用した場合について考
察する.この場合,古典系でカオス発生の起源は周期的なキックの効果である.14HFお
よびiとして次式のようなモデルを考えよう:

HF-霊 鳥 (針 拘 ･

このときIk+1,kは4･3･2節の結果を利用してすぐに計算できる‥

1
Ik.1･た一石請

Rk･1,た -?(Ek･1△k･1一言∑k･l△k-∑k△k･1弓∑k△k)
-T(I(Ek･芸△k)-I(∑k一芸△k)),

Dk･1,k-一志 (a22(T)ALl+all(T)△…+2a21(T)△k･1△k)･

(27a)

(27b)

(27C)

ここで

J=e12TT 1 27J
'7- 1-J

である.またall(T),a22(T),a21(T)はそれぞれ式(22d),(22e),(22f)で与えられる量で
ある.なおこのモデルでは

vl(i)-読(1-Je27t),V2(i)-去(C2Tt-1)
である.この結果は厳密なものである.したがって,1ステップの時間発展は厳密に評

価されたことになる.また古典系との対応という視点から式(27a)を捉えることができ

る.式(27b)を古典的作用関数とみなし,

pk･1-怒 ,pkH 箸 ,Kk･1-驚 ,Kk-1 訂 ,

aRk+1,k

14ここでの考察は位置の全空間に関するものである.もし空間を有限にして量子化する場合では,その
際に考慮する周期境界条件もカオス発生の要因となりえる.
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とおくと,次式を得ることができる:

Ek.1- ∑た+ニpk,
Fizz

pk･1-J(pk-T&Gk),
△k.i-△+27T△k+ ニKk+1,

†TI

K k･ 1-Kた-T& Gk･

ここで,

Gk- I(Ek･芸△k)-I(∑k一 芸△k)
である.一方,次のような古典系を考えよう【45]‥

(28a)

(28b)

(28C)

(28d)

i;-y,
(:X〕

9--ay+kg(I)∑6(i-nT)･
n=-OCl

この連立微分方程式についても離散的時間tn-nTにより記述される写像を考えるこ

とができる.これはポアンカレ写像とも呼ばれる.結果は次式のようになる:

(

3:k+1
yk+iI::;-.:.Et xk+TyたJ(yk一kg(xk))

ただし,

J=e-aT l aJ
'T 1-J

である.Jは写像のヤコピアンであり,a>のとき明らかに1より小さい.すなわち散逸

系であることを示唆している.Tは写像の有効基本周期と呼ばれ,J-1のときT～Tと

なる.こうして丁,Jは古典系を特徴付ける量であることがわかる.また式(28a),(28b)
はこの古典系のポアンカレ写像とよく対応するものといえる.

4.3.4 半古典的手法の開発にむけて

古典系の情報が量子系にどのように反映するかを調べるためには,任意の時刻への量

子散逸写像を構成する必要がある.つまり式(26a)の評価をしなければならない･キッ
クとして加えるJが調和振動子を除く関数の場合,評価のためには近似的手段をとらね

ばならない.まずおこなうべきは,定常位相の方法を用い,A- 0のときの漸近的な挙

動を評価することである.こうして半古典的描像を得ることが期待される.
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例として2ステップの時間発展を評価してみよう.つまり次式を評価することになる:

P2=/dxldyldxodyoI22,opo･

さてI22,｡は式(27a)を用いて次式のようになる:

･22,0 - (a)2
･exp(孟(R2,i･Rl･0)･去(D2･1.D170))

定常位相の方法を使うためには式(29)に含まれる作用関数

孟(R2,1･Rl,.)+去(D2,1･Dl,.),

(29)

をh→ 0で最も積分に寄与するように評価しなければならない.作用関数が複素数の

場合でも停留位相の手法を使うことはできる[21,62,63].本研究ではその評価を具体

的には実行できていない.困難は作用関数の複素化と,"重心座標"∑と"相対座標"△と

がうまく分離しないことなどが挙げられる.密度行列ではなくQSDの経路積分表示に

基づけば,後者の困難は回避できるが,その場合は作用関数のなかに伊藤確率積分が含

まれるという困難が発生する.こうした点の解決は今後の課題である.

4.4 本節のまとめ

本節では,量子散逸カオス系を解析的に取り扱う準備として,系の時間発展を写像と

して記述することをおこなった.まずリンドブラッド型マスター方程式を記述する時間

発展を表す積分核を経路積分表示であらわした.そして減衰調和振動子による解析を

し,自己無矛盾性の確認をおこなった.量子散逸写像の導出については周期的なキック

を系が受ける点と系の時間発展がリンドブラッド型マスター方程式に従うという点の

みを用いている.これはしばしばおこなわれるハミルトン部と散逸部の分離という仮

定【2,21,59】より一般的なものとなっている.

この時間発展をもとに任意の時刻に関する写像を構築しなければならない.そして,

この情報をもとにして時間発展の推進演算子の固有値の計算をする必要がある.この

ために必要となる手法がまさに半古典的手法である.数学的にはこれは定常位相の手

法を作用関数が複素数の場合に拡張することを意味している.文献【21,62,63】に詳し

く議論されているが,まだその点については解析ができていない.

5 結論

本研究ではハミルトン系以外における量子一古典対応をカオス現象を通じて調べた.
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時間発展としてはマルコフ的なものに議論を限定した.このとき量子開放系のダイ

ナミックスは一般にリンドブラッド型マスター方程式により記述される.こうして現象

論的に開放系を量子化できることになる.

まずダフイン振動子という特定のモデルに関する数値解析をおこなった.数値解析

にはリンドブラッド型マスター方程式と等価なQSDによりおこなった.古典的領域か
ら量子的領域への移行をプランク定数hと系の特徴的な作用Scha,の比β2-h/Schaを

動かすことで考えた.そしてカオスの定義ともいえる初期値鋭敏性に関連した新たな

量を導入し,この初期値鋭敏性に基づき,様々な(β,亡)の値に対して系の挙動を調べた･

この数値計算により量子一古典領域の移行において,ある臨界的な段階が存在すること

を示すことができた.また初期値鋭敏性の導入によりβの各値において古典的か量子

的かを詳細に議論することができた.深量子的領域における考察から量子散逸カオス

系に対する新たな知見を得られた.つまり散逸の役割が量子的領域,深量子的領域では

カオス発生を抑制する方向に働いてしまうことがわかった.

ダフイン振動子の数値解析では散逸系を特徴付ける量を調べているとはいえない.ま

た対応する古典系の情報がどのように量子系に反映されるかが全くわかっていない.こ

うした問題意識から半古典的手法の開発を試みた.まずリンドブラッド型マスター方

程式を形式的に積分し,それを経路積分表示で表した.散逸系の時間発展を調べる上で

は時間を離散的に区切り,写像として捉えることが適切である.そこでもとめた時間発

展の積分核を使い量子散逸写像の構成をおこなった.この際,周期的なキックを受ける

系という限定をしただけで,このほかに特に仮定は用いていない.こうしてハミルトン

部と散逸部を分離して扱う手法より,一般的な量子散逸写像を構成することができた.

この写像の具体的な評価はまだできていない.これは主として複素化した作用関数の

もとでの定常位相の方法を本研究ではまだ扱うことができていないためである.

量子一古典対応の問題は量子力学の基礎に関わる重要な問題である.特にカオスと

いう古典力学特有の現象は,量子化という操作そのものと深く関わっているように思わ

れる.また散逸を量子系においてどのように捉えるかも非常に興味深い問題である.量

子散逸カオスはこのように様々な量子論の基礎に関わる問題が絡み合っており,極めて

複雑である.しかしまた同時に非常に重要な問題とも言える.この分野の研究は,本研

究の前半と同様に,数値的なものが多い.そういう状況で本研究の後半のような立場か

らのアプローチは大変重要と考えられる.
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A 式(10)の導出

深量子的領域における△(T)の評価を実行するため,△(T)は7b<T < Tasympにおいて
有効ブランクセルの大きさより小さいということに注意しよう.したがって,別々の初期

条件から出発した各波束は非常に近くにあり,ほとんど互いに重なり合っているといえる.

こうしてT>TDに対して△(T)は2つある初期条件のうちただ1つのみに対する波束の

広がりにより特徴付けられるD(q,p,T)により表すことができる.D2をM(J(at,a))≡
M((轟 )-(at)(a))と定義する.文献[36】において,このM(J(at,a))はQSDの枠組み
の中で局所化を調べるため導入されている.この量はTr(atap)-Tr(alp)Tr(ap)とは異

なる.M(J(af,a))はQSDの枠組みの中でのみ計算することができる量である.以上の
考察に加え,初期条件の集合についての平均操作をしていることを考慮すると,

A(T)FY
/
dqdpp(q,p)D(q,p,7-) (30)

と書くことができる.Il(q,P)は初期条件の分布関数である.積分領域の体積をVとす

る15.IL(q,P)を一様分布と仮定すると,

1
△(T)FV./dqdpD(q,p,T) (31)

となる.

h-Oであり,リンドブラッド演算子が式(5b)で与えられる場合を考えると次式が
得られる:

まM(g(at,a))- -2rM(g(af,a)ト 2rM(J(轟 )2ト 2rM(g(af,a†)J(a,a))
≦ -2rM(C,(aI,a))-2Il(M(C,(af,a)))2. (32)

式(32)において等号が成立する場合はリッカチの微分方程式になっている.ここで

u-M(J(aT,a))とおく.そしてuは任意の時刻Tで正である.このことに注意すると
次式を導くことができる:

錆)≧2r(1十三)

- 幸一孟≧2r/oTds(1+義)
← 両≧(1+義)C2rT-1
⇔ u(T)≦

Ce2rT-1

15古典系では軌道はある相空間内の有限の領域,散逸カオス系ではまさに奇妙なアトラクターとなっ
ている,を動きまわる.そうした状況を考慮して積分領域を有限としている.量子系でこのような考察の

正当性は明確ではないが図2(a)-(d)の結果からすれば妥当と考えられる･
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ここでC-1+1/u(0)である.以上をまとめると次式を得る:

M(J(aI,a))(T)≦

式(33)を用いて次式を得ることができる.

C(q,p)C2rT-1

A(T)S吉/dqdp C(q,p)C2rT- 1

(33)

(34)

C(q,p)は初期の波束の広がりに関連している.

ここで再び式(30),(31)を導出する際に用いた近似について考えなければならない.

これらの式は△(丁)が有効ブランクセルに比べ小さいときのみ正当である･△(T)は図

5(bト(f)により,初期の非常に短い時間に対しては有効ブランクセルの大きさよりも大

きくなる.つまり上述の近似はこの時間間隔では悪いものとなる.したがって式(34)を
次式のように変更することになる:

･(T-TD)≦吉/dqdp((1+嘉)C2r(T一m0,-1)~圭
-((1+慕)C2r(T-To,-1)~圭

こうして式(10)が得られる.

B リウビル空間について

密度行列を形式的に扱うためにはリウビル空間を用いるのが便利である.ただしこ

うした取り扱いは形式的なものであることに注意する必要がある.4.2.1節においても

形式的に議論をしている.ここでは数学的な取り扱いを容易にするため,議論を有限系

に限る.またこの節ではヒルベルト空間上の演算子Aを〈なしで表す.

B.1 導入

71を次元がNのヒルベルト空間とし,そこでの完全正規直交系を(回):≡Tとする.
すなわち

〟

(申 )-6nm,∑ ln)(nI-1,
n=1

(35)

である.〃上の線形演算子全体を£(〟)とおくと,これは線形空間である.そして

∀A∈L:(71)をIA)と書くことにする.内積が

(AIB)-Tr(AIB),

- 6 2 3 -

(36)
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で定義できる.これはヒルベルトーシュミット内積である[15】.Aのヒルベルトーシュ

ミットノルム=AH2は

llAH2-JfjT不
となる.こうして£(〟)もヒルベルト空間になり,正規直交基底は

Jn,m)≡lJn)(ml),

で構成することができる.すなわち

N N

(n,mrk,i)-6nた6nJ,∑ ∑ ln,m)(n,mr-1,
n=1m=1

(37)

(38)

が言えることになる.16このL:(71)を71に対するリウビル空間と呼ぶ･式(38)からfA)
は次のように展開できる:

｣Ⅴ〟 ｣Ⅴ｣V
IA)-∑∑ln,m)(n両 A)≡∑∑ln,m)A(n,m)･

n=1m=l n=1m=1

(39)

ここでA(n,m)-(n,mlA)-Tr(lm)(nlA)-(nfAlm)である.Aとして特に密度行列
をとることもできる.

B.2 £(〟)上の線形演算子

マスター方程式は形式的にF)-ipと書くことができる.このことからL:(71)上の線

形演算子を考えることができることがわかる.実際これは超演算子と呼ばれる.当然な

がらIn,m)(n,m笹 超演算子である.超演算子をjと書くことにし,

IIA)-lI(A))

で定義する.特に密度行列pに対して考えると,

(40)

NN N N
(n,mlÎlp)-∑∑ (n,mfÎlk,I)(k,llp)≡ ∑ ∑I(n,m;k,I)(klpll), (41)
A-1L-1 た-1l-1

となる.これは式(19a)の離散的な場合である.またL:(71)の元Aに対し新たに次のよ

うな超演算子iAを定義できる:

LAlB)-lAB).

つまりBに対し左からAをかける演算子である.また

AArB)-IBA),

16ffn))芸≡ぐが71の正規直交基底であることと内積の定義(36)からすぐ示すことができる･

- 624 -
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とおけば,これはβに対し右からAをかける演算子である.さらに

LiIB)-L｡IB)-AAlB),毎IB)ニーLiLB)

を定義しておこう.

これらはマスター方程式を表す際に便利である.式(1)よりリンドブラッド型の場合

でF)-I:pとしたときのtは次式のように表すことができる:

i- 競 +揺 (LL,･A;,IIAL ,tLL-i) (42'

B.3 式(12)の証明

ここで有限系の場合の式(12)の証明を与える.tIn,m))をリウビル空間L:(71)の正規

直交基底とする.Lは71上のエルミートな線形演算子とする.このとき,

(n,ml(LL-)2Ln,m)- Tr (Im)(nlL2回(ml+Im)(mtL2-2回 (nlLln)(mIL)
- (nlL2ln)+(mIL2lm)-2(nlL回(mILlm)

≧ (nIL,2回+(mIL2回 -((nIL2回)2-((mlL2回 )2

- 日(L-(nlL2ln))nlI2+Il(L-(mlL2回 )mll2
≧ 0.

ここでll･旧まTtのノルムとした.
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