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§1 はじめに

古典的な波動の体系を扱う｡ いろいろの方程式について今迄得られている exactN-ソリト

ン解 1)･2),3)･4)を,単一ソリトンがNコある時の話として見直す一般的処法について述べる｡

今迄の所,Korteweg-deVries(KdV)方程式について詳しく調べてあるので,それを中心に述べ

る｡尚研究会以後に発展した §4全部その他を含みます｡

§2 物理的に自然なKdV方程式の拡張は又その切離しでもあること

ここでは次の形のKdV方程式を考える｡

(∂/at)a+6u(∂/∂x)a+(∂/∂x)3u -o (1)

第2項は非線形効果を表わしている｡ uの他にu′が空間的に近くにあって,単純にu+ u′で

波が表わせる場合,Wについての方程式 (1)の第2項は

6u(∂/∂x)a-6(a+u′)(∂/∂x)a

となる｡ 同じ様にして ul, u2, -･･uN のN コのソリトンが空間的に(互に離れていても,

重なっていても)同時に存在する時

.〟
u(N)- ∑u乙i=1

と単純和を作り,各uiについて

(∂′∂t)ui+6u(N)(∂′∂x)ui+(∂′∂x)3ui-0

(2)

(3)

という連立非線形微分方程式を考えることが出来る. これを相互作用 KdV(InteractingKdV)

方程式と呼ぼうo尚,方程式 (3)の形は既にGGKM3)がtheassociatedlineareq.totheKdV

eq.という名で求めている｡

別の見方が出来る｡ (2)を考慮すると,
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.〟

∑ (3)式
i=1

はu(空)についての元のKdV方程式 (1)となっているo 即ちNコの方程式 (3)は(1)を切離

(decouple)したものということが出来る｡

変形KdV方程式では(3)に対応する形はすぐ分るが,sine-Gordon方程式では一寸むずかし

く,存在しないとずっと思っていたが,最近 (12月末)になってその形が得られた｡ また,

exponentiallatticeを記述する戸田方程式についても得られている｡勿論NS変換 5)で次の様

になる｡

h- 0+
(4)

ここまでは方程式の形だけから分る話で,解の具体的な関数形はもとより,その形 (次§の

∂･-の形 )も利用していない｡

§3 連立微分方程式の解が求められること

前 §の様に考えて(3)が出ても,解が具体的に分らなければ,それまでであって面白くない｡

所が次の様にして得られるのである｡

先ず :(1)の exactNソリトン解が文献 1),2),3),4)等で求まっているが, それを出

発点とする｡ 即ち

γ乙…kiX- 22KL?i(i -1･2･････N)

で･Kiは任意の正の数とし･

A(")(x･‖ -dettakl･岩 室 exp(γk･ rl"

(k,J-1,2,･･･,N)

(8kZはクロネッカーの ∂･~C-は正数 )

とすると(1)のN-ソリトン解 u(N)は

弘(N)-2∂21nA (∂…∂/∂x)

である｡ 又α,β′を tの任意関数として ､

J…』(〟)expt｡(≠)∫+β′(‖ )

-416-

(5)

(6)

(7)

(8)



ソリトンの相互作用と連立微分方程式

を A(N)の代 りに使っても同じ解となる｡

次に準備oNコの空間独立変数 tri(i-1･2････N)を考えて,

Il,≡K,3 .- 22K予tz. 乙 L 乙 (9)

とする｡ (5)でぷi∬をKi∬iとしたのである.時間でも同様にNコの tiを導入できるが,こ

こでは使わない.戸田方程式の時には利用する｡ (8)で γi-IliとしてfからFを作る. 但
しその時 (8)の

α(≠)α+β′(≠)

を, α･(i),♂(i)を tの任意関数として,Z,

_〟
∑αi( i) γ i+ ♂ (-i)
F!-i i]

としておく. A(N㍉ま(6)よりγiをexp γiの形でのみ含み,それらの有理関数であるからF

も expI"iの有理関数である.

F=F(expI11･ eXPIl2･ ････ eXPTN)

又,空間統一演算子 (spaceunifyingoperator)～を導入する. 即ち

∂ … ∂/∂xii

と書 くことにすると｢(tilde)の働きは

′) ∂

∂iG('l･r2･…JN)=66 GIx1-32-- - 3N- a o
すると

〟(ノ

∂= ∂/∂x= k!1 ∂ k

～ ～ p

∂∂.-∂i∑∂kる

等が成 り立っ ｡

さて,これらを利用すると

′ヽJ ′､l■′

u(N)-2∂=∂klnF-2=∂l=∂klnF
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となるが,これを(1)に代入し,変形すると

′■ヽJl

∑∂il(∂′∂t)(2∑ ∂klnF)+3(∑ ∂l(2∑∂klnF))2
之

+(∑∂l)3(2∑ ∂klnF)] -0 (15)

となるo (15)の[ ]≡Gは expIliの有理関数Fから有限回の代数操作(N.B.∂ieXpIli
-応ieXplli･etC)によって作られたもの･即ちやはりexpIliの有理関数であるo よってG
は空間独立変数 xl･x2,････XN (及び t)の関数として恒等的に0となる :

G=0｡

′'ヽJ■
∂.G- 00i

(13),(14)を適当に使うと(17)は

～ ′ヽ_′
(∂/∂t)(2∂∂.lnF)+6(2∂2ln首)∂(2∂∂.lnF)と- ' - - - 一

′ヽノ
+83(288.lnF)-0 .Z,

よって

′ヽ一I
tL.…2∂∂.lnF
乙 乙

が(3)の解であることが分る｡ 又確かに

〟 ′＼ノ

Z ui-2∂=∂ilnF-2∂21nf-a(N)
i=1 z,

と単純和になっている｡

(16)

(17)

(18)

(19)

(20)

uiの性質は省略する.

この§では u-∂A(ここではA-2∂lnf)という形になっていることのみが使われたO

次の §ではもっと具体的な,ある関数形であることが使われる｡

-418-



ソリトンの相互作用と連立微分方程式

§4 逆散乱法と関係が直接つけられること

方程式(3)は,形は既に文献 3)に与えられている｡ そしてそれらを満す量がいく種類か与

えられている.その一つにkaや82(kZは,逆散乱法でKdVを解 く時の山schr･eq･Mの i番目

の固有値･仇 は固有関数 )があるoそして t-±- で4kiや…が単一 ソリトンになること

も与えられている｡更に,

u-∑4Kiサ…

も与えられているO 我々の uiも･やろうと思えば t-±- で単一 ソリトンとなることが示

せ,且 (3)を満 しているので,間接的ではあるが

uも-4Kiすぎ (21)

が分る｡しかし,直接 (21)を示すことが出来る｡

それには弄口達一沢田の表示 4)を利用する｡ そこで得 られたことを先ず述べる｡ Ⅳ×Ⅳ行列

の IとBを考え,その要素を

IkZ-∂kZ

CkCl
exp(rk+rl)

Bkl-Kk+ Kl

とすると,

lndet(I+B)-Trln(I+B)

と

∂Bkl-(kk+ Kl)Bkl･

及びBが対称行列であることを使って

∂.ndet(I+B'-kPl(志 )klaBlk-2∑応k震 音)kk_k

-2= Kk- 2三 方k(了宝 )kkO

次に

¢,n= C,aexprn

-419-

(22)

(23)

(24)

(25)



米山徹

少l-空 (謹 言 )～- め-
(26)

と定義すると,少lは Schr･eq･の固有関数であることが証明出来るo Aが正規行列の時

aA-1--A-1(aA)A-1

となることと, (24)とから

u -2aialndet(I+B))

-4三方k(iiTi)kZbl¢n(三 五 mkk,i,7n

-4∑Klサ言.∫

以上は文献 4)の,ここで必要な部分である｡
′'ヽ_′

さて, (12)で導入した∂iを使 うと

CkCl

芝kl… 前 exp('k+'l-

′ヽノ

∂i空kl= K･(∂ik+ ∂乙l)Bklち

であるから

･r∂･in(I･B,-2Ki(浩 一ii-2Ki-2ki(了i豆 iiO

′～

も ～

よって,

ul-2∂∂ lndet(I･B)--4Ki∂(了宝 ,ii

EiiE

も

-4KikPl(志 )詔 k¢パ 宝 )li

-4Kiサト

これで直接に関係がっいた｡
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§5 古典的波動としてのソリトンには互に引力が働くこと

多ソリトン解の漸近的性質は文献 2)で詳しく調べられていて,2つのソリトンの相互作用

の単なる和と思ってよいことが示されている｡よって〃-2の場合を調べればよい｡詳しくは

文献 6)を見てほしいが,ともかく散乱前後でソリトンが夫々 identityを保っているとする

(ソリトンの本来の意義/)ならば,互に引力であることは自明であろう｡

最後に,文献3),4)を教えて下さった和達三樹教授に感謝します｡その結果 §4の発展が

ありました｡ (1984.1.15 記 )
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(追記) tnt.KdV eqs.(3)の Lax形式は,

L--∂2-a,L.--∂∂.- u･.
t i, 8

B=482 8 .+ 4u a .+ 2u .a+ 3 u ･8 1 一 1 8 Z. 乙IX

として

(d/dt)Li-[BL･L]

となるなど,現在進行中です｡
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(1月25日)


