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Esistenza Globale di Soluzioni Analitiche Reali in un Aperto
illimitato
Akira KANEKO*)

Il problema di esistenza globale di éoluzioni analitiche reali
ha una storia molto interessante, in cui il ruolo d4i matematici
italiani & sempre importantissimo.(si veda per es. Cattabriga[ 2 1.

Oggi, perS, parleremo su una maniera di trattarlo che sarebbe
non necessariamente familiare qui, ciocé quella di Kawai con 1'uso
essenziale delle iperfunzioni.

La sua idea e di fare il rinascimento alla formula classica di
rappresentazione di soluzioni mediante la soluzione fondamentale:

P(D)u = £ se u=E=x£.
Questa formula vale nel caso dove £ e a supporto compatto, in
modo che essa fornisce una soluzione approssimativa o cosl detta
mezzo globale per c® o D'.

Per A 1invece, essa sembra non sia piﬁ utile, perché non
c'e nessuna funzione analitica reale a supporto compatto. Kawai,
intanto, ha avuto una idea fortunata come segue: Data £€&€A(<Y)
su un'apperto limitato ;§L, si scelga un'estensione (o una modifi-
cazione)di f come un'iperfunzione ?J in modo che supp %’C'fze
Si costruisca la formula

E *Eﬁ

Poiché la convoluzione ammette una stima favorevole per il supporto

singolare, c¢i sarebbe eventualmente un cas© dove la singolarita di
~ . - . . Y
f nella frontiera J$2 non penetri nell'interno di <£2. 1In tale

caso la formula qui sopra dopo restretta in S). darebbe una soluzione
analitica reale di P(D)u = £ in L.

Questa speranza e infatti soddisfatta per gli operatori ellittici.

x)Manoscritto rifatto dalla conferenza di 17.5.1982 a Bologna; € un
sunto del corso fatto a Padova da 1.4.1982 a 30.6.1982 in sostegno

del CNR.
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Ma lo studio del caso degli operatori iperbolici mostra subito‘che
sia necessario di considerarsi 1l spettro singolare (o la fronte di
onde analitica) al posto di supporto singolare per ottenere dei
risultati piu efficaci. Qui dunque il programma astratto dal

metodo di Kawai (ove Bi(({)) designa-il spazio’'delle iperfunzioni su {

[P(D)A(Q) D A@D?]
)
rP(D){f éB(Rn);sing supp fCZRn‘\IL}
D {fe B(Rn);sing supp £ C‘BJL}?
gl
Vile Snml,aﬁx9 ¥ (intorno in Sn_l) tale che
P(D){f<EB(Rn);sing supp f(:Rn\SZ}
D{fe¢B(RY);s.5.f CBQxA}?

Cosl il problema>globale é micro-localizzato!

Questo programma si puB praticare per gli operatori localmente
iperbolici con la costruzione di una famiglia di buone soluzioni
fondamentali, e da infatti un teorema di esistenza globale di
soluzioni analitiche reali su un'aperto limitato che sﬁddisfa una
condizione geometrica rispetto ai coni di propagazione licali.

A proposito, un anno fa, in un convegno a Trento organizzato
per 1l professore Cattabriga, Signor Zampieri a Padova mi ha
domandato se questo metodo di Kawal si potesse applicare anche agli
aperti illimitati. Io ho risposto allora semplicemente che credevo
proprio di si con uso di iperfunzioni di Fourier. Ecco la risposta
in dettagli:

Poiché la nozione di iperfunzioni di Fourier & ancorZz meno
familiare di quella di iperfunzioni ordinarie, spiegheremo prima,
come nell'articolo di Kawai/ % ], <cio che passa nel caso di un'
operatore ellittico P (D).

Data f(x)& A(CQ) in un'aperto illimitato S2, si potrebbe

—~

Rad
conslderare la formula E x f se esistesse una modificazione f a
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decrescenza assai rapida. Ma questo non & vero in generale suli‘
asse reale. (In fatti, Andersson[ {1 ] considera, nel caso () =

Rn, la decomposizicone di £ alle tali componenti che decrescano
rapidamente ogni fuori un cono rispettivo. Perd, ogni componente
non puo smettere di crescere in modo arbitrario dell'inizio nello
stesso cono. Quindi‘lui non poteva costruire la convoluzione per

E direttamente, e c'era necessario di un'altra procedura di appros-
simazione.)

Questo intanto si puS sempre realizzare se si esce fuori l'asse
reale! Prendiamo in fatti un'iperfunzione f(x) (piu generale di
una funzione analitica reale) su R". Essa si ammette a scrivere
come la somma formale dei valori al bordo di funzioni olomorfe in
cunel vari:

N
f(x) = 2, F.(x+i[.0);
=1 J J
qui Fj(z) e olomorfa in un aperto complesso Uj che & un cuneo
infinitesimale di larghezza FS(un cono convesso di Rn) a tagliente

Rn; Uj soddisfa

1) u. crRMil?,
J ]

2) Per tutto sotto cono proprio ZSjCZ:f;, \\ J \
/ %%y~\

c'e un'intorno complesso vDORY tale che

Uu. D R+1iA.)A V.
J J 7
Si fa convenzione che due tali espressioni definiscono la stessa

iperfunzione se esse si possono dedurre di una all'altra per alcune

modificazioni di tipo

. il F +1 = (F.+ if.

Fy(il0)+F) (il 0) (Fy+Fy) (x+il 0 10,

e di tipo inverso. Una funzione analitica reale £(x) si puS consi-
derare come un'iperfunzione per l'espressione £(x+i[’0) con l'unico

. T .Y
termine e con | qualsiasi.

Un teorema fondamentale della teoria delle iperfunzioni di

%) Per piﬁ di dettagli sulle iperfunzioni si veda per es. [ 5 ].
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Fourier si puo esprimere nella maniera elementare come segue:

Teorema Tra le éspressioni per valori al bordo di un'iper-
funzione £f(x) su Rn, ce n'ée sempre una tale che Fj(z) sia
olomorfa in un cuneo perfetto Rn+irg e 1li soddisfaccia, per ogni
compatto K r; et per Y € >0,

(eg]Re z()

F.(z) = O
J
uniformemente su K.
Questa condizione di crescenza, una volta accettabile, si pt
migliorare a un'altra che sia apparentemente fortissima, per es.:
-—5’! Re'z'im
F.(z) = O(e )
J
Infatti, gquest'ultima si deduce dalla guella di sopra se si applic
.2m
il teorema prima a e f(x) e pol si divide le funzioni cosi
2m ‘
ottenute per e z ecc.
Ricordiamoci inoltre che la soluzione fondamentale E(x) di
un'operatore ellittico costruita alla maniera standard (per ‘es.,
per la trasformazione inversa di Fourier) cresce al piu di maniera

. . N . s .
esponenziale. Piu precisamente, E(x) come un'iperfunzione ammett

un'espressione

E (x) ZEk(x+1 . 0)

M
k=1
_ -&'|Re z| . : . n,.
tale che E, = O(e ) uniformemente su ogni tubo R +iK con

k
. - /. ~ -
K G:ka. In tale caso, scegliendo S?>8 {(m=0) si puo calcolare la

convoluzione Exf con £ come sopra per la formula

Exf = Z[g F({)d(] .

Z > x-!-i(rj-!-[;\.k) 0
Qui in ogni integrale ¢ muove su un cammino di tipo Rn+i7 con
? € r} fisso, 1in modo che z si puo correre nel cuneo Rn+i(r}+[§
da dove la giustificazione del simbolo di valore al bordo alla fine
Cosl abbiamo ottenuto una soluzione iperfunzione u = Exf di

P(D)u = f. Ora l'analiticita di f(x) in £) si riflette alla



o0
[}

regolaritg di Fj in tale modo che Fj(z) si prolunghino all’
intorno di ogni punto X ¢ QL. (O piu precisamente, se ne possono
scegliere cosi.) Anche, il fatto che E(x) e la soluzione fonda-

mentale di un'operatore ellittico si riflette alla proprieta che

E,_(z) si prolunghino, per ogni ¢ > 0, a un'intorno tubolare di

k
r™ \{]xlg E} conservando la detta stima esponenziale. Quindi

l'argomento tipico mediante la deformazione di cammino di integrale

mostra che ogni integrale nella definizione di convoluzione E & £

N N . . . - . ~ .
si puo prolungare all'intorno di ogni x € €2. Cioé, Ex*f viene
. 0 3 . 3 ~ : . -
infatti analitica reale in ()., dunque da una soluzione richiesta.
. - ~ . .
Questo ragionamento si puo generalizzare come segue: Noi

. . . . . . . . . n
introduciamo la compattificazione per direzioni di R :

Dn _ RnLJ Sn—l
fe)

7

o

. . S . . . .
e su questo spazio, un fascio Q~'7, detto di iperfunzioni d4i
Fourier con crescenza di tipo (s,g). (8 puo essere negativo. In

tale caso "crescenza" sarebbe meglio rimpiazzare per "decrescenza'.)

Qs,S

QS’8 = B. Un germe f£f(x) di
R

si esprime, per definizione, per valori al bordo

N
£(x) = > . F.(x+il.0),
3=1 J J

dove ogni F.(z) e definita in un cuneo che ha come tagliente non

~ . « . . . . . o n
e un'estensione del fascio di iperfunzionl ordinarie su R

s,0
(o a un punto am all'infinito

tutto Rn ma un'intorno conico della direzione ’a e 1i soddisfa la
s
g+€ Re z

stima, per ogni ¢ >0, Fj(z) =0 della maniera local-
. . * . -
mente uniforme rispetto a IH[Z.) Il teorema gul sopra € una conse-
<
. . sS,0 ~ . .~ “~
guenza particolare del fatto che QT e fiacco come B, cioe, e

sempre possibile di estendere una sezione allo spazio totale.
. . . . ‘ . ~ N .
Anche la nozione di micro-analiticita o di spettro singolare

(S.S. in breve) Si'puS estendere alle”ipeffunziOni di Fourier: Una

%} Il caso di -s=1, &5=0 corrisponde al fascio di iperfunzioni di
Fourier classico introdotto e studiato per Sato-Kawai:si veda [ 7 1.
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sezione f(x) di Q & detta micro-analitica in (am,§) se

essa ammette un'espressione per valori al bordo locale con la

crescenza designata:
N
£(x) = ), F.(x+ii%0)
=1 . 4 J
J
tale che

{yéRn; <y,§><0}mr; # @4, per tutto j.

L'insieme dei punti dove f non e micro-analitica & chiamata il

spettro singolare di f e designata per S.S.f%) Esso € un sotto
insieme di D"x Snél. Queste nozioni si riducono a quelle ordi-

. s C e C e s -, n C o .
narie per iperfunzioni al punti finiti x €R se si dimentica la

condizione. di crescenza nella deflanlone**)

Lemma Per f(x)¢€ S 8 e g(x)€ QS’_S‘(Dn) con &< %‘,
la convoluzione f+g & ben definita come un'elemento di QS’S(Dn
Si ha la stima

S.5.£xg C {(x+v,5); (x,3)€S.5.£, (y,5)€ 5.5.9],
ove x+y significa:
1) x+y nel senso ordinario se X, y € rR™;
2) x®»+y = x® se y €& Rn,
3) x® +ym = {(tx+(l—t)y)q>;0$t:$l} se xXx e =y non sono d:

stessa direzione;
4) x®+(-x)® = D .
Il nostro risultato principale si costituisce da due parti:

Teorema principale(parte astratta) Supponiamo che per V/§O €

Sn—l ci sia un'intorno A > fo, e una famiglia di soluzioni fond:

mentali micro-locali EA’j, j=1,...,Np, di cul ciascuna sia in
QS'S(Dn) per EJs, S e soddisfaccia:

1) P(D)E?’7-8(x) sia micro-analitica in DX A

. —_ A'- .
2) s.5.E83 € {0lxAUDRx2AY \_/ xy” % 174,
SEN(BRINA 8
%) S.S.f dipende dal tlpo (s, S) per qualg si considera fé(} Pe
dlstlnguerlo meglio, si désignera S s ¥E,

#%) La nozione di S.S. all'infinito € introdotto in [ 4 ] per le ip
funzioni di Fourier classiche. Si veda anche Lieutenant{[ 9 ] per u
nozione simile ma senza condizione di crescenza.
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ove Kf designa un cono dipendente da $, e K}’ la sua chiusurg

) . n L = .,
in D". sia { C R’ un'aperto e sia 9(L la sua frontiera in DU
(ciog, ci. contenuta anche 1 punti di accumulazione all'infinito).
Supponiamo che per ogni A qui sopra ci sia una decomposizione ai
sotto insiemi relativamente chiusi:

= N .

DL x A = \_SxP

5=1
£ P A‘l] . : £ T Alj
ale che (a,}) €X implica, o Pm(f) 0, o {a}.ﬁg, A= 4.
Allora P(D)A(LQ) = A(L).
Dimostrazione Sia f(x) € A(L),). Estendiamolo a un'iperfunzione
~ s-8 n =
di Fourier £€¢€Q°"°%°(D") a supporto in £ (chiusura in D"), con
. -~ : . 4 .

decrescenza tale che 8"> S. Poi, decomponlamo £ 1n una. somma

NS ~ ~
finita 5 = EZfA
A

tale che S.S.f% 'd 8L xA con un'intorno A che figura nella condi-

~ - . . ,\JI
zlone del teorema. Pol decomponiamo ancora ogni f2 secondo la
- . = b
decomposizione di aQszS)
Na . . .
~ ~A ~ A .
£4= 57 %9, s.s.£43 < x°3, J=1,. .., Ng.
J=1
In virtl della condizione geometrica per £, 1la coavoluzione g273
L TAJ - C L . Q . - .
* f viene analitilica reale in . (S1 veda 1l lemma per la stima
s Alj,/VL‘-'j [ : = .
di S.S.E * £ .) E' ovvio che la loro somma da una soluzione
: *¥) |
analitica reale u di P((D)u = £ 1in \QZ. Q.E.D.

Ora mostriamo 1l caso piu importante dove c'€ una tale famiglia

di soluzioni fondamentalil micro-locali.

Teorema principale (parte concreta) Sia P(D) wun’operatore

. . i 0 n-— -
localmente 1iperbolico nel senso seguente: Per V’E €S l, c'e un'

intorno ZXZ9§O in Sn—;, un vettore v # 0, e >0 tali che

Pm(§+itv) # 0 per $¢ A, 0<jtl<%.

. R . . . —+
Allora P(D) ammetta soluzioni fondamentall micro—-locali EA’"

tali che per 3 s, S

#) Qui si usa 11 fatto che il fascio di micro-funzioni o il suo equi-

valente all'infinito e fiacco. 7

*x&Pid Precisamente,PgD)u;f.diventa olomorfa in un intorno tubolare d4di
R" e si1 cancella facilmente.

_ﬂ_
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1) P(D)EAli_fg(x) & micro-analitica in D" X A,
+ Sy ) oy
2) s.s.E¥T cjolxA Upxaavw  \__/ + Kg‘x{f},
geN(Pm)nA
dove, K§ € 1l cono di propagazione locale, cio& il cono duale de

componente connessa T% di v in {7€Rn; Pg(ﬁ)#O}_(P§(7), la
localizzazione di P 1in §, e iperbolico alla direzione v per

1l'ipotesi.)

Abbozzo di dimostrazione Poniamo, per es.,

AI_ " elxg >
E (x) = : —43g,
(2a) ™ SD P(g)

dove _ _

D = {3=5+1); I3l €A, 151>r, 7= 5%},
€ la costante g < 1 & scelta in tale modo che P(3+ilf|%v) # 0 pe
§/[S}GZ§, iglé,R?) L'integrale converge assolutamente e localmente

niformemente anche dopo il cambio di x per 2z con Im z nell'

=

interno del cono duale [ di A. Quindi esso definisce un'iperfun

zione di Fourier di tipo F(x+i[70). (Perd, a causa del cammino

-

d'integrale deformato nel campo complesso, F(z) cresce in general
con il modo O(exp(clx)l/(l—q)jy{“q/(l_q)). Quindi F(x+i[ 0) e

QS’S per s > 1/(1l-g).) Si ha quindi

solo in
5.5.E°" " (x) € D" xA.

Inoltre, all'interno di A si pu5 deformare i1l cammino da 7 =

(ﬂqv a )= ¢lflv per 31> R, con 2 >0 dipendente da 3/]3} € A

Quindi quella parte d'integrale viene analitica reale in <{x,v) > (

Il cambio di v in [, migliora questa stima per fare l'interse-

g
zione. Localizzando quest'argomento ad ogni punto di A, si
ottiene alfine la stima richiesta.

Osservazione L'utilita di considerare parecchie soluzioni

fondamentali al posto di due nel teorema astratto appare quando si

tratta un operatore con la parte principale riducibile, per es.

%) In virta della continuita delle radici rispetto ai coefficienti,
si puo sempre trovare una tale g < 1-1/m.
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P (D) =,DlD2D3+... che ha le soluzioni fondamentali con S$.S. (anche
il supporto!) contenuto in rispettivi coni di quadrante. A questo
proposito, Zampieri[ {0 ] ha dato un risultato molto piu raffinato
(benché l'uso del principio di Phragmén-Lindeldf-HSrmander[ 3 ] lo
limiti agli aperti convessi): E' sufficente che (L soddisfaccia

la condizione geometrica con + K; separatamente per ogni compo-
nente irriducibile (anche nel senso della geometria analitica locale).
In particolare, il suo risultato copre un operatore che e il
prodotto di operatori localmente iperbolici ma il medesimo no.

Id non so per ora se la maniera di costruzione di "buoni soluzioni
fondamentali" si possa migliorare ad arrivare allo stesso livello

di precisione. Zampieri mostra anche la necessita della condi-
zione geometrica per {2 sotto la limitazione addizionale per la
moltiplicita di zero di EJQ). Sara anche interessante di provare
ad esprimerlo dal nostro punto di vista. Per ora, 11 programma
schematizzato all'inizio € di senso unico!
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