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p進Hodge理論の進展

辻雄 (TakeshiTSUJI)* 

1 導入

p進Hodge理論は60年代から 70年代にかけての， J.TateおよびA.Grothendieckによる

p進整数環上のp可除群（特にアーベル多様体）における Hodge分解の類似 (Tate)，および

Dieudonne加群による記述(Grothendieck)についての先駆的研究に始まる．その後80年代に

J.-M. Fontaineにより， p進体上の一般の完備非特異代数多様体に対して， p進エタール・コ

ホモロジーをdeRhamコホモロジーやクリスタリン・コホモロジーと比較する予想の定式化

が与えられ1, 80年代後半から 2000年代初めにかけてBloch-Kato,Fontaine-Messing, Faltings, 

Kato-Messing, Hyodo-Kato,本稿著者などの研究により，これらの予想が肯定的に解決された．

またp進体の分岐指数，コホモロジーの次数，多様体の次元が素数pにくらべ小さい場合につ

いては，整係数のコホモロジーの比較もなされた (Fontaine-Messing,Faltings, Breuil, Caruso 

など）．その後はp進Langlands対応などガロア群，基本群のp進表現そのもののより詳しい

研究や，それに基づく p進Hodge理論の数論幾何学への応用が活発に研究された．

P. Scholzeによるperfectoid,perfectoid空間の理論の導入([38]2012)を出発点として， Scholze

らにより p進体上の多様体に対して革新的な概念，手法，コホモロジー論(tilting同値， pro-etale

コホモロジー， diamond,Ainfコホモロジー， prism,prismaticコホモロジーなど）が導入さ

れ，最近10年ほどの間にp進Hodge理論の研究（スキームから形式スキームヘの一般化，整p

進Hodge理論の新たな枠組みの構築， p進Simpson対応，整syntomicコホモロジーなど）が

大きく進展した．本稿ではこれらの進展の様子を紹介する．なお，とりあげている話題は最近

の進展すべてではなく，また引用文献も部分的であることを予めお断りしておく．

2 perfectoidとpro-etaleコホモロジ一

以後KはQPの有限次拡大，あるいはより一般に剰余体が完全な混標数(O,p)の完備離散付

値体とし， OKはその整数環とする．また Kの代数閉包万を一つとり， GKで絶対ガロア群

Gal（冗K)を表す．またrの付値による完備化をCで表す． GKしまCに連続に作用する．以
後OK上の環やスキーム SをK,K,C,Cな,Ocへ係数拡大・基底変換したものをsK,sで， Sc,

s。K'S。Cで表す．
*〒 153-8914東京都目黒区駒場3-8-1東京大学大学院数理科学研究科
1考えている代数多様体がsemi-stablereductionをもつ場合， FontaineとJannsenにより，モノドロミー作用
素をもつある種のクリスタリン・コホモロジーの存在も含めて予想の定式化が与えられた．
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Hodge-Tate分解

TateはOK上のアーベル多様体に対してHodge分解の類似を証明した際に，より一般にK

上の固有スムースなスキームXのp進エタール・コホモロジーHは(X瓦ふ）に対して，次のよ
うなGK同変な自然な C線型同型が存在するかという問題を提起した．

H訊(XK,(Qp) 郊 c~ 〶 Ha(X，箕）叡 C(-b)
n=a+b 

ここでC(r)(r E Z)は， GK加群Cのr回Tate捻りを表し， gE GKは左辺にはgRg,右辺に

はlRgで作用する． Bloch-Kato,Fontaine-Messing, Faltings, Hyodo-Kato,本稿著者などの研

究により，この予想は今では定理となり， Hodge-Tate分解と呼ばれている．

Faltingsの証明の概要

Scholzeのperfectoidの理論の背景として，この予想の解決のためにp進エタール・コホモロ

ジーと微分加群を結びつける Faltingsのアイデアをまず簡単に紹介する． XをOK上の固有ス

ムースなスキーム， Xをその生成ファイバーふくとし， Xの幾何的ファイバーXK＝ふくは連

結であると仮定する． Xの開部分スキームU= Spec(R)で可逆元からなる座標ti,...'tdE RX 

を持つものに対して， Rの分数体Kの代数閉包たで冗を含むものを一つとり，たの次の部分

正規環を考える．

万＝たに含まれる RKの最大不分岐拡大内でのRの整閉包

U 

Roo = R叫t『-00'...'t~―ool

u 

R。K=R・OK
環万は伍の普遍不分岐被覆上の関数でR上整なもののなす環を考えていることになる．

GR= Aut（万／Ro砂丘＝ Aut(R00/R~) ~勾l)d とおく．

almost purity theorem 

Kのp幕円分拡大についてのTateの結果の類似として， Faltingsは

定理 2.1(Almost purity theorem2 [22, §2b])．拡大万／Rooは「ほとんど」不分岐である．

を示すことにより，次の同型を証明した [21,§4]. は^p進完備化を表す．

H;:ont(GR尻）［il竺 H;:ont（丘ぶ）［il竺 Q勾OK露瓜[i](-n) (2.2) 

定理2.1により一つ目の同型が導かれ， rR= zp(l)dのRCXlへの作用が具体的にかけることを
用いて二つ目の同型が得られる．この計算は明らかに座標t1,...,tdの取り方に依存している

が， Faltingsはこの同型の合成が座標の取り方に依らないことも示した．

2この定理の最初の証明 [21,§3]にはギャップがあることがL.Rameroにより指摘された．後にFaltingsは別
の方法でこの定理の証明を与えた．万の定義より万K/R=,Kは不分岐であり，この定理は特殊ファイバーに沿っ
ても「ほとんど」分岐がおきないことを主張している． R=の高さ 1の素イデアル』万ご上で万／R=が「ほと
んど」不分岐であることに帰着して証明されていることから， almostpurity theoremと呼ばれている．
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Faltings site 

Faltingsは定理2.1で考えたUたちからなる Xのhypercoveringを用いて c;ont(GR尻）を貼

り合わせることにより，同型(2.2)から Hodge-Tate分解を嘩いたが，ここでは後にFaltingsに

より導入されたGRのガロア・コホモロジーをある siteを用いてX上で貼り合わせるコホモロ

ジー論 (Faltingsコホモロジー）を使った議論を紹介する．

Xの開部分スキームUとUでの有限エタールスキーム Vの組(U,V)のなす圏を XFaltで表

し， XFaltに次の2種類の射の族から誘導される位相を与えた siteを考える．

(a) Uの開被覆 (Ua)から定まる族((U"'VXu仏）→ （U, V)). 
(b) Vの有限エタール被覆 (Va→ V)から定まる族((U,Va)→(U, V)). 
このsiteは各UcXに対して定まるURの有限エタールsiteUR,fetをXのZariski位相を用い

て「貼り合わせた」もので， XFalt上の層を与えることは，各UK上の有限エタール層Fuのな

す系（ん）UcXでUの開被覆についてある種の貼り合わせ条件をみたすものを与えることと同

値になる．

各(U,V)に対し， UのVでのnormalizationをVUとすると， O(U,V) = r(Vu, Ovu)によ
り， XFalt上の環の層0が定まる．また関手Xzar→XFa1t;U→(U,UK）は被覆と有限射影極限
を保つことから siteの射となり， toposの射

u: x;alt →窃ar

が誘導される．これらを用いて同型 (2.2)をX上で「貼り合わせた」次の定理が得られる．

---•--• 
定理 2.3.次の自然な同型がある．（Rnv*(0 / pmO)m;,-1)且l竺 Q幻OKQ9叩 Ox,ox且](-n).

一方Faltingsはエタール・コホモロジーとの次の比較定理を証明した．関手XFalt→XK,ct;
(U, V)→ Vは被覆と有限射影極限を保つことから siteの射となり， toposの射

ゆ： XK,et→XFalt

が定まる．

定理 2.4.(1)心より同型H吋ふFalt,Z/pmz) -=t Hg(X冗 Z/pmz)が誘導される．
(2)自然な準同型H吋泊Falt,(Z/pmZ)m;,-1) Rzv C→H吋XFalt,(O/pmO)m;,-1)[｝]は同型である．

定理2.4(2)の右辺のいについてのLerayスペクトル系列に定理2.3を適用し，定理2.4とあ

わせることにより， XKのHodge-Tate分解が得られる汽定理2.4(1)は， XがOK上スムー

スとは限らないより一般的な設定で， P.Achingerにより証明されている [4,Corollary 6.9]．ま

た定理2.3,定理2.4(2)の証明およびこれらの定理からのHodge-Tate分解の導出については，

Ab bes-Grosによりにその詳細が書かれている [l,Theorもme6.3.8, Corollaire 4.8.12, §6.4]. 

perfectoid 

定理2.1において考えた環RooはRoo/PRooの絶対Frobeniusが全射であるという性質をもっ

ことが容易にわかる．また定理2.1の帰結として， Roo[｝]上の任意の有限エタール代数での Roo

3スペクトル系列の退化とスペクトル系列より定まるフィルトレーションの分裂は， Tateの連続ガロア・コホ
モロジーの計算Hn(GK,C(r))= 0 ((n,r) E {O, 1} x (Z¥{O}））より導かれる．
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の整閉包の法p還元も同じ性質をもつことが導かれる． P.Scholzeは論文[38]において，この性

質に着目してC（より一般にはperfectoid体）上のperfectoid代数4の概念を定義し， perfectoid

代数（正確にはperfectoidaffinoid代数）に伴う Huberの意味でのrigid解析空間： adic空間の

幾何を用いることにより，定理2.1を含む次の定理を証明した．

定理 2.5([38, Theorem 7.9]). perfectoid体上の perfectoid代数Rに対し， Rの任意の有限エ

タール代数SはR0(Rのpowerbounded elementsのなす部分環）上「ほとんど」不分岐であ

る．（さらに Sもperfectoid代数になる．）

証明はFaltingsの代数的手法と異なり次のような解析的手法による． perfectoidaffinoid代数

(S,Sりに伴う adic空間U= Spa(S,Sりは構造前層が層となり良い振る舞いをする空間になる

ことを示し，各xEUに対し0加のp進完備化をとり pを可逆にしたものを考えると perfectoid

体になることを用いて， perfectoid体の場合に問題を帰着して定理を示す ([38,Theorem 7.9 

(ii)]の証明参照）．解析的空間である adic空間では，代数的な Zariski位相に比べ局所化の自由

度が高いため，このように体の場合に帰清する議論が可能となっている．

pro-etale site 

Faltings siteの説明でふれた従来の有限エタールsiteU瓦fetでは，その上の集合の層のなす

圏と GRが連続に作用する離散位相をもつ集合のなす圏が圏同値になっており， GRが連続に

作用する離散位相をもつ加群R/pnRのコホモロジーが， UR,fet上の対応する加群の層のコホ

モロジーで解釈される．離散位相をもつ加群しか扱えないため，（2.2)のような連続群コホモ

ロジーを扱うためには，定理2.3のように射影系のコホモロジーを扱う必要があった． Scholze

は[39]において， UR,fetにおける射影系のなす圏ProU冗fetに適切な位相を入れることにより，

site U万，profetを構成した． R万の不分岐拡大h万はR万の有限エタール代数の帰納極限でかける

ことから，自然に燎，profetの対象とみなすことができ，その結果GRの連続作用をもつ環方ゃ

そのコホモロジーが直接UK,profet上の層やそのコホモロジーとして捉えられる．

x。Cのadic空間としての生成ファイバーをXで表す． Scholzeは[39]において， adic空間X上
etaleなadic空間Y上の有限エタールadic空間の射影系(Y入）入として表されるような対象のなす

ProXetの充満部分圏に適切な位相を入れることにより， Xのpro-etalesite Xμroetを定義した．各

U = Spec(R) cんに対する伍の連続作用付きの環方を「貼り合わせた」 Xpro6t上の環の層〇支

が構成され，次の定理2.3,定理2.4の類似が成り立つ．ッは関手Xzar→Xμroet;U→U=(U。C
のadic空間としての生成ファイバー）より定まる toposの射v:x;roet→Xzarを表す．

•一―→--定理 2.6([10, §8] 参照）．自然な同型 Rnv.〇支［~]竺 Q]®m 0x,％且](-n)がある．

関手Xet→Xpro6t;V→Vより toposの射w:Xpro6t →Xetが定まる．

定理 2.7.(1) ([39, Corollary 3.17]) wより同型Hn(Xet,.Z/pm.Z)~ H仇。et(Xet,.Z/pm.z)が誘導
される．

4c上のBanach代数Rで， Rのpowerbounded elementsのなす部分環Roが開かつ有界であり， Frobenius
射R0/pR0→R0 /pR0が全射のもの． perfectoid体は剰余標数がpの階数1の離散的でない完備付値体で，付値
環のmodpのFrobeniusが全射であるもの．標数pのperfectoid体上ではR0/pR0の代わりに R゚／wR0（のは
perfectoid体の0<|wl< 1をみたす元）を考える．
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(2) ([39, §4, Theorem 5.1]）自然な準同型H吋Xproet,(Z/pmz)m叫RzpC→H吋Xproet,O~)[¾] 
は同型である．

これらは OKあるいはより一般に Oc上の固有スムースなp進形式スキームでも成り立つ．

さらに定理2.6は， vをX.,tへの射影に，同型の右辺を Q支(-n)に憧き換えて， C上の固有ス

ムースなリジッド解析空間でも成り立ち ([40,Proposition 3.23]），その結果OK上のスムース
（あるいはlogスムース）なモデルなしで，しかも代数的とは限らない一般の固有スムースなリ

ジッド解析空間でp進エタール・コホモロジーと微分加群を結びつけることが可能となった． 5

tilting同値

KooをKに1のp幕根をすべて添加して得られる衣の部分体とし，その整数環をOK00で表す．

すると OK00/POK00の絶対Frobeniusは全射となり， Frobeniusについて射影極限をとって得ら

れる完全環び ＝杷~(OK00/POK00
Frob Frob 

KOO ←-OK00/POK00←ー・・・）は正標数pの完備な付値環に

なり，その分数体をとることにより正標数p の完備な付値体K~ が得られる．この構成は Koo

の有限次拡大にも適用でき， Fontaine-Wintenbergerのノルム体の理論[46]により， Kooの有限

次拡大の圏と K~ の有限次分離拡大の圏の間の圏同値を与えることが知られている．特に Koo

の絶対ガロア群 Gal（万／Koo) は万に対応する K~ の分離閉包 KOO のガロア群 Gal（万し／K~) と
同型になる．一般に，正標数pの体の絶対ガロア群のp進ガロア表現は，ゃ加群で捉えられる

ことが知られており， Fontaineは上記のガロア群の同型を利用して， GK=Gal（万／k）のp進

表現を fK= Gal(K00/ K)の作用をもつ¢加群： （¢，rk)加群を用いて捉える理論を構築した．

これはGKのp進表現を線型，半線型なデータでとらえる基本的な手法の一つとなっている．

F. Andreattaは， Faltingsの定理2.1を用いて，（可逆関数からなる座標をもつ） OK上のスムー

スな環Aのp進完備化iに対して，ふKの有限エタール被覆についてのノルム環の理論とふく
の基本群のp進表現の (cp,r)理論を構築した [5].
Koo（より一般に標数0のperfectoid体でもよい）上の perfectoid代数Rに対し， Roの法p

還元の Frobeniusは全射であり，上記の構成を適用することにより Okoo上の完全環 (Ro)'=

皿(R0/pR゜~ R0/pR゜二···)が得られ， K~ 代数 R'= (R0)'R。欠OOKこは K~ 上の
perfectoid代数となる． Scholzeは， Gabber-RameroがFaltingsのalmost理論の基礎理論を構

築した際に導入していた almost理論での cotangentcomplexを用いて，上の構成がKoo上の

perfectoid 代数の圏と K~ 上の perfectoid 代数の圏の間の圏同値を与えることを示した ([38,

Theorem 5.2]). 6 Scholzeは，さらにRの有限エタール代数は常にperfectoid代数になり，上の

構成は， R上の有限エタール代数の圏と庁上の有限エタール代数の圏の間の圏同値を与える

ことも証明した ([38,Theorem 5.25, Theorem 7.9 (iii)]) 7. これにより，混標数の環やスキーム

に関する問題を等標数の環やスキームに関する問題に帰着する道が開かれ，混標数でのweight

monodromy予想を等標数での同予想（定理）へ帰着させる研究 (Scholze[38]），混標数の局所

5Faltings siteでの固有コホモロジー降下が，最近T.Heにより証明され，その結果スムースやlogスムースで
ない場合も， Faltingssiteのコホモロジーをlogスムースな場合に帰着して調べることが可能になっている [28].
その応用として，定理2.4(2)（やその相対版）がlogスムースでないモデル（やモデルの間の射）へ拡張されて
いる．

6ScholzeはR'をRのtiltと呼んだ．これは局所体のp進ガロア表現の研究で用いるp進周期環を構成する際
にFontaineにより用いられた操作で， Scholze以前よりよく知られていた．この操作が一般に混標数と等標数の
perfectoid代数を結びつける美しい関係を与えていることを見出したことは画期的であった．
7Kooは一般のperfectoid体でもよい．
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ラングランズ対応の幾何的手法による研究 (Fargues-Scholze)など，混標数の数論幾何を正標

数に持ち込んで議論する有効な手段となっている．

3 Ainfコホモロジーとprismaticコホモロジ一

従来の整p進Hodge理論

Xを仇上の固有スムースなスキームとする．このときp進Hodge理論で扱う p進エター

ル・コホモロジー，クリスタリン・コホモロジー， deRhamコホモロジーは自然に定まる整

構造 H~(X冗為）， H品（ふ／W(k)), If品(X/OK) を持ち， H~ は連続線型な伍作用を， H品
はふの絶対Frobeniusから定まる半線型な自己準同型ゃを， H品はHodgefiltration Fit If贔
を付加構造として持つ． §1でもふれたように， n,dimXおよびKの絶対分岐指数がpに較べ

て小さい場合には，これらのコホモロジーをその付加構造も含めて比較する結果が知られてい

た．一般の場合はうまく扱えない主な原因の一つは，クリスタリン・コホモロジー理論の基礎

となっている dividedpowersにあった．

divided powersはPoincareの補題を混標数や正標数でうまく扱うためにクリスタリン・コホ

モロジー論に導入された例えばp進整数のなす環ZP上の一変数多項式環Zp[X]では，列

0 →Zp→勾X]喜勾X]dX→O

は完全にならず， Poincareの補題が成立しない．実際xnの微分はnxn-lとなるため， nがp

の倍数のとき df= xn-1dXをみたすfE Zp[X]は存在しない．クリスタリン・コホモロジ一

論では，次のようにxnを州で割った翌を考えることにより，この問題を克服している．

0→ZP→篇［翌；n2 O] ~ ZP［苔；n2 O]dX→ O 

d（翌）＝ X”―1,dXより，この列は完全になる．翌 (n2 1)はXのdividedpowerと呼ばれ(n-1)! 
る．一般にp-torsion freeとは限らない環AとそのイデアルIに対しても， Iの各元xに対し

て‘‘罰'EJ (n 2 1)を形式的に与える操作を考え，それをイデアルIのdividedpower構造と

呼んでいる．クリスタリン・コホモロジー論ではこのようなAとIの組（より一般にはそのス

キーム版）と A上のスキームに対して構築され， dividedpower構造は欠かせない．

p進Hodge理論におけるコホモロジーの比較定理において， dividedpowersは次のように現

れる． 0もをOcのtilt皿(Oc/POcl:竺。c/POcl:竺．．．）とし， AlnfをそのWitt環W(Oも）
とする． この環はFontaineにより考えられた Ocへの全射環準同型0:Ainf→Ocをもち，そ

の核は非零因子ぐで生成される．整コホモロジーの比較定理ではAinfに巳のdividedpower藍

(n 21)を付け加えた環Ainf［予；n2 1] C Ainf[｝］のp進完備化Acrys= Ainf［藍；n2l]^ とその
減少filtrationFili Acrys =（江込伍Ainf)^ が用いられていた．

Ainfコホモロジー (Bhatt-Morrow-Scholze[10]) 

これは整p進コホモロジー論への新しいアプローチとして，エタール・コホモロジー，ガロ

ア・コホモロジーの視点から， Bhatt-Morrow-Scholzeにより導入された．上記の既存の整p進

コホモロジーをAinfコホモロジーの「特殊化」としてとらえる形で，コホモロジーの比較を実

現した．
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以後王はSpf(Oc)上の固有スムースな形式スキームとし， Xを王の adic空間としての生成

ファイバー， v:X己→窃arをXのpro-etaletoposから王のZariskitoposへの射影とする．
定理2.6の証明は，より精密に次のalmost同型を与える． OK加群の（層）の準同型f:M→M'
の核，余核が OK の極大イデアルm万で消えるとき， f は almost 同型であるといい， M ➔ M'
で表す． m長＝mKより， almost同型は合成で閉じている．

定理 3.1.自然な almost同型墳{-n}喜 (Rnv,O文）／（（＜P―1)-torsion部分） （n 2'. 0)がある．
ここでOc{-n}はC(-n)のある階数1の自由0c部分加群で，｛ーn}はRoc0c{-n}を表す．

decalage 

定理3.1の右辺に現れているコホモロジーを ((p―1)-torsion部分で割る操作は，次のよう
なdecalageと呼ばれる導来関手で解釈される．（A,J)をある topos上の可換環の層とその大域

切断fの組で fidAがmonomorphismになっているものとする（上の例では.Xzar上の定数層

OcとくP― 1を考える）．このとき， !-torsionfreeなA加群の層の複体c・ に対して， c・［｝］の
①nEZf叱mに含まれる最大部分複体をmびとすると，同型

印('T/1C•) 竺 H噴？）／（!-torsion 部分）

が成り立っ． !-torsionfreeな複体による resolutionをとることにより，この構成の導来版L町

をA加群の複体のなす導来圏D(A)で考えることができる．この操作を定理3.1のalmost同型

の右辺に適用して， almost同型

噂{-n}ニ印(L'f/(p-lR叫匁）
が得られる．これが同型になることを示すのは容易ではなさそうに見えるが，不思議なことに

(2.2)の中央にあらわれている H.;iont(r凡且00)およびそのmod島ー 1版H門r凡Roo/((p―1)）が
mKで消える非零元を持たないことから，同型であることが導かれる8.

知コホモロジーは，類似の操作Lりμを Ainf(O支） ＝ w（加出。b6支／po;t)のコホモロジ一
RぃAinf(O支）に適用することにより，次のように定義された．，

Am  = Ln訊四知（内）， Rr心ぽ） ＝ RrぽZar,A伍）． (3.2) 

定理 3.3(Bhatt-Morrow-Scholze [10]). Rr A,ni（X)はAinf加群の完全複体であり，次の自然な

同型を持つ．万はOKの剰余体を表す．

R「A;nf（X)Rに W（五）竺 Rrcrys（和／W(k))

RrAinfぽ） Rに，00c竺RrdRぽ／Oc)

R「A;nf（疋）［tl竺Rに(X,ZP)芦 Aindt]

囁文 [10]のIntroductionでmiracleと述べられている．
gμ は次のように定義される Ainfの元である． 1の原始炉乗根の系くpnE ~ (n 2'. 0), (:n+l = (pnをとると

Oもの元 E:= ((pn mod P)n::>Oが定まる．μは，このTeichmiillerlift [s] E Ainf = W(Oも）を用いてμ= [s]-1と
定義される． Ainf= W(Oも）のFrobenius自己同型をゃで表すと， Fontaineの写像0:Ainf→Ocと'P-1の合成
釦中―1によるμの像がくp-1となっており， AO王はL%-lRu.6文のoo¢―1についての「変形」を与えている．
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注 3.4.(1) ADxは局所的には疋の Ainf上への持ち上げとその座標に伴う「q-deRham複体J

により表される．この記述は座標の取り方に依存しているため，又が仮に大域的に Ainf上に

持ち上げを持ったとしても（例えば王がw（五）上の固有スムース形式スキームの基底変換の場
合）， AQ王の大域的な複体による具体的表示は与えない．

(2)その後の関連研究として，茂がsemi-stablereductionを持つ場合(Cesnavicius-Koshikawa 

[45]），相対コホモロジーの場合 (Gaisin-Koshikawa[25]），係数理論 (Morrow—著者 [37]) の研

究などがある．

prismaticコホモロジー (Bhatt-Scholze[12]) 

Ainfコホモロジーはエタール・コホモロジー，ガロア・コホモロジーよりの視点から導入さ

れたが， Bhatt-Scholzeはクリスタリン・コホモロジーよりの視点から prismaticコホモロジ一

と名付けられた新たな整p進コホモロジーを導入した． Ainfコホモロジーは Ainf上でのみ扱

えるが， prismaticコホモロジーはより一般の基底（あるいは基底なし）を許し， Ainfコホモ

ロジーよりも汎用性の高いコホモロジー論である．論文が2019年に arXivに掲載されて以降

その注目度は高く，すでに非常に多くの論文に引用されている．上に述べたように従来の整p

進Hodge理論では，クリスタリン・コホモロジーにおける dividedpowersの存在が，コホモ

ロジーの次数などについての制限なく理論を構築する上での障害となっていた． Ainfコホモロ

ジー論ではdecalageを用いることにより，微分加群をその整構造も含めて pro-etaleコホモロ

ジーを用いて完全に記述できたことが鍵となった． prismaticコホモロジーでは絶対Frobenius

の持ち上げ（より一般には6構造）を付加構造として導入することにより，分母にn！を付け加

える操作を取り除くことに成功している．その様子を簡単に紹介する．

観察l Rをp-torsion freeなZp代数， r_p:R→ RをR/pRの絶対Frobeniusの持ち上げと
する．このとき xER に対し，ヰ €R ならば，すべての正の整数 n に対して叶 ER が成り立

p 

っ．すなわち絶対Frobeniusの持ち上げがあれば， xのdividedpowersがRに入るためには，

xのpthdivided power雇がRに入っていれば十分である．

（証明： n= 区~=0%炉 (amENn[O,p-1]）に対して，叫n!) ＝冗~=Oa砧p(P叫）なので， n
がp幕の場合に示せばよい．叫Pm+l!)= pvp(P叫）＋1と， r_p(x)E pR より¢(:〗€戸湿 EpR
となることを用いて，帰納的に ~ER(m ミ 1) を示せる．）
観察2 Ainf = W(Oも）はAinr/pAinf = 0もの絶対Frobeniusの持ち上げ¢をもち，叫ま自己同

型である． 0も＝皿 。c/POcは積についてのモノイドとして「m oeと同型である． 1
Frob1 ←x→xP 

Ocをとり， q= [c] E Ainf, (= ~ = q1-1 € Ainf の原始p乗根の系e=（如）n20€担旦
Xf---ャxP 中―1(q)1 

qP-1 

と定める． qー 1はAinfコホモロジーの定義に用いたμに他ならない．また Fontaineの写像

0: Ainf→Ocの核はぐで生成されている．従って dividedpower藍をどう避けるかが目下の
問題である． Ainfをq-1で割った商Ainr/(q -1)Ainfを考えると，これは次の性質を持つ．

(i) p-torsion free. 

(ii) Ainfの¢より， Ainr/(q-l)Ainfの叩が誘導される．

(iii) cp((mod (q -1)) c p ・ Ainr/(q - l)Ainf• 

（証明： ¢（() = 1 + q +... + qp-1三 p mod (q -l)Ainf). 
これらの性質と観察1より， qー 1で割った商Ainr/(q-l)Ainfではxのdividedpower藍(n;:::: 1) 

はAinr/(q -l)Ainfに入ることが分かる．
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q-PD ideal 

観察 2 で現れたゃ（~) = 1 + q +．．．十qp-1はpのq類似として知られている．整数nのq類

似は←吊である．以後これを［叫で表すことにする．観察2では [p蒻がmodq-1でpとなる

ことが鍵となって， modq-1ではCがdividedpowersを許すことが導かれている． Bhattと
Scholzeはpのq類似［叫を用いて，次のようにdividedpower構造のq変形を定義した．

p-torsion freeではない環を扱う場合は，絶対Frobeniusの持ち上げでは不十分で， 6構造を用

いる．環Rの6構造は写像8:R→ Rであって，ゃ(x)＝呼＋p8(x)がR/pRの絶対Frobeniusの

持ち上げを与えるようなものである． Rがp-torsionfreeな場合，川構造と絶対Frobeniusの持ち

上げは一対ーに対応し，上に定義したcpが環準同型となるためのいの条件は8(0)= 0, 8(1) = 0 

と， 8(x+y)および 8(xy)をx,y, 8(x), 8(y)で表す等式としてかける．一般の環の6構造はこ

れらの等式を公理として定義される．

環石[[q-1]］にcp(q)= qPで定まる片obenius持ち上げに対応する 6構造を入れる． 8(q)= 0 

である．（観察2のqはeのTeichmiiller持ち上げであることから， cp(q)＝呼を満たしている．）

[p]q―torsion freeなz』[q-1]］代数Aに， z』［q-1]］の6構造と compatibleな6構造が与えられ
ているとする． AのイデアルIがcp(I)c [p]qA かつ些~ -8(x) E Jを満たしているとき， l

[p］q 

をAのq-PDイデアルと呼ぶ [12]ではAにいくつかの技術的条件を課しているがここでは省

略する． q= 1 従って訓q=p のとき， xEI に対して近~ -8(x)＝竺 EIとなり， Iは操作
訓q

X →訃 (n2 1)で閉じていることが従う．

qクリスタリン・コホモロジ一

BhattとScholzeはq-PDイデアルをクリスタリン・コホモロジー論における PDイデアル

の代わりに用いて， qクリスタリン・コホモロジーを定義した． A＝ Ainf, I = （~)のとき，
cp(~) = [p位と 6（こ） ＝ P—l(cp(~) -~門三 p-1p = 1 mod Jょり， IはAのq-PDイデアルであ

ることが分かる． Ainfコホモロジー RfAinf(X)は0c= AinfI（く）上のp進形式スキーム叉の
(Ainf,（C)）上のqクリスタリン・コホモロジーと一致することが示されている．

prism 

クリスタリン・コホモロジー論では，環とイデアルの組(A,J)に形式的に崎 (n2 1, XE J) 

を付け加える PD-envelopeと呼ばれる操作が用いられる．この q-PDイデアルでの類似は，

勾[q-1]]上の6代数A(8構造付きの代数）と AのイデアルJの組(A,J)に対して，炉（闘り

(n21,xEJ)を形式的に加える操作により得られる應これを A[惰;loで表すことにする．
分子はJのcpによる像をとっていることから，これはAのz』[q-1]］上の「相対肝obenius持
ち上げ」砂＝ A露 [[q-1]］；ら[[q-1]］→ A;a0brt cp(a)bに沿った降下A叫脅]o(A(1)に形
式的に炉（iT:),XE J(l) = JA(1)を加えて得られる環）を持つ． BhattとScholzeは， qクリス

[p]q J' 

タリン・コホモロジーに対し同様の降下を与える prismaticコホモロジーの理論を構築した．

定義 3.5.8構造を持つ環A(8環と呼ぶ）と Aの可逆イデアルIの組(A,I)で次の条件をみた

すものをprismと呼ぶ

(i) A/ Iのp幕torsionの指数は有界．つまり (A/J)[p00]= A/J[pN] (N >> 0). 
(ii) Aは(p,I)進完備： A宰胆ぢA/(p,I)匹

(iii) p E J + cp(I)A. (I= dAのとき，（ii)のもとでこれは8(d)E AXと同値．）

10正確には，このような操作がうまくできるためには組(A,J)に条件が必要である．
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prismの間の射は， 6構造と両立しかつイデアルを保つ環準同型と定める．

正確には，これはBhattとScholzeの意味でboundedprismである． prismaticコホモロジ一

の定義ではboundedprismのみ用いるので，ここではboundedを略して単にprismと呼ぶこ

とにする．（Zp[[q-1]], ([p位）），（Ainf,([p豆））はprismである． prismはPDイデアルやq-PDイ

デアルと異なり，次の剛性を持つ．

命題 3.6([12, Lemma 3.5]). prismの射f:(A,I)→ (A',I'）はI'=J(I)Aをみたす．

この剛性により，上で考えたq-PD-envelopeの相対Frobenius持ち上げに沿った降下A叫伍凸
((A, J)についての適当な仮定のもと存在）は(A(l),J(l))の(Zp[[q-1]], ([P]q)）上の「prismatic

envelope」となることが導かれる．

prismatic site 

prismatic siteは，クリスタリンsiteで考える PDイデアルで定義される closedimmersionを

prismのイデアルから定まる closedimmersionに置き換えて，次のように定義される．

(A,I)をprism，王をSpf(A/I)上のp進形式スキームとする．疋の (A,I)上のprismaticsite 

ぽ／（A,I)）△は (A,I)上のprism(B, IB)とSpf(A/I)上の射Spf(B/IB)→疋からなる．

Spf(B/I叫一Spf(B)

i 
言I~＇（悶';)'ドニイと言：；p9,f(:［三；AI:；：二言よ義尺、るpnsm の射の剛
定理 3.7(Bhatt-Scholze [12]). (1) 00上の固有スムースなp進形式スキーム王に対して，次

の自然な同型がある．

RrAinf（王）竺 Rr△（疋／（Ainf,([P]q))) 

(2) prism (A, I)とSpf(A/I)上の固有スムースなp進形式スキーム疋に対して， RrAぽ／（A,I))

はA加群の完全複体となり，次の自然な同型がある．

Rf 111(X/(A,I)) ®~,'PA/ I ~Rf <lR(X/(A/ I)) 

RrAぽ／（A,I))R応A司Rfcrysぽ／A) (I=pAのとき）
(RI〗A （疋／（A,I))[J]/pn)<p=l ~Rf.,t(X, Z/p"'、Z)

(A/Iがperfectoidのとき Xは王のadic生成ファイバー）

絶対prismaticFクリスタルとクリスタリン表現

p進形式スキーム王に対し，上に述べたprismaticsiteの定義で (A,I)をなくしたもの，っ

まり prism(B, IB)と射Spf(B/IB)→疋からなる siteを考えることもできる．これを疋の絶
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対prismaticsiteと呼び心で表す．構造層 0口しも同様に 0立1(B)= Bで定義される．王が
Spf(OK)のとき， BhattとScholzeは功し上の局所有限型自由なFクリスタル (Frobenius構造

付きのクリスタル）の圏がちょうどGKのクリスタリン表現の格子のなす圏と圏同値になるこ

とを示した [13]．クリスタリン表現の格子はKが絶対不分岐な場合はWach加群の理論，一般

の場合はBreuil-Kisin加群の理論が知られていた．これらの加群はこの BhattとScholzeの定

理を通して， Fクリスタルの功ぃのある対象上での切断として統一的に解釈することが可能と

なった結果はきれいだが，その証明は既存の理論にくらべてやさしく扱いやすくなった訳で

はなく，先行研究の技術も駆使しつつperfectoidによる被覆に沿った降下を構成することによ

り証明されている．

注 3.8.(1) prismaticコホモロジーの log構造付き形式スキーム版の定義とそれに対する定理

3.7の類似がKoshikawaとYaoにより与えられている [32], [33]. 

(2)上に述べたクリスタリン表現の格子の絶対prismaticsite上のFクリスタルによる解釈の

仇上のスムースp進形式スキームでの類似がDu-Liu-Moon-Shimizu[20]およびGuo-Reinecke

[27]により，独立に証明されている． Guo-ReineckeはさらにOK上のスムースp進形式スキー

ムの間の固有スムース射の相対コホモロジーと圏同値のcompatibilityも示している．

(3) GKのsemi-stable表現の格子のなす圏が， Spf(O幻にOKの極大イデアルから定まる log

構造を与えたもの上の局所有限型自由な絶対prismaticFクリスタルのなす圏と圏同値になる

ことが， Du-LiuおよびYaoにより独立に示されている [19],[48]. 

(4)クリスタリン site上のクリスタルおよびそのコホモロジーは（局所的に）接続付き加

群およびその deRham複体を用いて記述されることが知られている． qクリスタリン site,

q-prismatic site上のクリスタルでも q接続などを用いた類似の記述が与えられている ([15],

[37], [26], [44]など）．

4 p進Simpson対応

複素数体上の射影代数多様体X上の Higgs束：局所有限型自由 Ox加群M とOx線型な
写像0:M → M 気Ox，しの組で OA 0 = 0をみたすもの，のうち semi-stableかつ Chern
類が消えるものと， X(C)の基本群の有限次元C表現の間の対応が， 1990年代までの Weil,

Narasimhan-Seshadri, Donaldson, Hitchin, Corlette, Simpsonらの研究により知られていた．

p進Simpson対応は，このp進体上の代数多様体での類似を考えるもので， 2000年代半ばの，

Faltings [23]とDeninger-Werner[17] (Higgs場0が消えている場合）の独立な研究に始まる．

XをOK上の固有スムースなスキーム11とする． p進Simpson対応では，ふての基本群の有限

次元連続c表現と Xe上のHiggs束の対応を考える． p進Hodge理論のコホモロジーの比較定
理の研究の際にFaltings自身により証明されていたエタール・コホモロジーと Faltingsコホモ

ロジーの比較（定理2.4の係数付き版）の帰結として， X万の基本群の有限次元連続c表現の
圏は， XFalt上の ((0/pmO)mEN)IQI上のベクトル束の圏Vect(XFalt)へ忠実充満に埋め込まれる

ことが分かる．

11FaltingsはXがsemi-stableあるいはより一般にlogsmoothな場合も扱っているが， log構造を導入する必
要があるためここでは簡単にスムースとする．
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(1r1（ふで）の有限次元連続c表現） →Vect（晶alt)

圏Vect(XFalt)の対象は定理2.1で考えた各U= Spf(R) cん上では， GR=1r1(UK）が連続半線

型に作用する有限生成射影R［月加群で記述される． FaltingsはVect(XFalt)の対象や上の連続

半線型表現を (XあるいはU上の）一般化表現と呼んだ．定理2.1の帰結として， U上の一般

化表現の圏は且が連続半線型に作用する有限生成射影hOO且］加群の圏と圏同値であることが
示される．さらにU上の一般化表現にsrnall12という条件を課すと， rRが連続線型に作用する
有限生成射影瓦;;[il加群のうち smallなもののなす圏と圏同値になる丸丘の線型作用のlog
をとることにより，瓦;;[il上のHiggs束が構成される． Faltingsはこの構成が座標t1,．．．，加の
取り方によらないことを示し，これを X上で貼り合わせることにより， X上のsmall一般化表

現の圏Vectsmall(XFa1t)と心上の smallHiggs束の圏の圏同値を構成した． 14

Vectsman(XFait)':,:'（心上のsmallHiggs束）

ここで用いたU上の局所理論ではsmallの仮定は欠かせない． x上での大域的な対応について
は， Faltingsはさらに， XがOK上の曲線の場合にsmallの条件なしで対応を構成した．15

Faltings siteの代わりに， Scholzeが導入したadic空間のproetalesite上のベクトル束でも同様

の理論を展開できると期待するのは自然である．最近B.Heuerにより， C上の固有スムースなリ

ジッド空間Xに対して， X上のHiggs束のなす圏と， Xproet上の6x加群のベクトル束の圏の間の

圏同値を証明する論文が書かれている [30].Faltingsと同様XのB血／ざB品＝ （AinfIざAinr)[il 
へのスムースな持ち上げと， Cのlog写像の sectionExp: C→l+mcを一つとる．

Vect(Xproet)':c:'(X上の Higgs束）

局所的なp進Simpson対応では，丘の有限生成射影厖嘉l加群への作用のlogをとることに
よってHiggs束が構成された．この逆操作である expは， smallでない一般のHiggs束では収束

せず意味を持たない． このexpに対応する操作を大域的にいかに構成するかが問題解決の鍵と

なる．この論文では次のような流れでHiggs束から Xproet上のベクトル束を構成している． x
上の Higgs 束は X のエタール site 上で考え， v を topos の射X品。et → x~ とする． x 上の Higgs

束M のHiggs場0を与えることは， Xの接束冗の対称テンソル環Syrn0xTxから EndoxM
へのOx代数の準同型を与えることと同値で，この写像は有限Ox代数商Bを経由する．ガロ

ア・コホモロジーと微分加群を結びつける同型(2.2)の座標によらない構成において導入された

12伍作用で安定な有限生成部分氏；□加群の格子をうまくとると， mod炉がGR不変な元で生成されるよう

な有理数a>己了が存在する．
13Faltingsの原論文 [23]ではこの証明が不完全であることがAbbes氏により指摘された． Faltingsの議論を修
正する形で，著者の論文 [43]で圏同値の証明が与えられている．
14厳密には貼り合わせの際に，＆。C のAinf／ぐAinfへのスムースな持ち上げを一つとる必要がある．一般化表
現を考えていることにより， Higgs束に対する semi-stable,Chern類の消滅という条件が不要となっている．こ
の圏同値の詳細な基礎づけがAbbes-Gros—著者の本 [2] で与えられている．
15厳密には，この構成ではOcのlog写像log:l+mc→ Cのsectionを一つとる必要がある． Higgs束から
一般化表現の構成で圏Vectsmall（晶Falt)の対象のふぃの有限エタール被覆に対する降下を使うが，その証明は論
文に与えられていない． D.Xuは，基本群1r1(XK)の有限次元連続c表現の場合に， Deninger-Wernerの手法と
Faltingsの手法をうまく組み合わせることにより対応を構成している [47].
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＾ Faltingsの議論を用いて， Xの(Aint/ぐAinf州へのスムースな持ち上げから X 
p l , pro6t上の 0x

加群の完全列

0一ゾB→ 8一Bx--+o (4.1) 

が構成される．またXが固有スムースな場合， Exp:C→l+mcを用いて

log面が(Xproet,(v* Bf)→が(Xproet,v* B) 

のsectionExp Bが構成される 16. ExpBによる 5の類の像から可逆v*B加群の層らが得られ

る． Higgs束(M,0)に対応する Xproet上のベクトル束はv*M Rv*B £。で与えられる．

Faltingsの設定でも， XのAinr/eAinf上のスムースな持ち上げから， XFalt上での完全列(4.1)

の類似が作れる． Higgs束がsmallな場合は，完全列の適切な格子上でexponentialが収束し，

smallな場合の Faltingsのp進Simpson対応が局所的にも大域的にも再現される． Heuerの

ExpBの構成では，局所的な一般化表現を考える際にXのエタール被覆による局所化が許さ

れていることが本質的に用いられていると思われる． OK上のスムース（あるいはlogスムー

ス）モデルXのZariski位相（あるいはetale位相）による局所化のみ許すFaltingssiteで類似

の議論を考えることは，そのままでは難しく思われる． Xの特殊ファイバーに沿う admissible

blow-upで極限をとることも考えられるが， logスムースでないスキームの Faltingssiteの扱

いが必要となり容易ではなさそうである． pro-etalesite上のベクトル束を扱う技術的な難しさ

はあるものの（その詳細を筆者は追っていない），局所化の自由度の高い Scholzeのpro-etale

siteの優位性が出た証明と思われる．

注 4.2.(1) prism (A, I)とA/I上スムースなアフィンp進形式スキーム叉＝ Spf(R)に対し，

ぽ／（A,I嵐上の O笈／A,!A/IOx;A，△加群の局所有限型自由クリスタルのなす圏は， Higgs場があ

る種の収束条件をもつ疋上のHiggs束の圏と圏同値になることがY.Tianにより証明されてい

る[41]．このことから，このようなクリスタルと一般化表現の対応としてp進Simpson対応を

定式化する研究がある．（Min-Wang[36], Anschutz-Heuer-Le Bras [6]など）

(2) Gal（万／k）の情報も含むふくの基本群mぼk)の有限次元連続c表現および一般化表現
についての研究もある．（Liu-Zhu[35]，著者 [43],T. He [29]など）．

(3)基本群町(XK)の有限次元連続c表現に対応する Higgs束の特徴づけが基本的な問題と
して残されている．曲線の場合は， D.Xuによりある種の特徴づけが与えられ，特に対応する

Higgs束はsemi-stableでChern類が消えることが分かっている [47].

5 syntomicコホモロジーとその係数理論

XをOK上の固有スムースなスキームとする． tがpと異なる素数であるとき， X上の 1の
仰乗根のなす有限群スキームμ秤しまX上有限エタールとなり， Xのエタールsite上の局所定数

層Z/tnZ(1)を定める．そのテンソル積Z／仰Z(r)= (μcn)Rr (r E Z)を係数に持つコホモロジ一

Hi（心，Z／仰Z(r)）はXの数論の「t進的性質」の研究において重要な役割を担う． syntomicコ

ホモロジーは，そのp進コホモロジーにおける類似で， p進Hodge理論におけるコホモロジ一

の比較定理の研究においてFontaine-Messingにより導入された [24].

16より正確には (v*B)xのある部分群の層を用いている
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Fontaine-MessingはXのmodpn品のsyntomicsite（ふ）syn上でZ／仰Z(r)(r EN)のp進

類似s；を導入し，そのコホモロジーとして syntomicコホモロジーを定義したが，ここでは
syntomic複体を用いたK.Katoによる構成[31]を紹介する． KをOKの剰余体， W をKに係数

を持つWitt環W(k),Wn = Wj炉w,品を Xのmod炉とする．このときんの syntomic複
体ダ心，n(r)(rENn[O,p-1]）は，ふの Wn上のクリスタリンtopos（ふ／Wn);;;ysから品の

エタールtoposx;;:.,tへの射影uふ／Wn:（ふ／Wn);;;ys→ x;;:.,tによる構造層0品／wれの導来順像

Cn = Ru心／Wn*(')ぷ／Wnとその上の Hodgefiltration Filmら (mE Z)を用いて，次のように定

義される．

ダぉ，n(r):= fibcr(l -p―rep: FifCn→ C砂 (r E Nn [O,p-1]) 

XのsyntomicコホモロジーはH'（ふ，et，ダX,n(r))として定義される．

(Cn, Film広）は， X上局所的には次のように具体的に記述される． x上のエタール・スキー

ムUに対し， UからW上スムースなスキームZへのclosedimmersion i: U'-t Zが与えられて

いるとする．このとき imod炉のdividedpower envelope Xn→Vn→ Znをとると，自然な
同型Cnluれ竺〇叫R叫心w,FilmC』Un 竺 Jt-•l0叫 Q;/wがある．ここでふnはふ'-+Vn 
を定義する OvnのPDイデアル，叶農］はそのrthdivided powerを表す． ZのFrobenius持ち

上げFzを取ると， p→ゃの記述も得られる立。::;mさp-lの場合にしかcp（Jt])Cpm(')叫
が成り立たないため，上の定義では仮定0::;r::; p-lが必要となっている． 18
Fontaine-Messingはsyntomicコホモロジーからetaleコホモロジーヘ写像を構成することに

より， OK=Wで心の次元がpより小さい場合のp進エタール・コホモロジーとクリスタリ

ン， deRhamコホモロジーの比較定理の証明を与えたが，より精密に syntomic複体のレベル

でetaleコホモロジーと結びつくことが知られている．

定理 5.1(M. Kurihara [34]). 0 ::; r < p-lをみたす整数rに対し，自然なdistinguishedtriangle 

グぃ(r)→ T'.'o心t*Rj6t*Z/pnZ(r)→ Wn位に[-r]→

がある．ここでふはXの特殊ファイバー， i,jはclosedimmersionふ→ X,open immersion 

XK→ X を表す．

注5.2.(1)この定理より前に， Katoにより 0万上で同様の結果がえられていた [31]．このO万

上の結果は上の定理から導くこともできる．またsemi-stablereductionの場合も， OK上， OK

上での類似がKatoにより示されている．これらのvariantsではWnD応戸の項は現れない．

(2) r 2'. pの場合も，例えばが一¢のfiberを考えることにより syntomic複体を定義するこ
とができる．一般のrの場合は，指数がnによらない upto isogenyで同様の定理が成り立つ

ことが， semi-stablereductionの場合も含め，著者 ([42]OK上）およびColmez-Niziol([16], 

OK上．ただし Kが十分多くの 1のp幕根を含む場合）により示されている．

一般の rでは，定理5.1のような正確な形でetaleコホモロジーとの比較が成り立つような

syntomic複体を，クリスタリン・コホモロジーの理論を用いて構成することは難しく，適切な

syntomic複体の定義をrの制限なしに与えることは長らく未解決であった．

l7p―r'Pの定義には， Fzより誘導される 'Dn+rのFrobenius持ち上げを用いる
18Fontaine-Messing は r が p 以上の場合も層 s~ を定義しているが9'P による像ががで割れるような Fir の部
分層をとる人工的な操作を行なって構成している．
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クリスタリン site（ふ／Wn)crysをんに伴う p進形式スキーム王の絶対prismaticsite疋△に

おきかえ， Hodgefiltrationの代わりにFrobenius構造から定まる Nygaardfiltrationを用いる

ことにより，この問題が解決された．

0万上のスムース・スキーム Xの従来の syntomic複体はぷしの Acrys／炉上のクリスタリン

siteを用いて定義できる．この prismaticコホモロジーでの類似では， Oc上のスムース形式

スキーム文の (Ainf,（訓砂）上のprismaticsiteを考えるのが自然である．これは王の絶対pris-

matic siteと一致する． toposの射U:t/A;nf:（X/(Ainf,([p位）））； →立による構造層の導来順像

Rux/Aini*。X/A,nf,AはAinfコホモロジーで考えた王et上の複体AD王と一致する． Bhatt-.¥1orrow-
Scholzeは， prismaticコホモロジー論が導入されるより前に， A山のBrcuil-Kisin捻り ADx{r}

上にNygaardfiltration Nをm (m E Z)を構成し，王のsyntomic複体Z/pnz(r)王を

Z/pnZ(r)x = fiber（cpr -1 : N:C:r ADx{ r}→ADx{r})/pn 

により定義し， Z/pnZ(r)かがnearbycycles複体（の形式スキームでの類似） Rゆ*Z/pnZ(r)の

truncation T :e;rR叫Z/pnz(r)と同型になることを示した［11,Theorem 10.1]. 

Bhatt-Lurieは，より一般のp進形式スキームの絶対prismaticコホモロジーのBreuil-Kisin 

捻り上にNygaardfiltrationを構成し， syntomic複体Zp(r)を定義した [8,§7.4]．彼らは更にス

キーム X に対し， X[~]ct 上の通常の Z土）と X の p 進完備化疋上の syntomic 複体 Zp(r) を貼
り合わせることにより， Xのsyntomic複体も定義し [8,§8.4], X上のベクトル束どの Chern

類がsyntornicコホモロジーの中に構成できることを示している [8,§9]．定理5.1の類似につい

ては， z上の正則スキームを含むより一般のXに対して成り立つことが， Bhatt-Mathewによ

り証明されている [9].T. V. Bouisにより独立に類似の結果も得られている [14].

注 5.3.(1) syntomicコホモロジーの係数理論も Bhatt-Lurie,Drinfeldにより研究が進められ

ている [7],[18]. prismatic site上のクリスタルをある stack(Bhatt-LurieはCartier-Wittstack 

と呼んでいる [8]）上の層として解釈する形で研究が進められている．

(2)注5.2(2)のクリスタリン局所系に係数を持つ類似が， Abhinandanにより得られている．

Wach加群の相対版を考え，それにColmez-N izio}の手法を適用している [3].
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