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1 Introduction 

本講究録では，非コンパクトな N次元リーマン多様体 M 上における次の Lane-Emden

方程式を対象に，動径対称解の族がなす層構造とよばれる性質について述べる：

(L) —• ,u = lulp-lu in M. 

ただし， N ~ 3, p > 1とするまた， M は，極点 oを有する多様体であり，極点 oのまわ
りで極座標表示された以下のような計量 gを有する N次元多様体である：

記＝記＋心(r)2d8汽 r> 0, 8 E §N-l_ 

ここで， d82は単位球面 §N-1における標準的な計量を表し， rは極点 oと点 (r,e)の間

の測地距離，ゅは (0,oo)上正値で，滑らかな関数とする．心の詳しい仮定に関しては後ほ

ど述べるが，本稿における M の代表的な例としては， N次元双曲空間（心(r)= sinh r)を
考えているさらに，今は多様体 (M,g)における Laplace-Beltrami作用素であり，具体

的には，関数 f= f(r, 01,…，0N-1）に対して，次のように表される：

△,f(r, 01,..., 0い） ＝（的(r]）N-1羞｛（い（r))N-誓(r,01,..., 0N-I)} 
1 

＋ 2今N-1f(r, 01,…，0N-1), 
（心(r))

ただし，△sN→は，単位球面 §N-1における Laplace-Beltrami作用素であるまた，本稿

では Sobolev指数を

N+2 
Ps = Ps(N) = 

N-2 
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とし， Joseph-Lundgren指数を

恥＝PJL(N)＝ ｛::-2)2 -4N+8謬
(N -2)(N -10) 

if N'.S 10, 

if N > 10 

と表すことにする．

方程式 (L)に関する既存の結果を述べるために始めに， N次元ユークリッド空間艮N

における次の Lane-Emden方程式を考える：

(E) —• u = lulP-1u in 股N.

ただし， N?:3, p > lであり，方程式 (E)は方程式 (L)の M ＝股N （1/;(r) = r)の場合

である．方程式 (E)はLane-Emden方程式と呼ばれており， J.H.Laneによって 1869年

に提起され ([36]），宇宙物理学の研究等において現れる方程式である ([14,18, 20]）．数学

的にも，現在までに解の存在や定性的性質などの多くの研究がなされている ([12,13, 19, 

21, 22, 24, 31]）．方程式 (E)の動径対称解の解構造に関しては，非線形項に重み関数を課

した方程式を含め，まず [41]において組織的な研究が行われた具体的には指数 pに対

して， p= Ps = (N + 2)/(N -2)のとき，正値動径対称解の存在，非存在に関して調べら

れたその後動径対称解の正値性や漸近挙動といった定性的性質に関して，様々な研究

が行われている ([17,33, 34, 35, 42, 43, 50, 51, 52, 53]). 

Lane-Emden方程式 (E)の動径対称解の族がなす層構造に関しても， X.Wang [49]に

よって， 1993年に解析が行われた．ここで，動径対称解の族がなす層構追とは，任意の相

異なる二つの動径対称解が互いに交差しないことを表す．［49]においては，正則な動径対

称解と動径対称な特異解に関して，任意の二つの動径対称解同士の交差・非交差が調べら

れた．その後， Y.Liu, Y. Li, Y. Deng [37]により，以下の正則な動径対称解同士の交差・

非交差に関する結果が得られている：

Proposition 1.1 (Proposition 3.7 (iv) in [49], Theorem 1 (ii) in [37]). p > lとする

(i) PE (Ps,PJL)のとき，任意の相異なる二つの正則な動径対称解は，無限回交差する．

(ii) p2PJLのとき，任意の相異なる二つの正則な動径対称解は，互いに交差しない．

Proposition 1.1は，指数pJLがLane-Emden方程式 (E)の正則な動径対称解同士の交差・

非交差に関して臨界指数であることを示唆している動径対称解同士の交差・非交差に関し

ては，重み付き Lane-Emden方程式も対象に，より詳細な研究 ([1,2, 3, 5, 16, 23, 39, 40]) 

も行われており，非線形項を砂から euに変えた方程式に対しても解析が進めらてい

る ([4,6, 48]）．また，動径対称解の族がなす層構造の性質の応用として，方程式 (E)の

非自明安定解の存在 ([15,19])や対応する放物型方程式の解の漸近挙動に関する研究

([24, 25, 44, 45])が挙げられる．

一方で， 2000年代頃から，考える空間をユークリッド空間股N からリーマン多様体 M

に拡張した半線形楕円型方程式を対象とした研究が盛んに行われつつある ([7,8, 9, 10, 
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11, 26, 27, 28, 30, 32, 38, 46, 47]）．方程式 (L)に関する解析も行われ，動径対称解の解構

造に対して議論がなされたここで，既存の結果を説明するために，方程式 (L)の動径対

称解を定める．各正の実数 a>0に対して，四＝％（r）を原点での値が％（0)= aであ
るような方程式 (L)の動径対称解とする．すなわち， Uaは次の Cauchy問題の一意解で

ある：

(1.1) ｛u”(r)＋ （N -l)：1((:; u'（r) ＋|u(r)|P-lu(r) ＝ 0 for r E (0, OO）， 
u(O) = a. 

動径対称解の解構造に関しては，まず M が非コンパクトなリーマン多様体の代表的な例

である N 次元双曲空間 ]HINの場合（い(r)= sinh r)について， G.Mancini, K. Sandeep 
[38]により，議論が行われた．具体的には， P< Psのときに，ある a>Oが一意に存在し，

U&がが(JHI州における正値解となることを示したその後， M.Bonforte, F. Gazzola, G. 

Grillo, J. L. V訟zquez[11]によって， P< Psのときに， a>Oが方程式 (L)の動径対称解

の正値性に対する閾値となることが証明された．実際， P< Psの場合， a::; aならば Ua

は正値， a>aならば Uaは符号変化するまた，［11]では， P2'.'. Psの場合も扱われ，任意

のa>Oに対して， Uaは正値となることが示された．さらに， E.Berchio, A. Ferrero, G. 

Grillo [9]により， ]HINを適切な心に対する仮定の下で，非コンパクトなリーマン多様体

M に一般化した場合でも，方程式 (L)の動径対称解の解構造が ]HINのときと同様な構造

をもつことも調べられた

方程式 (L)の動径対称解の族がなす層構造に対しても研究が行われているまず始め

に， M ＝酎の場合に，［11]において，数値計算では次元 N と指数 pが十分大きいとき

に動径対称解の族が層構造をなしている，とコメントされ，更なる調査が必要であること

も言及されている (Subsection3.5 (3) in [11]）．その後，［9]でも， ]HINを含むより一般の非

コンパクトなリーマン多様体M 上で，方程式 (L)の動径対称解の族がなす層構造が調べ

られたここで，［9]では，非コンパクトなリーマン多様体 M に関する仮定として，関数

心に対し，以下の条件が課されている：

(Hリ心 EC2([0, oo)),心（0)=ゅ"(0)= 0, and討(0)= 1; 

(H2)似(r)> 0 for r > O; 

心'(r)
(H3) £ := lim inf ~ E (0, oo]. 

r→00ゆ(r)

仮定 (H1)は，［9］における幾何学的な設定のための必要条件である．仮定 (H2)-(H3)は，

非コンパクトなリーマン多様体 M における―△，の最小固有値が正となるための十分条

件であり，［9]ではー今の最小固有値が正となることが得られる結果の証明の鍵となって

いる．ここで，仮定 (H1)-(Hりの下では，任意の a>Oに対して， Cauchy問題（1.1)は

[O, oo)において一意な解 Uaを有することが知られている（Proposition2.1 of [9], Lemma 
4.1 of [11]）．また， N次元ユークリッド空間艮N の場合は心(r)= rであるが，仮定 (H3)
が成立しない実際，心(r)= rのとき， £=0となる一方で， N次元双曲空間 ]HINの場
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合は，心(r)= sinh rであり，仮定 (H1)-(H3)が成立している．実際，仮定 (H3)に関して
も，心(r)= sinh rのとき，£ = 1 E (0, oo]となる．従って，［9]における空間の一般化は，双

曲空間を中心とした一般化であると考えられる．上記の設定の下で，［9]では，方程式 (L)

の動径対称解の族がなす層構追に関する次の結果が得られている：

p roposition 1.2 (Theorems 2.11-2.12, Theorem 2.14 in [9]). N 2". 3, p > 1とする．心

は (H1)-(H3)を満たすと仮定する． a,(32':0とし， Ua,U(3を (1.1)の解とする．この

とき，ある a。E(0, oo]が存在して，任意の a,(3E [O, ao]に対して， Uaとu(3は互いに交
差しない

Proposition 1.2より，任意の p>lに対して，原点での値が十分小さければ，方程式 (L)

の動径対称解の族は層構造をなしている，すなわち部分的に層構造が成立していることが

わかるこの結果は，特に p<PJLのときに，方程式 (E)の動径対称解同士の交差を示し

たProposition(i)とは明らかに異なる結果であるさらに，方程式 (E)においては，指数

PJLが動径対称解の族がなす層構造に関して臨界指数であったが，方程式（L)に対して，

同様の臨界指数が存在するかどうかは得られていない．ここで， Proposition1.2において

a。=ooであれば，任意の二つの相異なる動径対称解同士が互いに交差しない，すなわち
動径対称解の族は層構造をなすことを表す．このとき，［9]において，動径対称解の族が層

構造をなしているかについての議論は行われなかったが，関連する openproblemが挙げ

られている．実際，ユークリッド空間の場合と同様に， pが大きいとき動径対称解同士は

交差しないか，という問類が挙げられている (Openproblems (3) in [9]). 

上記のような openproblemや動径対称解の族がなす層構造に関する臨界指数の存在

を研究動機として，本研究では方程式 (E)の動径対称解同士の交差，非交差に関しての

解析を行ったここで，方程式 (L)の動径対称解の族が層構造をなすか，を調べる際の技

術的な難しさについて述べる．ユークリッド空間の対応する結果である，方程式 (E)の動

径対称解の族がなす層構造は，例えば Sturm-Liou villeの比較定理と方程式 (E)の特異解

が陽に表せることを用いて証明が行われる実際，方程式 (E)はp> N/(N -2)のとき

に，特異解

叫r)= L戸~, L={~(N-2-~)}六'
を有する．一方で，方程式 (L)に関しては，特別な場合を除き，特異解の存在は得られてい
ない．従って，特異解を陽に表すこともできず，ユークリッド空間の場合の手法と同様の

解析を行うことはできない実際，方程式 (L)の特異解の存在自休も [9]のopenproblem 

に挙げられている (Openproblems (4) in [9]）．このような難しさに対して，本研究では特

異解の代わりとなる適切な関数を用いることで，方程式 (L)の動径対称解の族がなす層

構造に関して解析を行った．
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2 Main results 

以下では，本研究の結果を説明する最初に主結果を説明するために，心に関しての次

の仮定を追加する：

(H4)心EC3([0,(X)）），（log心'(r))"> 0 for r > 0. 

Remark 2.1.仮定 (Hリー (H4)を満たす典型例は， N次元双間空間 lH[Nである．実際，
仮定 (Hりに関しても，ゆ(r)= sinh rのとき， r>Oに対して，

sinh r 
(logu'（r)）”= 1 coshr)”= (coshr) ＝ （tanhr)＇ 

(cosh r)2 
> 0. 

従って，本研究における空間の一般化も，双曲空間を中心とした一般化である．

このとき，方程式 (L)の動径対称解同士の交差，非交差に関して，以下の結果が得られた：

Theorem 2.1 (Theorem 1.1 in [29]）．心は (Hリー (Hりを満たし， N ~ 3, p > 1とする

(i) P < PJLのとき，次を満たす a。E(0,(X)）が存在する：

．任意の a,(3E[O, a0] (aヂ(3)に対して， Ua- Uf! は [O,(X)）において零点をもた

ない；

．任意の a,(3＞ a。(aナ(3)に対して， Ua- U13は [O,oo)において少なくとも一個零
点をもつ．

(ii) p 2'. PJLのとき，任意の a,(3＞0 (aヂ(3)に対して， Ua-U13は [O,oo)において零

点をもたない

Theorem 2.1より，指数PJLは方程式 (L)の動径対称解の族がなす層構造に関しての臨

界指数でもある．さらに， Theorem2.1は，仮定 (Hリー (Hりの下で，上記の [11]におけ
るN次元双曲空間 IHINでの結果に関するコメント (Subsection3.5 (3) in [11]）やより一

般の空間での openproblem (Open problems (3) in [9]）に対して，肯定的な答えを与えて

いる．また， p＜PJLのとき， aoE (0, oo)は，動径対称解同士の交差，非交差に関しての閾

値となるここで，閾値となる a。の存在自体は，［9]において，動径対称解の安定性を解

析する際に得られていた (Theorem2.11 in [9]）．定理 2.1(i)では，動径対称解の安定性と

動径対称解同士の交差，非交差との関係を調べることで，閾値である a。を導出すること

ができた．

さらに， p2'. PJLのときに方程式 (L)の動径対称解の族が層構造をなすことを用いて，

r=Oで発散するような特異解の存在と漸近挙動に関する次の結果も得た：

Theorem 2.2 (Theorem 1.3 in [29]）．ゅは (H1)-(Hりを満たし， N2: 11, p 2'. PJL と
するこのとき，次を満たすような方程式 (L)の特異解 U= U(r)が存在する：



6

(i)任意の a>0に対して，

叫 <U<L(］）凸 in (O,oo); 

2 

(ii) lim~ U(r)ゆ(r)戸＝L.
r→+0 

ただし， Lは次のような定数である：

L=い（N-2-P：1)}六
Theorem 2.2 (i)は， p2: PJLのときには，方程式 (L)の特異解も含めて，動径対称解の

族が層構造をなすことを示唆しているまた， Theorem2.2は，仮定 (H1)-(Hりの下，

P 2: PJLのとき，上で述べた方程式 (L)の特異解の存在に関する openproblem (Open 

problems (4) in [9]）に対して肯定的な答えを与えている一方で， p< PJLのときの方程

式 (L)の特異解の存在は openproblemのままであるさらに，［37]のTheorem2では，

記上の里み付き Lane-Emden方程式に対し，動径対称解の族が層構造をなしている状

態で，特異解の一意性も述べているこのとき， Theorem2.2における特異解が一意であ

るかは openproblemである．

Theorems 2.1-2.2の証明は，［29]における Theorem1.1, Theorem 1.3の証明を参照さ

れたい
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