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1 はじめに

昨年2022年においては， Riemannzeta関数の奇数3における値く(3)に対し， 1979年

のR.Aperyによる＜（3）の無理数性の証明で構成された近似列と， Aperyの結果の別証

明を与えた F.Beukersの考察に現れる近似列，また連分数展開による近似列の近似速

度を視覚的に比較した．

本年はPoincare-Perronの定理と呼ばれる，差分方程式に関する著名な定理を活用し

た新たな有理近似を述べる．そして有理数の対数関数における値，また幕乗関数におけ

る値という実数を対象として，連分数展開による近似と， Poincare-Perronを活用した

Pade近似列との近似の速度を比較するための視覚化を実施した．

ここでは有理数の自然対数及び幕乗関数における値を扱った． Hermite-Lindemannの

定理や，幕乗関数の基本的性質等から値が無理数になることは既知である．無理数であ

るため，連分数展開は無限に続く．そのような無理数に対してMathematicaという数学

ソフトウェアでのconvergentというコマンドで得られた連分数のn次近似分数である

有理数列の近似速度と， Poincare-Perronを用いたPade近似による有理数列の近似速度

を比較したのである． Poincare-Perronの定理は，漸近的な良い評価を与える理想的な

ツールである． Poin care-Perronを適用した近似列に対し，その良さを視覚的に確認す

ることが，本稿の目的である．

Poincare-Perronの定理を適用するには，考える近似列が，添字で表される明示的な漸

化式を持つ数列である必要がある．一般に無理数性が未知の実数に対し，その数に近づ

< Pad6近似の有理数列を明示的に構成すること自体が，実際は整数論の難問であって，
近似列を具体的に添字nE Z~。の式で表すことさえ難しいが，最終著者のもとで JSPS

PD研究員としての研究を実施したAnthonyPoels及び，川島誠は，ある超幾何級数に

対する Pade近似列の明示的な漸化式の構成 [10]に成功した．今回はその漸化式を適用

している．
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2 有理数における対数関数と指数関数の値の数論的性質

まず超越数論の基本である， Hermite-Lindemannの定理を述べる．代数的数とは有理

数係数の一元多項式の根になる数で可算集合を成す．その集合を0と表す． Qは複素数
の真部分集合である．超越数とは複素数より代数的数を除いた集合の元で，非可算無限

集合を成す．有理数は実数の代数的数に含まれるため（実数のうち有理数でない数を無

理数と定義していることより）実数の超越数は無理数になる．

THEOREM 2.1 (Hermite-Lindemannの定理 1873/1882).aが0でない代数的数なら，

exp(a)は超越数となる．

a=lのときがeの超越性である．このCh.Hermiteのeの超越性は1873年に示され

ているが， Pade近似（同時近似）の手法で証明されていることに注意しておこう．

定理2.1でa= in (iは虚数単位）とおき， 0=J aが代数的数であると仮定すれば，

exp(i1r)＝ー1は超越数ではないので矛盾．従って汀は超越数．もし Tが代数的数であ

ると仮定すれば，代数的数である iとTの積は代数的数になってしまうので， Tは超越

数 (F.Lindemannの定理， 1882年）となり，もちろん無理数である．

Hermite-Lindemannの定理の簡単な系をもう一つ述べておく．これは代数的数の複素

共役も代数的数であることに注意すれば得られる．

COROLLARY 2.2. 0 =J a E Cのとき， a及びsinaの少なくとも一方は超越数である．

同様にa及びcosaの少なくとも一方は超越数である．

Hermite-Lindemannの定理を一般的に拡張したのがFields賞を受賞したA.Bakerの

下記の定理（対数一次形式 linearforms in logarithms)である．

THEOREM 2.3 (A. Baker [3]）．非零の代数的数a1,・・・,anの自然対数loga1, ・ ・ ・, log an 

がQ上1次独立ならば， 1を加えたn+l個の数1,log a1，・・・，loganは0上で 1次独立
である．

自然対数が，定理2.3の仮定を満たすかどうかを，確認することを考えよう．非零の数

1個は常に1次独立である． 2個以上の有理数の自然対数のQ上1次独立性も容易に判定

できるが， 2個以上の代数的数の自然対数のQ上1次独立性の判定[6][7]は，一般に自明
ではない．また， Hermite-Lindemannの定理より， O=Jr/sEQに対してはlog(l-r/ s) 

が超越数なので， log(l-r/s)は無理数である．しかし， Alladi-RobinsonのPade近似

の論文 [1]の拡張としてのShiftedlogarithmという，自然対数の拡張である実数の無理

数性及び数論的性質[6][7] [10] [13]は非自明である． Hermite-Lindemannの定理からは従

わないため，別途，証明の必要があることを注意しておこう．

まず自然対数に対する Pade近似を用いた無理数性に関し， Legendre多項式の性質を

用いた証明をlog2 = -log(l/2) = -log(l -1/2)の場合に紹介する．

無理数性を示すための判定規準とその証明を述べよう．本稿では以下， nは0以上の

整数として数列の添字を表すことにする．
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LEMMA 2.4. 0 E民に対し，｛（Pn,q孔｝ CZx Z ¥ {0}を満たす整数列が存在し，

無限個のnに対しq』 -Pn#-0 かつ lim q』 -Pn= 0 
n→OO 

を満たすならば， 0.f_Qである．

Proof 

0 = a/b E (Q)かつa,bE Zを仮定すると， 0ではない整数の絶対値が 1以上であると

いう基本的事実より

〇#|q』 -Pnl= 
qna -Pnbl ~ 1 

b 
ミー．
lbl 

しかし，これは加0-pnl→0に矛盾する． ロ

qna -Pnb 
REMARK 2.5.上記の証明で の分子に現れる加a-PnblにおいてPnとqn

b 
が有理数のままでは，分子が非零だから 1以上という結論が出せないことに注意しよう．

このように何らかの形で整数列を登場させることが必要なのである．

DEFINITION 1 (s重 Polylogarithm).s E Z::,.1, z EC, lzl < 1とする．
s重Polylogarithmを

00 

Lis(z)＝こ
zk+l 

k=O 
(k + l)s 

と定める．

s=lのときは， Li1(z)= -log(l -z)である． s重の Polylogarithmは，微分方程式

d 
7Lis(z) =_:_・Li口（z)(s：：：：： 2) 
dz 

を満たす．さらにShift付きのPolylogarithmはLerch関数とも呼ばれ，次で定義される．

DEFINITION 2 (Lerch function). x E Q, x rf-Zく。とする．
s E Z:>:1, z EC, lzl < 1に対して

°° zk+1 
也(x,z)＝と

k=O 
(k+x+l)8 

と定める．

x=OのときがPolylogarithmである．丸(x,z)は微分方程式

(z羞＋x)<I>8(x, z)＝虹1(x,z)ただし s：：：：： 2 

を満たす．
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PROPOSITION 2.6. log(2) ~ Q. 

Proof |z| ＞ 1に対して， zの逆数1/zにおける 1軍Polylogarithmに対し，

00 

-log(l -1/z) = Li1(l/z) = L 1 1 

k=O 
(K + 1)zk+1 =[ Z-tdt 

である．これよりーlog(l-1/z)に収束する Pade近似列として，多項式Pn(z),Qn(z) E 

Q[z]で， deg凡(z),degQn(z)= nを満たし，なおかつ

-Pn(z)log(l -1/z) -Qn(z) = 0(1/zn+l) （ただしn→oo) 

となるものがLegendre多項式を用いて

1 dn 
恥）＝ー zn(l-z? E Z[z], Qn(z) = 1 1凡(z)-Pn(t) dt 
n!d研。 z-t

のように構成できる．なぜならば，

叫 z)log(l-1/z) -Qn(z) = 1 1凡(t) 00『t戌 (t)dt
。z-tdt ＝区゚決＋1

k=O 

であり，部分積分を繰り返すと

［凸(t)dt＝上い・り臼1-t)囁＝0 (〇：：：：： K ：：：：： n -1) 
n!。 dtn

が得られるからである．ここでzに整数2を代入し， Qn(2)に現れる分母に 1から n迄

の最小公倍数dn= l.c.m.(1,..., n)（素数定理[19]より dn= e(n+o(l)）である）を乗じて

分母を払い，整数列を作れば，補題2.4より log(2)~ Qが従う． ロ

3 Poincare-Perronの定理

明示的なPade近似列 [1][10]より， log(l-r/s)に対する精密な有理近似が構成され

るが，この近似列が特に漸化式を満たすことより， Poincare-Perronの定理が使えるため

に，優れた有理近似が従うことを示そう．そのためにまず， Poincare-Perronの定理とは

何かを説明する．

Poincare-Perronの定理とは，次の主張である．まず最初にH.Poincareが証明したも

のを記述する．次に0.Perronが拡張して得られた，いわゆる Poincare-Perronの定理

を紹介する．これらは最近M.Pitukによりさらに拡張された [18].Poincare-Perronの

定理の初等的な証明は [12][16]にある．

u(n)をnEZ：：：：。から Cへの関数，つまり複素数を値として持つ数列とする．

本節では簡単のため， 2次の差分方程式の場合のみ述べるが，一般次数の差分方程式

u(n) + p1(n)u(n -1) + ・ ・ ・ + Pk(n)u(n -k) = 0でも以下の定理は同様に成立する．
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DEFINITION 3. P1(n),P2(n)は0以上の整数Z:::。から複素数への関数で，各j= 1,2に
対し定数qJECが存在して

qj = 1既Pi(n) (1) 

が成立するものと仮定する．この仮定が満たされるときに，差分方程式 (nE Z:::2) 

u(n) + p1(n)u(n -1) + p2(n)u(n -2) = 0 (2) 

をPoincaretypeと称する．また

T2 +q1T＋q2 (3) 

を(2)の特性多項式という．

THEOREM 3.1 (Poincareの定理）．上記のPoincaretypeの差分方程式(2)の特性多項

式 (3)の根を入1，入2とおく．根の絶対値が互いに異なる，即ち I入叶 i-I入叶を仮定する．
このとき， u(n)がPoincaretypeの差分方程式(2)の解ならば，十分大きな全てのnに

ついてu(n)= 0が成立するか，もしくはふ，入2の一方の解入に対し

lim 
u(n + 1) 

＝入
n→oo u(n) 

が成立するか，のいずれかが成り立つ．

(4) 

Poincareは，特性多項式 (3)の各々の解心ふがそれぞれ（4)を満たす場合があるか，

という疑問には答えなかったが，この問題について Perronが次のように答え，合わせ

てPoincare-Perronの定理と呼ばれるようになった．

THEOREM 3.2 (Poincare-Perronの定理）．定理3.1の仮定に加え，無限個のnE Z20 

に対して四(n)=J 0であると仮定する．このとき Poincaretypeの差分方程式(2)は2個
の1次独立な解u1(n)，匹(n)をもち，ふ，心の各々に対して

lim 
uj(n+l) 
＝ふ (j= 1, 2) (5) 

n→OO UJ•(n) 

が成り立つ（ただし入1，心のどちらが町(n)，匹(n)のどれに対応するかは一般には不明）．

定理3.1の結論である lim
u(n + 1) 
(） ＝入は，数列u(n)が本質的に等比数列である，と

n→oo u1n 
いうことを述べている．これより以下が従う [1].

COROLLARY 3.3. Poincare typeの差分方程式(2)の特性多項式 (3)の根ふ，心の絶対

値に対して I入叶<|入叶かつ，いずれの根の絶対値も 1ではないと仮定する．差分方程式

(2)の解u(n)に対し，無限個の叫こついてu(n)=J 0が成立するならば，ふ，入2のいずれ
かの入に対し

lu(n)I =|入|n(l十o(l)) n→ OO 

が成り立つ（漸近的！）．特にu(n)の上界は常に以下で与えられる．

lu(n)I :S|心|n(l+o(l)) n→00. 

(6) 

(7) 
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さてここで，無理数に対する有理近似を考えるために，次の関数f(z)を定めよう．

DEFINITION 4. z E C, lzl > 1とする．パラメータ 1,w,xE Qを1~ {-1,-2,... }, 
w ~ z, x E Q n [o, 1)と定める．関数f(z)を次のように定義する．

f(z) ＝ ｛芦了OOK快＋1= : 2F1 (―:, 1 :) ＝ ： (1-：)山(bmomlalfunctlon) 
(1 +x)こ 1 1 

(k + x + l) zk+1 
= (1 +x)<l>1(x, 1/z) (shifted logarithmic function) 

k=O 

これらはいずれも超幾何関数の特別な場合であり， zEC, lzl > 1で収束する．またパラ
メータは，（a,,ふ） ＝ （1, x, -x)のときにshiftedlogarithmic functionに対応し（特にx=

0のときはlogarithms),(a,1,8) = (1,-1,l+w)のときに幕乗関数(binomialfunction) 

に対応する．

幕乗関数に対する明示的な Pade近似は以下で与えられる [10].

PROPOSITION 3.4. W E Q ¥ Zとする．このとき

Pn,o(z) =戸（一ir-k(n + :-1) (n:: ; 1)ぇ

Pい (z) ＝苫—1r-l-k 『 ;k) （二:: k)zk 
とおく．十分大きい(3EZ, f((3）に対し， Q係数多項式の値の組 (Pn,o((3）,Pn,1((3））は

〇ヂ Pn,o((3）f((3）-Pn,1((3）→ 0 (n→oo) (8) 

を満たす．ここで (Pn,o((3）， Pn,1((3）)の値は共通分母を払えば整数になり，その共通分

母はnに依存するが，共通分母を掛けても (8)の収束は崩れない．

命題3.4で作られた Pade近似列については以下の漸化式を満たす．ここでPoincare-

Perronの定理の系 3.3を適用すれば，（7)より以下が得られる．幕乗関数については

(a，汀）＝ （1,-1,l+w)であるが，川島Poels[10]で証明された一般的な形で述べる．

LEMMA 3.5. 6,t aZ20, -(a,y+b),t直ら。のとき (Pn,o(z))n::>O,(Pn,1(z))n::>。は，漸化式

Anu(n + 1) -(z -B砂u(n)+ Cnu(n -1) = 0 (n 2: 1) (9) 

を満たす．ただし各nEZ::,。に対して

An:= 
(n + "(+ l)(n + 1) n 2an2 + 2an(l +,y) +,y(a -b) 

,Bn := 
(2n+,y+1)(2n+,y+2)'~" ・ (2n+,y)(2n+2+,y)' 

Cn := 
(an -b)(a('Y + n) + 6) 

(2n +,y)(2n +'Y + 1) 
とする．
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補題3.5より以下が得られる．

lzl＞屈を仮定すると，差分方程式(9)の特性多項式P(X)= X2-2(2z-a)X＋心の根

の絶対値 P1(z) ，印 (z) は異なり， 2 根 2z-a 土 2✓戸二:i に対しては肛(z) < lal::::; P2(z) 
が満たされ， max{IPn,o(z)I,IPn,1(z)|}::::; P2 (Z r(l+o(l))となる．さらにa=1ならば

Pn,o(z)f(z) -Pn,1(z)こPl(z)n(1+o(1))→0(n→oo) 

が成り立っ．

4 Poincare-Perronを用いたPade近似と連分数の比較

では実際に整数0> 1をzに代入して，無理数性が担保できる f(fJ)に対して，ソフ
トウェア Mathematicaによる連分数展開の近似分数色 EQのf(fJ)への近づき方

qn 

加）一巳→0 (n→oo) 

及びPoinc are-Perronの定理を適用したPade近似数列EQによる f(fJ)への近づき方

Pn,l (fJ) 
f (fJ)ー→0 (n→oo) 
Pn,o(fJ) 

における近似速度を， 2種類のfJE Z (Case 1, Case 2)について比較しよう．

Casel: function II a I "YE 0¥ Z I 8 

1 (1..  
-;; z 1 --;;z ) (bmom1al) 1 -1 1 +w = 4/3 25 (w = 1/3) 

log(l -1/ z) (logarithm) 1 X -x 2 (x = 0) 

Case2: function II ct h E Q¥Z I 6 
1 (1)  w ・・-z 1 --z （bmomlal ） 1 -1 1 +w = 6/5 20 (w = 1/5) 

log(l -1/z) (logarithm) 1 X -x 300 (x = 0) 

横軸はn,縦軸は f(/3）と近似する有理数列との差の常用対数の値である． 橙色のグラ

フは連分数展開の近似分数，青色グラフが Pade近似の有理数列による近似に対応す

る．縦軸で―50とあるのは，近似する有理数列と f(/3）との差をyとおくと，常用対数

log10 y = -50つまり y= 10-50を意味している．グラフは下の方にあるほど， f(/3）と

の距離yが小さいことに相当するので，近似が優れている．

従って， 青色グラフが橙色のグラフよりいつも下にあることが， Pade近似の精度の

良さを示しているのである．
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Padeのほうが常に連分数展開よりも速度の速い近似を与えている．

グラフ： Binomialsin the Case 1（左） andthe Case 2（右）
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グラフ： Logarithmsin the Case 1（左） andthe Case 2（右）
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5 今後の研究の方向性

次回はさらに新しい数論的考察の視覚化を実施したい．
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