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非定常Ruijisenaars関数と DIM代数

東京大学・数理科学研究科大久保勇輔

Yusuke Ohkubo 

Graduate School of Mathematical Sciences, The University of Tokyo 

概要

Macdonald関数のある種の Affine類似として，非定常Ruijisenaars関数と呼ばれる関
数が2019年に尊入された．この関数はあるパラメータの極限によって，楕円Ruijsenaas作
用素の固有関数を与えることが予想されている．楕円Ruijsenaars作用素の固有値問題は未
解決であり，固有関数の組み合わせ論的な明示公式などは与えられていない．一方，非定常
Ruijisenaars関数は組み合わせ論的な表示で定義されており，この関数の性質を調べること
で，楕円Ruijsenaars作用素の固有値問題にアプローチすることができる．本稿ではこの関数
のある特殊化（楕P3Ruijsenaars関数への極限とは異なる）に対して， Ding-Iohara-Miki代
数（量子toroidalg[1代数）のintertwining作用素による実現を与える．さらに， Macdonald
関数のある種の楕円化と非定常Ruijisenaars関数との対応についても簡単に説明する．尚，
本稿は [1]の内容に基づく．

記号

本稿では以下のようなqー階乗積や楕円 Gamma関数の記号を用いる：

oo 

(a; q)oo := IT (1 -qn-la), (a; q)m := (a; q)oo 
n=l 

(aq庄q)oo,

(a; q,p)oo := ft (1 -qn-lpm-la)' 
nm= 

r(a;q,p) := 
(qp/a;q,p)oo 

(a;q,p)oo 

また整数n:S;mに対して，

r 

Rふ：＝ AnRAn+1 R・・・ RAm 
n:'::i:'::m 
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(0.4) 

と書く．パーティションの記号は基本的には [2]に従う．本稿では0のみからなるパーティショ

ンを0= (0,0,．．．）と書き， Pによってパーティション全体の集合を表す．

1 Macdonald関数と非定常Ruijsenaars関数

まずは Macdonald関数について説明する．本稿では，対称多項式環上で定義される通常の

Macdonald多項式とは異なり，形式的幕級数環

A=C[［四／X1,X対x2...,xN/XN-1]] (1.1) 
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上の関数を考える．

Definition 1.1. q, t, s = (s1,..., SN)をgenericな複素パラメータとする形式的幕級数環A
上の Macdonald作用素DN(s;q, t)を

N 

応 (s;q, t) :=区sK rr 1-m/x£ rr 1一四／txKT
1一牧／叩 1-

k=1 1こ(<k k<£<n 四／Xk
q,xk, (1.2) 

と定義する．ここに Tq,xkは

Tq,xkF(x1,..., XN) = F(x1,..., qxk,..., XN). (1.3) 

によって定まる差分作用素である．

この作用素DNの固有関数には次のような組み合わせ論的明示公式が与えられており，漸

近自由な Macdonald関数と呼ばれている．本稿では単にこれを Macdonald関数と呼ぶことに

する．

Definition 1.2.関数fg[N（x;slq, t) E C[［四／X1,X対X2,...'XN/XN-1]］を

fg[N（尤；slq,t)＝こ叫0;slq, t) IJ（巧／Xi)°i,1 (1.4) 

0EMN 臼 <J<n

によって定義する．ここに， MN= {0 = (0i,jh~i辱Nl0i,j E Z::,:o, ek,l = 0 if k：：：：：りは非負
整数を成分に持つ上三角（ただし対角成分が0)なNxN行列全体の集合とする．また係数

岱 (e;slq, t)は

と定義する．

N 応＞k(0ia-0jaltsjI Si; q)。ik
cN(0; slq, t) = IT IT 

k=2 1<t<J<k (qい (0;a-0jalqs1/si;q)。心
N (q―知＋~a>k(0;a-0jalqsj/tsi; q)。ik
xrr rr 
k=21:<;i:<;j<k 

(q叫K+~a>k(0ia-0ja)的／Si;q)。ik

Fact 1.3 ([3, 4, 5]）．関数JOlN(x; slq, t)は定数倍を除いて，固有値方程式

(1.5) 

DN(s; q, t)j9rN(a月slq,t) = (s1 +・・・+SN)J9rN（尤；slq,t) (1.6) 

の唯一の解である．

Remark 1.4.通常の Macdonald多項式 [2]は対称多項式環(Q)(q,t)[x1,．．．，邸］6N上に作用

する差分作用素

N 

'Dx＝と I1巧ー?.Tq,x,
i=1 1<j<N 巧ーXi

(1.7) 

J#i 

の固有関数として定義され， （また，これを形式的に無限変数へ拡張したものを Macdonald対

称関数と呼ぶ）パーティション入＝ （ふ，入2,...)によってパラメトライズされる．本稿で扱
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う漸近自由な Macdonald関数fg[Nは，パラメータ Siをふ＝砂tN→と特殊化すると，通常の

Macdonald 多項式に対応する．つまり，パーティションの長さが£(入)~N のとき幻＝砂tN-i

とすると，幕級数x入J9'N(x;slq, t)（企：＝几：：：：1介）は有限和の多項式となり，固有値方程式

亨 fg［心；slq,t)＝言砂tN-i企fg[N（x;slq, t) (1.8) 

を満たす．このように fg[Nは全てのパーティションに付随する Macdonald多項式を包括した

ものになっている．

非定常Ruijsenaars関数はこの Macdonald関数fg[Nをある種Affine化したものになってお

り，次のように定義される．

Definition 1.5 ([6]）．関数f函N(x,pls,,-,,lq,t) E Q(q, t, s)[[p四／X1,...,PXNばN-l,PXl／切vll
を

j9cN(x,pls, r;,lq, t) = と II
N N如霊(tsj/ Bi lq, 1,,) f!-i 

砂，．．．，入(N)EPi,j=1 N霊盟(sj/silq,1,,) i=~ 吟1
・ II II (pxc,+13/txc,+/3-1) 入~)

(1.9) 

と定義する．ここに変数Xiの添字は巡回的に Xi+N= Xiと同一視し，

N＼竺（ulq,,-;,)= N悶(ulq,,-,,)
IT (uq―µ叶入3+1k―i+j;q)ふ—入J+1.

(1.10) 

II 
(uqふーμ/3ka-B-1;q)μ/3―μ/3＋1 

J2全 1
J-i三k(modN) 

/3こaこ1
B-a三ーk-1(modN) 

と置いた．

Macdonald多項式は極限h→ 0(q = efi, t＝炉とおいて0を固定）において Jack多項式と
呼ばれる対称多項式に退化する [2].Jack多項式とは Calogero-Sutherland模型というある可
栢分な一次元量子多体模型のハミルトニアンの固有値方程式 (CS方程式）の解である．これ

と同様の極限において，非定常Ruijsenaars関数は非定常楕円 CS方程式 [7,8]の解を与えるこ

とが予想されている．非定常楕円 CS方程式とは楕円版の CS方程式の非定常化（ハミルトニ

アンが時間依存するような形への変形）であり， Atai,Langmannによって 2019年に導入され

た． f扇Nは，別の t→ 0に付随する極限においては Affine戸田ハミルトニアンの非定常化の固

有関数を与えるということや，代→ 1極限では楕円 Ruijsenaars作用素の固有関数を与えると

いうことも予想されている [6]．ただし，非定常Ruijsenaars関数を固直関数に持つ差分作用素

は未だ見つかっていない． 1[6]では他にも，非定常Ruijsenaars関数fg[Nの満たす対称l生など，
様々な予想が与えられている．

2 DIM代数

本稿では Macdonald関数f9[Nや非定常Ruijsenaars関数j9[NのDing-Iohara-Miki代数に

関する性質を紹介するまずは Ding-Iohara-Miki代数 (DIM代数）の定義を与える． DIM代

1正確には [9]によって差分作用素の予想が与えられているが，楕円 Ruijsenaars作用素とは別のタイプのもの
であることが分かっており，この差分作用素の極限をとっても楕円Ruijsenaars作用素は現れない．
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数は量子toroidal代数や楕円Hall代数とも呼ばれる代数であり， Affine量子群のある種の一般

化である．この代数はMacdonald多項式と同じ 2つの複素パラメータ q,t E (CXを持つ．

Definition 2.1 ([10, 11]). Ding-Iohara-Miki代数U= Uq,tとは生成元

庁（z)=区叶z―n, 厨（z)=区ゅ;z―n (2.1) 
nEZ nEZ;:,o 

につて生成される単位的結合代数であり，以下の定義関係式を満たす：

心十(z)x土(w)= g(c'f112w/z)干lx土(w)心十(z)， 心―(z)x土(w)= g(c干1/2z/w)土lx土(w)心―(z),

(2.2) 

g(c+1w/z) 
心士(z)心士(w)＝ゆ士(w)心士(z)， 心十(z)心―(w)＝ 心―(w)ゆ十(z), (2.3) 

g(c-1w/z) 

(1 -q)(l -1/t) 
冒(z),X―(w)]=~(8(c―1z/w)釘(c112w) -8(cz/w)訳 (c―1;2w)), (2.4) 

G千(z/w)x士(z)x士(w)= G±(z/w)x士(w)x±(z). (2.5) 

ここに

g(z) = 
G+（z) 

c-(z)' 
炉 (z)= (1 -q三）（1-t干1z)(l-q干lt士1z), o(z)=LZn (2.6) 

nEZ 

とした．

Remark 2.2.庁（z)に関する Serr関係式を DIM代数の定義関係式に含める場合もある．た

だし本稿で扱う表現ではSerr関係式は自動的に満たされるため省略した

Fact 2.3 ([10]). DIM代数Uは（位相的な） Hopf代数の構造を持ち，余積△は以下の公式で

与えられる：

ここに c士1/2
(1) 

△(c士1/2)= C士1/20 C士1/2,

△（式（z))＝式(z)01十心―(c閤） 0x+(c(l)z), 

△（ば（z))= X―(c(2)z)0炉（cば）2z)+ 1 Q9 X―(z)' 

△（炉（z))＝臼(ct臼）R臼(c誓z).

(2.7) 

(2.8) 

(2.9) 

(2.10) 

=c土1/2⑧ 1,C士1/2 土1/2
(2) 
=l@c とした．対合射と余単位射については省略する．

Remark 2.4.生成元吋，％cはDIM代数の中心となっている．一般に中心元が C= (t/q)n/2, 
（吋／％o)112= (q/tr12として作用するとき，この代数の表現をレベル(n,m)表現と呼ぶ．

本稿ではこの代数の2種類の表現を用いる． 1つHは交換関係

1-qlnl 
加，a叫＝ n 6 

1-tlnl n十m,O
(2.11) 

によって定まる Heisenberg代数{anlnE Z}によって構成される．rを真空|0〉(n> 0に対し
てanIO〉=0によって定まる最高ウエイトベクトル）によって生成される Fock空間とする．
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Fact 2.5 ([12]). uを0でない複素パラメータとする．以下によって定まる代数準同型Pu:U→ 
End(F)はDIM代数の表現になっている：

cl/2→(t/q)114, x+(z)→UrJ(z), X―(z)→ U―1的(z),
ゅ＋（z）→］―(z), 店 (z)→r.p―(z)' 

(2.12) 

，
 

こ'、ここ

TJ(z) = exp （文 1-nt-na＿ご） exp(-~½ザ伽z-n) (2.13) 
n=l 

~(z) = exp (ー文 1-nt-nq―n/2tnf2a_nzn)exp（言 1-ntnq―n/2tnf2anZ―n). (2.14) 
n=l 
(XJ 

1 -tn 
因(z)= exp (-L ~(1-tnい）qnf4t―n/4anZ-n), (2.15) 

n、
n=l 

¢―(z) = exp（芦 1-nt-n (1 -『い）qnf4t―n/4a＿ご）．（2.16)
としたまたこの表現の構造を持つ Fock空間を r;1,0)と書き， horizontal表現とも呼ぶ

もう一つの表現はレベル(0,1)表現 (vertical表現とも呼ぶ）で，パーティション入によって

パラメトライズされるベクトル 1入〉の張る空間F(O,l)= Spann{I入〉｝上の表現である．

Fact 2.6 ([13, 14]). uを不定元とする．以下の作用は DIM代数のF(o,1)上の表現を与える：

Cl/21入〉＝ 1入〉，

£（入）＋1

戸(z)I入〉＝ L Aぶ6（砂t―t+1'U，/z)I入＋ 1り，
i=l 

‘
‘
,
l
)
 

7

8

 

1

1

 

．

．

 

2

2

 

’
 

［（入）

x―(z) I入〉＝ q1/2t―112L人，io(qル lt―i+lu/z)I入ー 1;〉, （2.19) 
9=1 

釘(z)I入〉＝ qlf2t―1/2尻(u/z)I入〉，

訳 (z)I入〉＝ q―1/2tl/2凡(z/u)I入〉．

ここに，AtE Q(q,t)とBt(z)E Q(q, t)[[z]]は
i-1 

知＝
（ 

(1-t) IT 
1-q入t—入jt→+j+l)(l-q入t —入;+lt→+j-1)

j=l 
(1 -q入t —入;t-i+j)(l -q入，—入;+lt-i+j)'

(2.20) 

(2.21) 

(2.22) 

oo 

心＝（1-t―1)
1-q入t+1-入' （1 -q心い1t-J+t-1)（1-q入J+1—入2t-J+t)

1 ―砂＋1 —入，十1t-l rr (1 -qふ＋1-い 1t-J+i-1)（1-qふー入~, (2.23) 
j=i+l 

Bf (z) = 
1 -q>-1-1tz.;'.-(1 -q入，いz)(l-q入i+l-lt→+lz) 
1 -q入1Z II _砂+lt-tz)（1-q入，ー1t-t+1z)'

i=l 
(1 

1 OO 

B~(z) = 
1-q―ふ＋lt―z.;'.-(1 -q―入'『z)(l-q―入;+1+lti-lz)

1 -： II(1-q—炉1ttz) （ 1 -q—入，十1t←1z).
i=l 
(1 

ヽ

ー

＇

）

4

5

 

2

2

 

2

2

 

，

ー

、

、

とした．
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この表現の構造を持つ Fock空間を丸0,1)と書くことにする．以上の 2つの表現を用いて，

DIM代数のintertwining作用素を構成することができる．さらにそれを用いて， Macdonald関

数や非定常 Ruijsenaass関数を実現することができる．

Fact 2.7 ([15]). M を整数とする． W=-VUのとき，線形作用素 (intertwining作用素）

① [ （1,M+1)，W 
(0,1)，v;（1,M)，u] ：乃0,1)R F,↓1,M) -----+ F&l,M+l) (2.26) 

が唯一存在して，〈01<1>(10〉010〉)＝1と

a<l> = <l>△(a) (Va EU) (2.27) 

を満たす．同様に

①* ［(1,M)，U; （0, 1)，v 
(1, M + 1), -vu 

] :F旦y+1)---+亨2,M)@乃O,l) (2.28) 

が唯一存在して（〈0|＠〈O|）q>*10〉=1と

△(a)が＝ q>*a ('va EU) (2.29) 

を満たす．

このintertwining作用素の行列要素はIqbal,Kozcaz, Vafa（あるいは粟田，菅野）のrefined

topological vertexと呼ばれる因子に一致し， 5次元ゲージ理論の Nekrasov分配関数を再現す

ることができる [15].Intertwining作用素屯①＊は 3つの Fock空間の間の写像 (2つの Fock

空間のテンソル積から 1つの Fock空間への写像，もしくはその逆）であるが， vertical表現に

おけるベクトルを固定して， 2つのhorzontal表現の間の写像を取り出すことができる．

Definition 2.8.パーティション入に対して， 

<I>入[(1,M+1)，-uv 
(0,1)，v;（1,M)，u]:r (1,M） →r（1,M+1) U'--UV 

を

<I>入（a)=<I>(I入〉Ra) (Va E F~l,M)) 

によって定義する．同様に，

を

と定義する．

<I>：［(1,M)，U;（O,1)，V] •r(1,M+1) （1,M) 
(1, M + 1), -vu J. --UV  →凡

①*（a) ＝区虻（a)⑧ |入〉
入EP

(Va € F_uv (1,M+1)) 

(2.30) 

(2.31) 

(2.32) 

(2.33) 

この①入，cI>;はHeisenberg代数anによって具体的に書くことができる．（本稿では省略する．
）そのanによる表示を用いて， intertwining作用素の合成やその行列要素を実際に計算するこ

とができる．
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Definition 2.9.便宜上次の記号を導入する：

<l>cr [v, us/v,U] ＝ ［ 
酎 (1,o),,.v;. ¥0, 1), us/v。<T> (1, 1)，-US 
(1, 1)，-US ] ［(O, 1)，S; （1,0)，u] 

s,-・J ini,._.l(l,O),v;(0,1),us/vl,._ I (1,1),-us 
, (2.34) 

〈0|% ［ (1,1)，-US] <T>。［(O,1)，S, （1,0)，U]|0〉
(1, 0), v; (0, 1), us/v I,._ I (1, 1), -us 

<l>er [v, us/v,μ,U] ＝ <T>； [ (1, 1)，-US ] <T>入[(O,1)，s, （1,0)，u] 
s,入

. (2.35) 

〈O|<T>* 
(1,0),v;(0,1),us/vl,._ I (1,1),-us 
。[ （1,1)，-US] <T>。［(O,1)，s, （1,0)，U]|0〉

3 Macdonald関数のDIM代数のintertwining作用素による表示

前節で導入した intertwining作用素と Macdonald関数に深い関係がある．この節ではinter-

twining作用素を組み合わせていくことで， Macdonald関数と非定常Ruijsenaars関数が実現

できることを説明する．

Definition 3.1. u = (u1,...，UN)とV= (VI,..., V N)をN個のパラメータの組とする．作

用素

r r 

戸 (u,v,w)，ザ(u,v,w):Q9虎，0）→ R巧0)
1:'oi:'oN 1翠 N

を

Tv(u,v,w) = ~-1)/Cpl~N qicr[料；閉WK,μ(K);uk
μCll,... ~-1)EP l~N 叫，µ（K-1) ] 

Tv(u,v,w) = 
竹 (u,v,w)

〈OITV(u,v,w)IO〉

と定義する．ここに，叫＝悶：．~w,IO〉= |0>®• ・ • |0〉とした

Notation 3.2. 

へ
が 0)= Q9虎，0)

1<:'.i<:'.N 

と書く．

(μ(O) = μ(N) = f/J), 

(3.1) 

(3.2) 

(3.3) 

(3.4) 

この作用素Tv(u,v,w)はN=2の場合に， q→1に付随する極限において， Virasoro代数
のPrimary場に対応することが直接計算により示されている [l].N が一般の場合にも WN—代

数の Primary場に相当し， 5次元AGT対応 (TVのある種の相関関数と 5次元ゲージ理論の

Nekrasov分配関数との対応）において重要な役割を演じる [16].

次の THはTVの双対版（圏論的な意味ではなく， vertical表現と horizontal表現の役割を

入れ替えたもの）である．
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Definition 3.3.合成

（怠乃い）げ:10）三三二（翠 1Fi?1)）R鸞゚；へR虞1)
幽啜id婦疇id、...炉•id®…⑭id、応O)® R埒，l) (3.5) 

l<i<N 

を取り (w'＝悶：：：悶w)，作用素

r r 

刊 (u,v,w):@乃?,1）→ R虎，1)
1<:'.i<:'.N 1気 N

を(3.5)のレベル（1,0)表現に関する真空期待値〈01..・ IO〉として定義する． さらに作用素
TH(u,v,w)を

戸 (u,v,w)= 
戸 (u,v,w)

〈01TH(u, v, w) 10〉

と規格化したものとする．ただし， 10〉=|0〉R・・・R10〉とした

さらに次のようなパラメータの特殊化を考える．

Definition 3.4.番号 l:S:i:S:Nに対して，

炉 z)= 1t(u; z) := TV (v,u; z) 媒→1―lt玉，直'
(1 S k SN) 

伊 (z)＝伊(u;z):=T町v,u;z)I媒→戸t―6k,＇匹
(1 S k S N) 

とする

(3.6) 

(3.7) 

)
、
‘
~8

9

 

．

．

 

3

3

 

、
,
|
‘
‘
、
,
¥

上記のように合成したintertwining作用素を用いてMacdonald関数を再視することができた．

Theorem 3.5 (Appendix A of [16]). 

(q巧／Xi;q)oo 
〈01戸（x;釘）勾(s2)・ ・．テ;/(sN)IO〉=IT~. Jg[ N (s;ぉ|q,q/t) (3.10) 

l:'oi<j:'oN (txj/Xi; q)oo 

が成立する．

非定常Ruijsenaars関数は，代＝ t-1／Nの場合において，次のようなintertwing作用素のルー

プ，（vertical表現に関する p-トレースに対応するもの）を用いて構成できる．

Definition 3.6. N個のパラメータの組u=(u1,...,uN)に対して

1―lt土ふ．u:=(,―1u1,,..,r―1Ui-1,r―lt土1叫， 1―lUi+l,••·,1―1uN) (3.11) 
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と書く． T,loop(x,p;s) :乃閃八の→F1N,O)を

ヘ Y1・--Yk

T;loop (x, p; 8)＝区 plμ(N)IliN <per[Xk;;五＿？8，μ((KK/1);YK 
μ(1),…,μ(N)Ep 区応N X1• XK-l s, μ ]糾→T―lt―ふ，kXk
臼＝μ(N))

(3.12) 

と定義する．

Theorem 3. 7 ([1]）．パラメータの組砂） （Oさi:SN)を

砂＝ （？―it―l Xl,..., "(―it―1叩，7―"xi+l...,"(―"xN) 

とする．このとき

〈01内loop(X(O), p; 81)対゚op（砂），p;況）・・・テ点op(x(N-l),p;sN)IO〉

= II (qsJ/si;q)OO 
(tsj/si; q)00 

. t9lN(x',p如s',t―如q,t) 
1-<'.i<j夕N

が成り立つ．ここに

とした

s'= (s~,..., s¼), 

I I I の＝（x I ~,...,xN), 

k 

s~ = t応s如

I k 

xk = p NXk 

4 Macdonald関数の楕円変形との関係

(3.13) 

(3.14) 

(3.15) 

(3.16) 

前節で述べた fg[Nの表示はvertical表現に関するトレースと見ることもできる．つまり，演

算子AE End((F(D,l))RN)に対して， Trp(A)をpの形式的幕級数

叫 A)＝こ炉似I>-叫凶Al入〉， （4.1) 

と定義すると，

入(i)EP
(l:S:i:S:N) 

1入〉＝ 1入(1)〉R• ・ • R|入(N)〉，

凶＝〈入(1)|R・ • • R〈入(N)I

(4.2) 

(4.3) 

〈OITiloop（砂），p；釘）・・・テ点叫x(N-lJ,p;sN)IO〉=Trp（テ忍 (s(N-1)心）・・ザ (S(O);Xl)) 

(4.4) 

と書くことができる．ここに，

詞＝（1―’t―1s1,...'r―it―1今，戸Si十1...,,―isN), Oさi:SN (4.5) 

とした．
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実は， vertical表現と horizontal表現の役割を入れ替えてhorizontal表現に関するトレースを

計算すると，Macdonald関数の楕円ガンマ関数によるシフト f悶lip(x;slq, t,p)（以下のDefinition
4.1)が現れる．さらに THとTVが本質的に等価なものであるという対称性 [16]を用いると

非定常Ruijsenaars関数fg[Nの/'£ = t―1/Nの場合と， f悶lip(x;slq, t,p)が一致することが証明
できる．

Definition 4.1.関数f悶lip（x;slq,t,p)E IQ(q,t,s)[[p,x土 l,・・・,XN/XN-1]］を

f炉（x;slq, t,p)＝と得ip(0;slq, q/t,p) IT （巧／x,）゚丸 (4.6) 
0EMN l:'.Si<j:'.SN 

と定義する．ここに楕円ガンマ関数の比

r(qna; q,p) 
8(a;q,p)n := ~'r(a;q,p) := 

(qp/a; q,p)oo 

r(a; q,p) (a;q,p)oo 

を用いて

N 

亭 (0;slq, t,p) = IT IT 8(qい (0;a-0ja)tSj/ Sij q, p)。心
k=2 l~i<j~k 8(qい (0;a-0ja)qsj/Sij q,p)。ik
N 

XII II 
8(q-0jk＋区a>k(0ia-0ja) qsj /t令；q,p)。ik

k=2 l~i~j<k 
8(q―0戸区a>k(O;a-Oja) Sj / Sij q, p)。北

とした．

Theorem 4.2. p Si+i/ Si, Xi+l広 (i= 1,...,N-1) px1五の形式的幕級数として，

応（ぷ，p如s',t―如q,t) = (t X f炉（s；叫q,t,p) 

が成立する．ここに，

(4.7) 

(4.8) 

(4.9) 

N 
c :=((pq/t;q,p)00) I1 r(txJ/x,；q,p) （tsJ/s,;q)00 (4.10) 

(p; P)oo(pt; q, P)oo)' .... }:.. ~,,." r(qxj I Xi; q, p) 
. IT 

1Si<jこN 1Siくj:SN(qsj/si;q)oo 

としたまたの＇と s'はTheorem3.7と同じものであり

s'= (Bi,..., s¼), 

ぉ＇＝ （叫，．．．， x¼),

k: 

s~ = t-'fi s如
K・

咋＝P―叉Xk・

(4.11) 

(4.12) 

証明や詳しい議論については [1]を参照されたい．またトレースを用いた楕円版に関するこれ

らの主張には，楕円量子群の頂点作用素[17]において類似の構成がなせることを注意しておく．

本稿では K,= t―l/Nの場合において，非定常Ruijsenaars関数fg(NをDIM代数のintertwining

作用素によって構成し， Macdonald関数のある種の楕P3化 felliPが等価であるということを説
明したしかし，楕円 Ruijsenaars関数は K,= t―l/Nではなく，極限 K→ 1において現れる． K
が一般の場合におけるf面N の代数的な構成や，満たす差分方程式を見つけること，さらに [6]で
提唱された多くの性質を証明することが今後の課題として残されている．
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