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Abstract 

Poincare-Mirandaの定理はn次元の零点定理で， Poincare[5]の予想を Miranda[4]が証
明したものである． Miranda[4]は零点定理がBrouwerの不動点定理と同値であることも示し
ている． Poincare-Mirandaの定理は中間値の定理の拡張と言よばれることがあるが，教科書
にある慣れ親しんだ形の記述はこれまでなかった．川崎は [2]でn次元中間値の定理を明示し，
それがPoincare-Mirandaの定理と同値であることを示した．さらに，対戦型の 2人ゲームと
3人ゲームヘの応用を図り，混合戦略により実現可能な利得関数の値域を示した．
本稿では，［2］で与えた n次元中間値の定理の意味を考察し，定理の仮定の必然性を示す．
さらに，対戦型の n人ゲームに応用した結果を報告する．

1 序

a; < b; (i = 1,..., n)として， I:=[a1,b叶X・ ・ ・ X [an,bnl, J = (fぃ．．．ふ） ： I →町を連続写
像とする． 1次元の中間値の定理は次のようになる．

(A) min{f(a), f(b)} ::; 1さmax{f(a),f(b)}なる任意の 1に対し， J(c)＝ァなる aさCさbが

存在する．

(B)特に min{f(a),f(b)} < 1 < max{f(a), f(b)}ならば， f(c)= rなる a<c<bが存在する．

通常，中間値の定理は(B)の形で述べられるが，（A）はBrouwerの不動点定理 (1次元）やPoin care-

Mirandaの定理 (1次元）と同値なので，（A）の形式でn次元中間値の定理を記述する．

定理 1 (Poincare-Mirandaの定理）連続写像 9= (91, ・．．，珈） ： I →町について，各 9iが境界

条件（1)または (2)を満たすならばgはIに零点をもっ．

9i(x) SO (x EI, Xi= ai), 0 S 9i(x) (x EI, Xi= bi), 

9i(x) 2 0 (x El, Xi= ai), 0 2 9i(x) (x El, Xi= bi)-
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零点定理から中間値の定理を導くには，連続写像f:I→野n と,E賊n に対し， g(x):= f(x)-, 

に零点定理を適用し，境界条件 (1)(2)を適切に翻訳すればよい．

定理 2 (n次元中間値の定理[2]）連続写像 f:I→野1に対して

石i:= max{fi(x) Ix EI, Xi= ai},互i:= maxUi(x) Ix EI, Xi= bi}, 

色：＝ min{f;(x)I x EI, x; = ai｝，凸：＝min{f;(x)Ix EI, Xi= bi} 

とおくとき，

min{瓦,国}~'Yi~ max{伍凸｝ （i=l,...,n) (3) 

を満たす任意の 'Y= b1,..., "In)に対して， f(c)＝勺なる CEIが存在する．さらに，（3)が狭義
の不等式で成立する布については佑 <Ci<biが成立する．

定理2の証明にはPoincare-Mirandaの定理を用いたが， "(=0をとることにより逆の関係を示

すことができる [2]．また， Poincare-Mirandaの定理と Brouwerの不動点定理が同値であること

を含めて，諸定理の関係はMawhin[3]が分かり易い．

2 不等式(3)の意味

不等式(3)を満たす布が存在しないとき，定理2は何も述べていないことになる．そこで，（3)

の意味を考えることにする．因みに，［2]には本節の考察はない．

補題 1次の 3条件は同値である．

(a)不等式 (3)を満たす 'Yiが存在する．

(b)（生,a;) n（心因） ＝0. 

(c)関数f2の向かい合った2つの境界での値域{f;(x)I x EI,叫＝a;},{f;(x) I x EI,叫＝bt}
の重なりは高々1点である．

このとき，（3)は布がこれらの 2つの開区間の隙間にあることを意味する．

証明 (a) は min｛瓦，瓦｝ ~max{五邑｝と同値で，これは瓦こ凸(<因）または Pi~ 生に面）
と同値である．つまり，（色豆;)と（凸，豆』は交わらない．また，｛fi(x)Ix EI, x; = ai}＝色…，瓦］，

{f;(x) I x EI, x; = b;} =［告国］なので，（b)は(c)と同値である． I

注意 1補題 1により，向かい合う 2つの境界での f，の値域

{f;(x) I x EI,叩＝a;}=四叫 {J;(x)Ix EI, x; = b;} =［ら両

の隙間が大きいほど， 'Yiの範囲が広がることになる． 1次元の場合は [a,b]の境界における f(x)

の値はf(a)とf(b)であり，（c)が成立するので中間値の定理の主張が空になることはない．

また， 2次元以上の場合， Iの向かい合う境界での fiの値域の重なりが高々1点ならば，その

隙間に布が入り込むことができる．その様子を描いたのが次の圏 1である．



3

h(x1,b2) 
X2 

X1 

図 1：関数 f2の境界 XEI,四＝ a2での値域は，境界 xEl，吟＝ b2での値域より上にある． 2

つの値域の間の値 ,2をとり，水平面 y=,2でグラフをカットすると，曲線 f2(X1，四） ＝,2が表

れる．

3 戦略形n人ゲームヘの応用

本節では定理2を，純戦略が2つである次の戦略形n人ゲームに適用する．

•プレイヤーを i= 1,...,nで表し，特定のプレイヤーには Kを充てる．

•各プレイヤーの選択肢（純戦略）を j, lで表し， lではない選択肢を［で表す．

i.e. ［ ： ＝ { ： :::> (4) 

• 1次元確率ベクトルの空間を△1で表す．プレイヤー iの確率ベクトル Xi= (x}, xr) E△l 
が混合戦略である．

J1・・・Jn(i = 1,..., n., j = 1, 2)を実数として， プレイヤー iの利得関数を多重線形関数• a. t 

2 2 

Ji（叫...,叫） ＝L・・・L叶 'Jnx{1・ ・ ・ X炉
j,=1 jn=l 

とする．プレイヤー iは他のプレイヤーの戦略を考慮して，利得f2の最大化を図る．

プレイヤー k= l,...,nと選択肢 l= 1,2に対して， akを以下のように定義する．

凶：＝ min{fk(x1,...,叫)|x{ = 1,屯 Eふ (i=l,...,n)},

醜：＝ max{fk（四...,叫） 1咋＝ 1,ユEふ (i= 1,..., n)}, 
瓜：＝ min{fk（叩，．．．，叫） I咋＝ 1,叫 Eふ (i=l,...,n)},

尻：＝ max{fk佃1,...，叫） 1咋＝ 1,叫 E△1 (i=l,...,n)}. 

例えば，りはプレイヤー Kが純戦略 lを確率 1で選択したとき，考えられる最小利得であり，尻
—k 

は考えられる最大利得である．

次の補題2と定理3は， n= 2,3の場合に [2]で示している．
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補題 2プレイヤー Kとその選択肢 l= 1,2について，以下が成り立っ．

l
k
l
k
l
k
l
k
 

a-

＿a
B

＿一，

min{a)1,…，]n I j ~1,..,,Jn I jk = l,ぷ＝ 1,2 (i=I=k)}, 

max{a点'…,inI jk = l,ぷ＝ 1,2 (iヂk)},
min{a炉'.,inI jk = l, ji = 1, 2 (i=I=k)}, 

max{a{''...,jn ljk=l, ji=l,2 (i=I=k)}. 

(5) 

(6) 

(7) 

(8) 

ただし，［は（4)で定義される．

証明 (7)の右辺を鱚とおき， k=lの場合に等式を示すことにする．（の1,．．．，叫）を瓜の定義

式の最小解とすると，

2 2 

呂＝ L·· ・と埒 ···X岱a陀••Jn
J2=1 jn=1 
2 2 n 

ミ砂区・・・区写 ・・・X岱＝Qirr国＋xf)=竹．
J2=l in=l i=2 

逆に，竹＝ a屈，jnとすると， e1= (1, 0), e2 = (0, 1)として， a伶，jn= Ji (ez, eh,..., eJn) ~尻

なので（7)が示された．（8)も同様に示される．また，直＝凶，吋＝豆［なので，（7)と(8)から

(5)と(6)が得られる． I

定理 3各プレイヤーが2つの純戦略をもつ上述の n人戦略形ゲームにおいて，

隼 ：＝ min{a{1・・・jnI jk = 1, ji = 1, 2 (i =f k)}, 
:K := m竺｛叫：：／Jn”|J•K = 1, J.t = 1, 2 (iヂk)｝，

=K 
:= min{a2··•Jn I jk = 2, ji = 1, 2 (iヂk)},

(3k := max{aぶ1・・・jnI jk = 2, ji = 1, 2 (i ヂk)} 

とおく．このとき，

min｛瓦，因｝ :S'Yiさmax{豆凸｝（i=l,...,n) (9) 

を満たす任意の 'Y= (,1,．．．,%)に対して，利得 1を実現する混合戦略（エ1,・・・,xn)E△？が存

在する．すなわち，

“x1,...'叫） ＝ ％ （i=l,...,n). 

さらに，（9)が狭義の不等式で成立する％については， Xi=(x}, x;）は△1の内点である．

証明．定理2と補題2を組み合わせればよい． I

例 1 ([2]）プレイヤーが2人のゲーム（双行列ゲーム）を考える．記述を簡潔にするために混合

戦略を X= (x1，四）， Y= (y1,Y2) E△ぃプレイヤー iの利得を

応，y)=（三）（:!:) (~:) 
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で表す．このとき，

min{max{a1, b1}, max{ c1, d1}} S勺1S max{min{a1,bi},min{c1,d1}} (10) 

min{max{ a2, c2}, max{b2,必｝｝ S"/2 S max{min{ a2, c2}, min{b2，必｝｝，（11)

を満たす任意の ("/1,"(2)に対して，その利得を実現する混合戦略 (x,y) E△fが存在する．さら
に， "/1が(10)を狭義に満たせばぉはふの内点であり， "/2が(11)を狭義に満たせばyは△1の

内点である．

プレイヤーが3人のときも同様である [2].

4 結び

純戦略が3つ以上のときは，以下のような対応が考えられる．ポイントは，注意 1で述べたよ

うに，利得関数の値域に大きな差ができるように向かい合う 2つの境界を選ぶことである．その

ためには境界が狭い方がよい． 3節で考察したゲームとの違いは以下の通りである．

•プレイヤー i の選択肢（純戦略）を j;= 1,2,...,m;で表す．

•m 次元確率ベクトルの空間を△m で表し，確率ベクトルユ€ △叫—1 をプレイヤー i の混

合戦略とよぶ．標準単位ベクトル ej,E △叫—1 は純戦略 j; を表す．

j1... jn 
• a. (1 ~ i ~ n, 1 ~れこ匹）を実数として，プレイヤー i の利得関数は

m1 叫

“叫・．．，叫） ＝こ・ • •こ叶'•Jnx『· • • X炉．
ji=l jn=l 

プレイヤー iに対し，任意に 2つの選択肢 jiヂしをとり固定する．［ejt,el,］を ej,とel，を結

ぶ線分として

隼：＝ min{fk（匹...，叫） 1叫＝ ejk,Xi E [ ej,, e叫（i=f k)}, 

百k := max{f心 1,...，叫） 1叫＝ eJK9年 E[eみ，elt]（i # K)｝， 

(3 ：=min{!以X1,...，Xn)I Xk = e如 XiE [ej,, e叫(iヂk)},
—k 

(3k := max{fk（X1,..., Xn) I Xk = e1k, Xi E [efo e1J (iヂk)}

とする．つまり，それぞれのプレイヤーの選択肢を 2つに絞った上で3節と同様に定義する．これ

により，選択肢が2の場合に帰着され， 3節の結果が適用できる．また，プレイヤー iの2つの選

択肢の組合せが増えるため， 'Yiの範囲が広がることが期待できる．

この方法以外に，例えば

/31,. := min{Jk（X1,...,叫） 1叫＝ e加 ”iE △叫—1 (i-/ k)} —k 

h := max{fk佃1,...，叫） 1叫＝ ejk,X; E △叫—1 (i-/ k)} 
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と定義することも考えられるが，［gK'面］が広がるため，隙間が出来ない可能性が高くなってしま
ぅ．なお，補題2の証明と同様にして，次の等式他を示すことができる．

ら＝min{a{ぃ．,Jn11：：：：： ji：：：：：叫（ii=k)}. 

最後に Nash均衡に触れておく．残念ながら，本稿の手法ではNash均衡を捉えることができな

ぃ．つまり， Nash均衡 x*での利得 'Y:= f (x*)が不等式 (3)を満たすとは限らない．そのような

例は簡単につくることができる．
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