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Abstract

前世紀末から今世紀の初頭にかけて、超弦理論の分野では「ゲージ・
重力対応」と呼ばれる理論上の大きな発見があった。この対応は、「ゲー
ジ粒子の微視的理論であるゲージ場の量子論が、本来重力を記述するは
ずの一般相対性理論に書き換え可能である」ことを意味している。この
講義では、「ゲージ・重力対応」を応用してゲージ粒子多体系の非平衡
物理学を重力理論の枠組みで解析する試みを解説する。重力理論側では
微視的理論の粗視化は数本の微分方程式を解く作業に帰着しており、線
形応答を超えた非平衡物理の解析を比較的容易に行うことが可能となっ
ている。本講義では、基本的な考え方やその背景を説明することで、今
後の研究の良いスタート地点を提供できればと考えている。
なお、本稿では、紙数の関係から全ての解説を記すことが出来なかっ

た。そのため、事前に予習をしておいて欲しい内容を中心に記した。概
略のみを記した内容もあるが、実際の講義では、時間が許す範囲で詳細
を解説する。

1 本稿について

1.1 本稿の趣旨
本論に入る前に、まず本稿の趣旨を説明しておきたい。ゲージ・重力対
応の全貌を短期間に解説することは不可能であるから、講義では物性
研究者にとって重要と思われる部分を選択して解説するようにしたい。
またその際には、なるべく聴衆が「理解」することを目指し、単なる耳
学問で終わらないようにも心掛けたい。本稿はそのような講義の予稿で
あるが、残念ながら、予定している講演内容全てを紙数の範囲で記述す
ることは出来なかった。
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そこで、本稿は予稿というよりも「予習ノート」の立場をとらせて
頂きたい。本稿で記述されているのは

• 講義の大まかな流れ
• 講義までに事前に把握しておいて欲しい基礎事項

である。具体的には、一般相対性理論の基礎が本稿の中心となる。ここ
では「物性物理学の専門家がゲージ・重力対応を学ぶこと」に特化した
解説を書いたつもりである。また、弦の古典力学の基礎も記述した。こ
れらの内容を基礎として講義を進める予定のため、講義の参加者は、本
稿の内容を事前に理解して臨んで頂ければと思う。実際の講義では、本
稿で触れていない詳細についても解説を行う。
なお、本稿では、3章以降において、素粒子理論や重力理論の研究

者が用いる自然単位系を採用し、c = h̄ = kB = 1とする。

1.2 参考文献について
ゲージ・重力対応関係の参考文献は枚挙にいとまがないが、物性物理学
の専門家が比較的読みやすいと思われる文献を中心にいくつか挙げて
おく。
ゲージ・重力対応の非平衡物理学への応用に関連する日本語の解説

記事としては、[9]がある。これは筆者が非専門家を強く意識して、非
平衡物理学への応用の概要を書いた記事である。また、線形応答領域で
の記述が主であるが、ゲージ理論や弦理論、重力理論の解説も含んだま
とまったテキストとして [10]がある。
ゲージ・重力対応そのものの解説記事としては、筆者が原子核理論

の専門家向けに行った講義ノートとして [11]がある。ここでは場の理
論と超弦理論のアナロジーを用いてゲージ・重力対応の考え方を説明
することに力を割いた。また、筆者が素粒子理論の専門家に行ったレク
チャーで使用したスライドは [12]からダウンロード可能である。なお、
ゲージ・重力対応が提案されて初期の頃に書かれた素粒子理論の専門家
向けの簡潔で優れた解説記事として [13]がある。
ブラックホールの熱力学まで含めた一般相対性理論のテキストとし

ては [14]が有名である。日本語の解説記事としては [15]や [16]がある。
超弦理論のテキストとしては、[17]を挙げておく。

2 導入
温度の定義は？と聞かれたならば、皆さんはどのように答えるであろう
か。恐らく以下のような答えを思いつくに違いない：
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1. 熱力学の視点からの定義：dE = TdS

2. 統計物理学の視点からの定義：P (Ei) ∝ exp[−Ei/kBT ]

3. 揺動散逸関係式を用いた定義：例えば、D = kBTµ

ここで、T は温度、Eは内部エネルギー、Sはエントロピー、P (Ei)は
エネルギーEiの状態が実現する確率、Dは拡散係数、µは易動度であ
る。しかし、現代物理学における温度の定義式はこれだけではない：

4. ブラックホールのHawking温度：kBTH = h̄κ
2πc

これは、κをブラックホールの表面重力とした時のブラックホールの
Hawking温度を与える式である。本稿の読者は、ブラックホールなる
ものは宇宙物理学の話であって、それらが合体することで重力波を生む
ようなことはあっても、統計物理学とは無縁の代物であると考えるかも
知れない。しかし、それは正しくない。
最初に、本稿の流れを示しておくことは有益であろう。ブラックホー

ルのHawking温度は、ブラックホールから放出される量子場の輻射が
温度 TH の Planck分布をすることから定義される。この意味では上記
2の定義に類似している。一方で、ブラックホールの古典的性質を調べ
ると、熱力学の法則に完全に相似な法則があることがわかり、そこでも
TH が温度の役割を果たしている。この意味では上記 1に類似な定義も
成立する。ここまで似ていると、THを何らかの温度と解釈したくなる。
しかし、ブラックホールは「1個の」天体である。1個の物体が温度

を持つとはどういうことであろうか？恐らくは、「1個」の物体と理解
するよりも、「1個の系」と理解すべきであって、その「系」は多数の
微視的な自由度から構成されているのではなかろうか？それでは、その
微視的重度とはいったい何なのか？
この疑問に対する一つの答えがゲージ・重力対応 (AdS/CFT対応）

[1, 2]である。ゲージ・重力対応によれば、ある種のブラックホール時
空は、ある種のゲージ粒子多体系と数学的に等価である。この対応に従
えば、「1個の」ブラックホールが有していた熱力学量の概念は、多数
のゲージ粒子で構成された「1個の系」の熱力学量であると読み替えら
れる。
ここで不思議なのは、粗視化のプロセスはどこで起きているのか、

ということである。ゲージ理論側では、理論はあくまで微視的理論とし
て与えられている。一方、読み替えを行う重力理論側では、既に粗視化
後の巨視的物理量が与えられている。誤解を恐れずに言えば、人類は、
この重力への読み替えの過程での「粗視化」のカラクリをまだ完全に
は理解していない1。しかし、Maldacenaのゲージ・重力対応の原論文

1この事情は講義でより正確に述べる。なお、ここでは粗視化について注目したが、ゲー
ジ・重力対応においては微視的理論の情報も失われずに残っており、粒子の散乱断面積など
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[1]が今までに 1万件以上引用される中で、ゲージ・重力対応の正しさ
が様々な計算から確認され、一方でその確立された反例は得られていな
い事実を踏まえると、「ある種のゲージ粒子の微視的理論のマクロな物
理が知りたければ、重力理論に書き換えれば良い」という「事実」2が、
どうやら存在しているらしいのである。
そうであれば、この事実を利用して、非平衡系のマクロな性質の理

解のためにゲージ・重力対応を使ってしまおう、というのがこの講義の
発想である。例えて言うならば、ゲージ・重力対応は人類が手にした火
のようなものである。人類が初めて火を手にした時、人類は決して「な
ぜ火が燃えるのか」理解はしていなかった。しかし利用することはでき
た。利用することで文明が発達し、原子・分子の発見や化学反応の理解
に至り、そこで初めて燃焼の意味を理解できたのであった。太古の人類
が燃焼の意味を完全に理解するまでその利用に躊躇していたならば、人
類は今だに未開のままであったであろう。
さあ、ここに燃える火がある。これを手にして使うか否かは、あな

た次第である。

3 一般相対性理論と時空の物理学
ゲージ・重力対応において、解析の中心は重力理論、すなわち一般相対
性理論である。そこで、講義への参加予定者は、以下の内容がフォロー
できる程度に、一般相対性理論を事前に復習しておいて欲しい。
まず d次元時空3の座標を一般的に xµ（µ = 0, 1, 2, · · · , d − 1）で表

すことにしよう。x0 = ctは時間座標であり4、xi（i ̸= 0）は空間的方
向の座標である。計量 gµν を用いると線素 dsは

ds2 = gµνdxµdxν

= g00dx0dx0 + g01dx0dx1 + · · · + gd−1 d−1dxd−1dxd−1, (1)

のように表される。ここで重複する添え字については和の規約を採用
し、2行目のように 0から d − 1までの和をとる。本稿も含め、多くの
文献で線素の 2乗 ds2を「計量」と呼ぶ場合があるが、これは実際には
(1)の各係数 gµν を指すものと理解して頂きたい。
最も単純な時空は Minkowski時空であろう。Minkowski時空の計

量は

ds2 = −dt2 + dx⃗2, (2)

の微視的過程の計算を重力理論側で行うことも可能である。
2数学的に厳密な証明はまだないが、物理的に自然な説明は存在する。
3本稿では次元を数える際には時間方向も含めて数えることにする。
4cは光速度であるが、以後 c = 1の単位系を用いる。
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で与えられる。（ここでは空間方向の座標をまとめて x⃗で表した。）こ
の場合、計量は「−g00 = g11 = · · · = gd−1 d−1 = 1、他の成分はゼロ」
の対角的な計量となっている。本稿では、このようにMinkowski時空
において g00 < 0となる符号のコンベンションを採用することにする。
上記から分かるように、計量は 2点間の距離の 2乗を定める役割を

持つ。したがって、計量が座標の「非自明な」関数となる時、時空は曲
がった時空となる。この計量の座標依存性を定める式が Einstein方程
式である。
一般相対性理論では、重力の理論を時空の力学として記述する。理

論の出発点は Einstein-Hilbert作用

SEH =
1

16πG

∫
ddx

√
−g (R − 2Λ) . (3)

である。時空に境界がある場合は適切な境界項を作用に含める必要があ
るが、ここでは省略する。ここで、GはNewton定数、gは計量 gµν の
行列式（g00 < 0のため g < 0に注意）、Λは宇宙項である。Rは時空の
スカラー曲率であるが、以下の定義を採用している。

R = gµνRµν ,

Rµν = Rα
µαν ,

Rµ
αβγ = ∂βΓµ

αγ − ∂γΓµ
αβ + Γµ

λβΓλ
αγ − Γµ

λγΓλ
αβ ,

Γµ
αβ =

1
2
gµρ(∂βgαρ + ∂αgβρ) − ∂ρgαβ .

作用 (3)を計量 gµνで変分することにより、Einstein方程式が得られる：

Rµν − 1
2
gµνR + Λgµν = 0. (4)

これらの定義から分かるように Einstein方程式は計量に関する２階の
非線形偏微分方程式である。与えられた境界条件・初期条件のもとでこ
の方程式を解くことにより、計量が定まり、時空が決まる。

Einstein方程式にはいくつかの典型的な解がある。簡単のため、こ
こから 3章の最後までは、Λ = 0かつ d = 4の場合を例にとって解説を
進めていくことにする。Λ = 0の場合、最も単純な解はMinkowski時
空であり、その計量は (2)あるいは極座標を用いて

ds2 = −dt2 + dr2 + r2dΩ2, (5)

のように表すことができる。ここで空間部分の座標として動径方向を r
とした極座標を採用し、線素の「角度方向」の成分は半径 1の 2次元球
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面の線素 dΩを用いて表した。具体的には、標準的な角度変数 (θ, ϕ)を
用いて dΩ2 = dθ2 + sin2 θ dϕ2のように与えられる。
一方で、次のような非自明な時空も解となる：

ds2 = −f(r)dt2 +
dr2

f(r)
+ r2dΩ2,

f(r) = 1 − rH

r
, (6)

ここで rH は Einstein方程式の境界条件で定まるパラメータであるが、
後で見るようにSchwarzschild半径という特別な意味を持つ。Minkowski
時空 (5)は rH = 0の特別な場合である。

3.1 曲がった時空中の粒子の運動
曲がった時空中での物体の運動の解析は、ゲージ・重力対応の文脈でも
非常に重要である。そこで、曲がった時空中の粒子の解析力学について
復習しておきたい。
質量mの点粒子の作用は以下のように与えられる。

S = −m

∫
dτ. (7)

ここで τ は固有時であり、

dτ =
√
−∂ξXµ∂ξXνgµν dξ (8)

で与えられる。Xµは時空の「座標」であるが、ここではXµを力学変
数として扱うため敢えて大文字としておいた。つまりXµは漠然と時空
に張られた座標というよりも、今記述しようとしている粒子の「位置」
を表す。これは運動方程式によって決定される力学変数である。一方、
ξは理論の構成のために便宜上導入した座標である。いわば粒子の軌跡
に沿って振った目盛であり、その目盛の振り方は我々の任意である。た
めしに ξ → ξ′ = h(ξ)（h(ξ)は性質の良い ξ の関数）のように変換を
行っても理論が不変であることを確認できる。
教科書でよく見かけるのは ξ = tとする記述である。これは粒子の

軌跡上の目盛を、その通過時刻で振っていこうという方法である。(8)
は後で述べる弦の力学を論ずる際に参考になる書き方であるが、ここで
は簡単のために ξ = tとして話を進めることにする。この場合、粒子の
作用は

S ≡
∫

Ldt = −m

∫
dt
√
−g00 − (Ẋ i)2gii, (9)
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となる。ただし、計量は対角的であると仮定し、iの添え字は 1から 3
までの和をとるものとした。またドットは時間微分を表し、Ẋ0 = 1を
用いている。例えば、(9)から読み取られる Lagrangian（L）を用いて
x1方向の正準運動量を計算すると、Ẋ1 = vとして

p1 =
∂L

∂Ẋ1
=

mvg11√
−g00 − v2g11

, (10)

となる。Minkowski時空の場合（−g00 = g11 = 1）を考えると特殊相
対性理論の教科書でおなじみの式が得られることがわかる。（ここでは
c = 1としていることに注意。）
それでは、粒子が感じる重力ポテンシャルを計算してみよう。Minkowski

時空の場合は計量が定数であり、LagrangianはXj を顕わに含まない。
このため ∂L/∂Xj = 0、すなわち粒子に力は働かない。次に、(6)で与
えられる時空の場合を考えてみよう。簡単のために粒子が静止している
（Ẋi = 0）場合を考えると、L = −m

√
−g00であり、これが rに依存し

ている。無限遠方（r ≫ rH）では

∂L

∂r
= −mrH

2r2
= −G

Mm

r2
, (11)

ただし、最後の式では

rH = 2GM (12)

とおいた。これは無限遠方では質量M = rH/2Gの天体の周囲で質量
mの粒子が感じる重力に一致することを意味する。このように、非自
明な計量は重力の影響を記述している。逆に、重力が存在する時空では
計量が非自明になっている。

3.2 ブラックホール
(6)で与えられる時空は Schwarzschild時空と呼ばれ、興味深い性質を
持っている。前節で見たように、無限遠方では質量Mを持つ天体の周囲
の時空という解釈が成立する。しかし、r = rH において g00 = g−1

rr = 0
となり計量が特異的である。
試しに、r = rH 近傍（r = rH + ϵ、ϵ > 0）から動径方向に発せら

れた光が時空内の点 r = rH + r0（r0 > ϵ）へ届くまでに要する時間
△tを計算してみよう。光の軌跡は ds2 = 0で与えられるため、(6)から
dt = f−1drが得られる。（動径方向への軌跡を考えたため dΩ = 0とし
た。）従って、

△t =
∫ rH+r0

rH+ϵ

dr

f(r)
= r0 − ϵ + rH log

r0

ϵ
, (13)
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となり、限りなく r = rH に近い点（ϵ → 0）から発せられた光は、
r = rH + r0の点に到達するまでに無限の時間が必要なことがわかる。
実際のところ、r = rH の内側から発せられた光は r = rH の外側に

は決して脱出できないことを示すことができる。そのため、半径 r = rH

の内側は外部から見ると黒い穴のように見えることになり、ブラック
ホールと呼ばれている。
ここで注意したいのは、r = rH では (6)の grr が発散しているが、

これは見かけの発散であり物理的発散ではないということである。例え
ば次のような関係を満たす新たな座標 r∗（亀座標とも呼ばれる）を考
えよう。

dr∗ =
dr

f(r)
. (14)

すると、(6)は

ds2 = f(r)
(
−dt2 + (dr∗)2

)
+ r2dΩ2 (15)

となる。さらに v ≡ t + r∗を導入すると、この計量は

ds2 = −f(r)dv2 + 2dvdr + r2dΩ2 (16)

となる。このように (v, r)を用いた座標系は（内向き）Eddington-Finkelstein
座標と呼ばれている。この座標系では ds2の各項のいかなる係数も r =
rH で発散していない。このため、Eddington-Finkelstein座標を用いる
と、時空を r < rH の領域までスムーズに伸ばすことが出来る。r < rH

の領域から光は脱出できないため外部から r < rH の領域を見ることは
出来ないが、しかし時空は r < rH の領域まで続いているのである。こ
の意味で r = rH の面を「事象の地平線」（event horizon）と呼ぶ。細
かく言うと定義によって horizonにはいくつかの種類があるが、本稿で
は深入りしないこととし、単にホライズンと記すことにする。
ところで、一般相対性理論において、物理量とは座標変換によって

変更を受けない量、すなわちスカラー量として定義される。この意味
で、座標の選び方によって変更を受ける計量自身は物理量ではない。一
方で、時空の曲率 Rなどはスカラー量である。宇宙項がゼロの理論に
おいては r = rH の直上においても R = 0となることは Einstein方程
式から簡単に示すことができる。またリーマンテンソルの 2乗から構成
したスカラー量RµνρλRµνρλもホライズン上では有限である。まれに見
られる誤解として、「ホライズン上で物理量が発散する」という誤解が
あるが、実際にはホライズン上ではスカラー量は有限値にとどまり、物
理量は発散しない。
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3.2.1 表面重力

例えば、以下のような問題を考えてみよう。単位質量の粒子をホライズ
ン上に静止させることを考える。ただし、この粒子は質量ゼロの仮想的
なロープで無限遠から吊り下げられている。無限遠点でこの粒子を支え
るために必要な力（κとする）はどのくらいであろうか？

κを見積もるために、ロープの長さは変化させずにホライズン上の
粒子の r 座標を「ゆっくりと」微少に δr > 0だけずらす操作を考え
てみる。静止している単位質量の粒子のエネルギーは

√
−g00であるか

ら、このときの粒子のエネルギー変化は
√
−g00

∂r |r=rH δrであろう。この
とき無限遠点での力がした仕事はいくらであろうか。r座標を δrだけ
変化させた場合に実際に動く距離は

√
grrδrとなる。従って、ロープの

長さを変化させずにホライズン上で δrだけずらすことは、無限遠方で
は（r = ∞において grr = 1であるとして）

√
grr|r=rH δrだけ端点をず

らすことに他ならない。仕事が釣り合うためには

∂
√
−g00

∂r

∣∣∣∣
r=rH

δr = κ
√

grr|r=rH δr. (17)

従って

κ =
1

√
grr

∂
√
−g00

∂r

∣∣∣∣∣
r=rH

. (18)

ここで−g00 = 1/grr = f(r)を用いると

κ =
1
2
f(r)′

∣∣∣∣
r=rH

=
1

4GM
(19)

となり、たとえホライズン上に位置する物体であっても、無限遠にいる
観測者は有限の力で支えることが可能なことがわかる。
今ここで計算した κはブラックホールの表面重力と呼ばれる。これ

はブラックホールのホライズン上での重力加速度を無限遠での観測者
の視点で測定した値である。表面重力の正式な定義としては、Killing
vectorと呼ばれるものを用いた定義を採用するべきであると考えるが、
ここでは立ち入らないことにする。

3.3 ブラックホールの熱力学
ここで、既に知られているブラックホールの性質についてまとめてみた
い。興味深いことに、ブラックホール時空の物理的性質は熱力学の法則
と類似していることが分かる（表 1）ここで、T、S、Eはそれぞれ熱力
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Table 1: 熱力学とブラックホールの物理の類似．

熱力学 ブラックホール
第 0法則 熱平衡で T 一定 定常解で κ一定
第 1法則 dE = TdS dM = κ

2π
dA
4G

第 2法則 Sは減少しない Aは減少しない
第 3法則 T = 0にできない κ = 0にできない

学における温度、エントロピー、内部エネルギーであり、κ、A、M は
それぞれブラックホールの表面重力、ホライズンの面積、ブラックホー
ルの質量である。例えばブラックホールの「第 2法則」は、直観的には
以下のように理解できる5。ブラックホールからは古典的には何物も脱
出できず、物質は吸い込まれる一方である。従ってブラックホールのホ
ライズンの面積は増大する一方である。Einstein-Hilbert作用 (3)その
ものは時間反転に対して対称に構成されているが、物質を吸い込む一方
であるブラックホールという「解」が時間反転対称性を破っており、こ
こに「時間の矢」すなわち「不可逆性」が生じていることもわかる。
第 1法則については以下のように検算することができる。例えば (6)

で与えられるブラックホールでは、ホライズンの面積は

A = 4πr2
H = 16πG2M2, (20)

であるから

dA = 32πG2MdM (21)

従って

dM =
1
2π

1
4GM

dA

4G
=

κ

2π

dA

4G
(22)

が成立している。
このように、表 1から (T, S, E)と (κ,A, M)の間には対応が成立し

ていることがわかる。従って、表面重力を温度に、ホライズンの面積を
エントロピーに見立てると、ブラックホールの性質は、あたかも熱力学
の第 0法則から第 3法則までに符合する。しかし、この時点では単なる
類似性であり、ブラックホールに熱力学が存在すると結論するのは、こ
の段階ではいささか早計である。

5厳密な証明は非自明である。
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3.4 Hawking温度の計算
ブラックホールに本当に「熱力学」が存在するのであれば、表面重力は
「温度」であると解釈できなければならない。Hawkingはブラックホー
ル時空上の場を量子化し、ブラックホールが黒体輻射（Hawking輻射）
を行うことを発見した [3]。彼の計算によれば、その輻射の温度はまさに

T =
κ

2π
(23)

で与えられ、表面重力 κ（の定数倍）が温度の意味を持っていることが
明らかとなった。このブラックホールの温度のことをHawking温度と
呼ぶ。例えば (6)のブラックホール時空では (19)を用いて

T =
1

8πGM
(24)

となる。
このHawking温度の計算には以下のような簡便法があるので紹介し

たい。ここで、有限温度の場の理論を思い出して欲しい。有限温度の場
の理論では、虚時間を導入して時空を Euclid化し、その虚時間の周期
を逆温度 β と同定した。同じ議論がブラックホールにも通用すること
を見るために、(6)のブラックホール時空をEuclid化してみよう。以下
の議論では (t, r)方向のみを議論するため、(6)の計量のうち関係する
部分のみを書くと

ds2 = −f(r)dt2 +
dr2

f(r)
. (25)

この時空を Euclid化するとは、t → −itE と置き換える6ことであるか
ら、Euclid化した計量は

ds2
E = f(r)dt2E +

dr2

f(r)
. (26)

この計量のホライズン近傍での振る舞いを調べよう。一般にホライズン
近傍では

f(r) = a(r − rH) + · · · (27)

のように展開できるため、ホライズン近傍での計量 (26)は

ds2
E = a(r − rH)dt2E +

b

(r − rH)
dr2. (28)

6Euclid化前の作用を S、Euclid化後の作用を SE（SE ≥ 0）としたとき、eiS が Euclid
化後に e−SE となるように虚数単位の前の符号を選ぶ。
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となる。ここで (26)の場合は a = 1/bであるが、より一般の場合にも
適用できるように敢えて定数 aと定数 bを独立して記しておく。ここで

a(r − rH) = ρ2 (29)

とおくと、2ρdρ = adr、従って

ds2
E = ρ2dt2E +

4b

a
dρ2 =

4b

a

(
dρ2 +

a

4b
ρ2dt2E

)
. (30)

上式の dρ2 + a
4bρ

2dt2E の部分は 2次元極座標の計量 dr2 + r2dθ2と同様
の構造をしている。2次元極座標の場合、θの周期を 2πにしないと、原
点が円錐の頂点のように singularとなってしまう。時空が正則である
ことを要請するとこのような singularity（conical singularity）は許さ
れない。同様に、(30)においてもホライズン近傍の正則性を要求する
と、1

2

√
a
b tE の周期が 2πであることが要求される。このため、tE の周

期△tE は任意ではなく、

△tE = 4π

√
b

a
(31)

に定まる。虚時間の周期を逆温度と同定すると、温度 T は

T =
1
4π

√
a

b
(32)

のように、ホライズン近傍の計量を用いて定まることになる。(6)の場
合は

f(r) = r−1
H (r − rH) + · · · (33)

であるから a = 1/b = r−1
H であり、

T =
1

4πrH
=

1
8πGM

(34)

である。これはHawkingが当初別の方法で求めたHawking温度 (24)と
一致する。

4 ゲージ・重力対応への道
このように、ブラックホールには温度の概念が存在し、ブラックホール
の物理は熱力学の法則を満たすことがわかった。しかし、表 1での対応
は以下の点で奇妙である。
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1. 次元の問題
ブラックホールのエントロピーは、そのホライズンの面積に比例
する。しかしエントロピーは示量性の物理量であるから、むしろ
ブラックホールの「体積」に比例すべきではないのか？しかし実際
には体積ではなくホライズンの面積に比例するのであるから、次
のように考えるしかない。つまり (6)のような 4次元時空内のブ
ラックホールは、空間 2次元の系の熱力学を記述しているのであ
る。この考えを進めると、空間 3次元の熱力学系をブラックホール
で記述したければ、５次元時空内のブラックホールを考えて、そ
のホライズン部分（r座標に r = rH で直行する (t, x⃗)で張られる
部分空間）が空間 3次元を持つように設定しなければならない。

2. 比熱の問題
(34)を見ると、ブラックホールの質量（エネルギー）が温度に反
比例している。これは比熱が負であることを意味し、熱力学的に
は ill-definedな系である。

4.1 AdS時空
実は、比熱が正となるブラックホールを作ることが出来る。その典型
的な例は、AdS時空中のブラックホールを考えることである。AdS時
空とはAnti de Sitter時空の略であり、例えば次のような計量で与えら
れる。

ds2 =
r2

L2
(−dt2 + dx⃗2) +

L2

r2
dr2, (35)

ここで LはAdS時空の半径と呼ばれる正のパラメータである。この時
空は負の曲率を持ち、Λ = −6/L2 < 0の Einstein方程式の解となって
いる。
この時空はMinkowski時空と決定的な違いがある。その一つは時空

の境界の存在である。(13)と同様に、時空の任意の点（r = r0）から r
方向に発せられた光が r = ∞に到達するまでの時間△tを計算してみ
よう。ds2 = 0から dt = L2r−2drであり

△t =
∫

dt = L2
∫ ∞

r0

dr

r2
=

L2

r0
, (36)

従って、有限の時間でr = ∞に到達してしまう。同様の計算をMinkowski
時空で行えばdt = drにより無限の時間が必要である。この結果は、AdS
時空における r = ∞の点は「無限遠点」ではなく、そこでの物理的情
報が時空内部に影響を及ぼすことを意味する。この意味で (35)におけ
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る r = ∞の点をＡｄＳ時空の境界（boundary）と呼ぶ。ゲージ・重力
対応では、この境界の存在が決定的に重要な役割をはたす。
それでは、具体的にAdS時空上のブラックホールの比熱を計算して

みよう。空間 3次元系の熱力学に対応するように、5次元 AdS時空を
考え、その中の Schwarzschildブラックホールを考える。この時空の計
量は

ds2 =
r2

L2

(
−f(r)dt2 + dx⃗2

)
+

L2

r2

dr2

f(r)
, (37)

f(r) = 1 − r4
H

r4
, (38)

で与えられる。あとは 3.4章と同様の計算を行えば Hawking温度が計
算できる。ホライズン r = rH 近傍で

r2

L2
f(r) =

4rH

L2
(r − rH) + · · · (39)

となるため、(28)における a = 1/b = 4rH/L2であり、Hawking温度は

T =
rH

πL2
(40)

となる。(34)の場合と異なり、T は rH に比例している。
AdS時空中のブラックホールの場合、r = ∞においても時空は平坦

とはならないため、ブラックホールの「質量」、あるいは系のエネルギー
の定義は (11)でのM を決定する議論よりも複雑となる。実際には、5
次元 AdS時空中の Schwarzschildブラックホールの場合、系のエネル
ギーは r4

H に比例する形で与えられることがわかっている。従って、こ
の系の比熱は正である。このように 5次元 AdS時空中のブラックホー
ルを考えれば上記 1、2の問題は解決される。

4.2 ゲージ・重力対応の主張
以上の考察から類推されるのは、5次元AdS時空に埋め込まれたHawk-
ing温度 T のブラックホール時空は、4次元（空間 3次元）の「温度 T
の何らかの熱平衡系」に対応しているのではないか、ということであ
る。さらに、T → 0の極限（rH → 0に相当）をとればホライズンは消
滅し、重力理論側は純粋な 5次元AdS時空（AdS5と書くことにする）
となる。したがって、5次元AdS時空は「（温度ゼロの）何らかの理論」
を記述しているのではないかと推測される。しかし、このままでは単な
る類推に過ぎない。そもそも、「何らかの理論」とは何であろうか？
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実は、D-braneと呼ばれる、超弦理論の非摂動的な解を用いた考察
を行うことで、重力理論とゲージ理論の対応を自然かつ具体的に予測す
ることができる。その議論で得られる対応の代表的なものは以下のよう
なものである [1]。

ゲージ・重力対応の代表例

4 次元 N = 4 SU(Nc) large-Nc 超対称 Yang-Mills 理論の λ ≡
g2
Y MNc ≫ 1 極限の量子論は、AdS5×S5 上の古典 type IIB 超重
力理論と等価である。

上記の説明を行うには超弦理論および場の量子論の基礎を避けて通るこ
とができない。しかし残念ながら、本稿ではその詳細を述べることは紙
数の制限から不可能である。ここでは用語の説明を簡単に述べるにとど
め、詳細は講義にて可能な範囲で説明することにする。

• 超対称性
bosonと fermionの入れ替えの対称性。超対称変換には何通りか
の定義が可能であり、N = 4とは、理論が 4種類の超対称変換の
もとで、不変に作られていることを示している。

• Yang-Mills理論
非可換ゲージ理論。ゲージ対称性を表現するゲージ群が非可換群
となっているゲージ理論である。ここではゲージ群としてSU(Nc)
を考えている。クォーク・ハドロン物理学の基礎理論であるQCD
のゲージ群は SU(3)である。QCDにおける呼称をそのまま用い
てNcを「カラー（color）の数」と呼ぶ。本稿ではYang-Mills理
論のことを単に「ゲージ理論」と呼ぶことにする。

• large-Ncゲージ理論
SU(Nc)ゲージ理論で Nc → ∞の極限をとった理論。別の言い
方をすれば、Nc が有限の SU(Nc)ゲージ理論において物理量を
1/Ncで展開し、その leading orderを扱う近似であると理解して
も良い。なお、もとの SU(Nc)ゲージ理論の相互作用の強さ（結
合定数）を gY M とした時、large-Ncゲージ理論では有効結合定数
が λ ≡ g2

Y MNcで表される7。従って、λ ≫ 1の極限とは、強結合
極限である。λのことを「’t Hooft結合定数」と呼ぶ。

• AdS5× S5

Snとは n次元球面のことである。例えば S1は円、S2は通常我々
が目にする 3次元空間内の球の表面である。超弦理論は 10次元時
空で定義されているため、超弦理論から導出されるゲージ・重力

7正確には、large-Nc極限は λを有限に保ったままNc → ∞、gY M → 0の極限をとる操
作である。
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対応では、重力側の時空は 10次元となる。AdS5× S5とは、その
10次元のうち 5次元部分が S5に丸まって（コンパクト化されて）
おり、残りの「広がった」5次元部分がAdS5となっていることを
意味している。多くの解析では S5部分を除外して、重力理論は 5
次元の AdS5時空であるとした立場で出発しても問題ない。本稿
でもそのような立場を採用する。

• 超重力理論
重力理論（一般相対性理論）に超対称性を導入した理論。重力子
の他に、スカラー場やテンソル場、それらの超対称パートナーで
ある fermion場などを含んでいる。10次元超重力理論にはいくつ
かの種類が知られており、type IIB超重力理論とは、そのうちの
一つである。本稿の多くの場所では、この超重力理論のことを単
に「一般相対性理論」と呼んでいる。

これらの詳細説明には紙数が足りないことを、理解して頂けたものと思
う。そこでここでは、ゲージ・重力対応の導出や各理論の詳細な説明よ
りも、ゲージ・重力対応がどのように利用可能となるのか、その概要を
提供することにしたい。
なお、ゲージ・重力対応の視点から、(38)の時空に関するコメント

がいくつかある。この時空は上記N = 4超対称ゲージ理論の有限温度
系を記述するが、超弦理論の D-braneを用いた議論を経由すると (38)
のパラメータ Lとゲージ理論のパラメータに関係がつく。具体的には

L4 = 2λl4s (41)

の関係がある8。ここで lsは超弦理論における弦の長さスケールであり、
超弦理論に現れる弦の張力 Tsと

Ts =
1

2πl2s
(42)

の関係がある。このように書くと、lsという余分なスケールが議論に混
入してきたように感じるかも知れないが、ゲージ・重力対応で正しく
ゲージ理論の物理量を計算すると、全てがゲージ理論のパラメータを用
いて表され、（本来無関係であるはずの）lsが単独で最終結果に残るこ
とはない。

8ゲージ・重力対応の文献によっては、ここの 2λを λと定義している文献も少なくない
ため、注意が必要である。
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5 非平衡物理学への応用
そもそも、非平衡物理学はなぜ難しいのであろうか？それは、平衡系で
用いることのできた重要な基本原理を、非平衡系では前提として用いる
ことができないからである。ここで、重要な基本原理とは次のようなも
のをさす。

• 詳細つり合いの原理
• 等重率の原理
• 平衡系の熱力学の法則

例えば詳細つり合いの原理を用いると、平衡状態における確率分布が古
典的にはボルツマン分布に、量子的にはボーズ／フェルミ分布となるこ
とが、極めて一般的に示される。あるいは同様の結論は等重率の原理や
平衡系の熱力学の法則を用いることでも得ることができる。一旦、確率
分布が決まれば、一つ一つの微視的自由度の力学を追わずとも、物理量
の統計物理学的な期待値を計算することが可能となった。
問題は、非平衡状態では上記の基本原理を前提とすることが出来ず、

従って確率分布もどのようなものが実現するのか良く分からないのであ
る。それゆえ、巨視的な物理量の期待値を計算することは、一般には難
しい問題となる。
それでは通常、非平衡系の解析を行うには、どのようなアプローチ

を選ぶのであろうか、典型的には以下のようなアプローチであろう：

1. まず熱平衡状態を用意する。

2. 系に外力を加えることで、系の状態を非平衡にドライブする。

3. 物理量の期待値の時間発展を刻一刻と追うことができれば、終着
点の非平衡状態における物理量の期待値を知ることができるであ
ろう。

このようなアプローチにおいて、外力を摂動として扱い、その摂動
の一次までで近似を行うのが線形応答理論の考え方であった。それで
は、摂動の無限次までの計算が可能であれば、全ての非平衡現象を記述
可能であろうか？答えはNOである。
そもそも、摂動展開は一般には漸近展開であって、適切な次数まで

で計算を止めると有効な近似を与えるが、無限次までの足し上げを行う
と一般には収束しない9。さらに、摂動では記述し得ない、非摂動的効
果が存在する。これは例えば、相転移現象のように基底状態が不連続に
転移する現象などである。摂動論を定義する際は、ある基底状態を定義

9もちろん、収束するような特別な場合もある。

《講義ノート》 物性研究・電子版　Vol. 6, No. 4, 064203（2017年11月号）



し、そこからの摂動展開を行うが、その基底状態そのものが不連続に転
移する現象を記述する際には、摂動論の枠組みそのものが破綻するので
ある。
従って、願わくば、非平衡状態を、外力に対して「非摂動的に」解

析する枠組みが欲しいのである。そのような手法として思いつくのは

• 実際に実験をする
• 数値シミュレーションをする

そして、上記以外の手法として、「ゲージ・重力対応の応用」が存在す
るのである。
上で述べたように、非平衡物理学の困難は、微視的理論と巨視的物

理をつなぐ「粗視化」の困難にあった。しかし、ブラックホールの物理
学で見たように、重力理論では、この粗視化は重力理論側の運動方程式
（Einstein方程式）—これは非線形偏微分方程式であった—を解くだけ
で、巨視的物理量や巨視的物理量の間の法則が「勝手に」得られたので
あった。不思議なことだが、重力理論は粗視化の手法を「知って」いる
ようである。
ゲージ・重力対応を用いた非平衡系の解析にあたっての考え方は以

下の通りである：

• 熱平衡状態を用意する（ブラックホール時空）
• 系に外力を加えることで、系の状態を非平衡にドライブする
• 外力存在下での時空の運動方程式を解く

最後のステップでは、外力は「重力の運動方程式を解く際の境界条件」
として導入される。従って、このステップは最初の熱平衡状態を求める
際と同じ方程式を、しかしながら（外力に依存した）非自明な境界条件
のもとで解く、という作業に相当する。そして、この境界条件を指定す
る外力は、必ずしも微少である必要はない。その境界条件の下での微分
方程式が解ければ良いのである。
境界条件（すなわち外力の加え方）次第では、解が分岐して複数の

解が得られる場合もある。この場合はよりエコノミックな10解が選択さ
れるであろう。パラメータの値によって、エコノミックな解が転移を起
こす場合が相転移に相当する。

10正確な意味は講義で述べる。
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6 非平衡定常系

6.1 非平衡定常状態
ここまでは、重力理論を用いて平衡系を記述し、さらに外力をかけて系
をドライブし、この過程を重力理論側で追いかけることで終状態の非
平衡系の重力理論による記述に到達する、といった一般的シナリオを描
いてきた。最後の非平衡状態に対応する重力理論側の物理量を、もとの
ゲージ理論の多粒子系の物理量に「ゲージ・重力対応」を用いて翻訳し
なおせば、非平衡状態での多粒子系の物理を読み取ることが出来るであ
ろう。これが大まかなシナリオである。
しかし、例えば、外力によって時間発展する Einstein方程式を解く

作業は、実行可能ではあるものの、一般的には数値計算を必要とする
大変な計算にはなる。我々はこれから非平衡物理学という難問に挑戦す
るのであるが、まずは可能な限り単純な問題から挑戦していくべきで
あろう。このような単純だが非自明な問題に、非平衡定常状態の問題が
ある。
非平衡状態は大きく二つに分類することができる。一つはマクロ変

数が時間変化する状態、もう一つはマクロ変数が時間変化しない状態で
ある。マクロ変数が時間変化しない非平衡状態を非平衡定常状態と呼
ぶ。非平衡定常状態の例としては、例えば、熱浴に接したヒータに一定
の電力が供給されている場合を考えることができる。
この場合、ヒータには電場という形で外力が加わっており、この外

力が単位時間あたりに行う仕事、すなわち電力はヒータの中で熱へと変
換される。この熱はヒータが接する熱浴に散逸される。熱浴への散逸と
電力による熱生成が釣り合っている場合、ヒータという着目系に残るエ
ネルギーは差し引き一定となる。ヒータでは熱が生成されているため平
衡状態にはないが、しかしながら定常状態ではあり、非平衡定常状態が
実現している。このように非平衡定常状態を実現するには、

• 着目系（今の例ではヒータ）
• 外力
• 熱浴

の 3要素が必要であることがわかる。

6.2 重力双対での非平衡定常状態
それでは、この 3要素を重力理論側でどのように構成できるのかにつ
いて述べたい。熱浴は、熱平衡状態にあり、比熱が（着目系で生成され
る熱量に比べ）十分大きな系を準備すれば構成できる。これはブラック
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ホール時空を用いて構成可能である。また、外力は、着目系の運動方程
式に対する境界条件として設定が可能である。
問題は、着目系である。これはブラックホール時空とは別の系とし

て準備しなければならない。ここでは、ブラックホール時空という「入
れ物」の中に、着目系を表現する「部分系」を設置することになる。こ
の部分系は、典型的には

• D-brane

• string（弦）

といった、超弦理論の枠内に存在する物理的要で構成することになる。
ここでは、弦を用いる場合についてさらに説明を行う。（D-braneを

用いる場合については講義で解説する。）弦を用いて構成される非平衡
定常系は、熱浴中を外力によって一定速度で牽引されるテスト粒子の系
（ここでは Langevin系と呼ぶことにする）である。重力理論の描像で
は、このテスト粒子が弦で構成される。
ここに「粒子」ではなく「弦」が現れる理由は、以下のようになる。

元来、ゲージ・重力対応は超弦理論の枠組みで構成されている。その
「名残り」としてテスト粒子の記述には「弦」が必要となる。あるいは、
以下のように納得することも出来るかも知れない。重力理論側の次元は
ゲージ理論側の次元よりも 1次元多かった。この余分な方向は (38)の
r方向である。逆に言うと、r座標以外の座標（rに垂直方向）はゲー
ジ理論を記述する座標 (t, x⃗)と共通である。これはホライズンの広がる
方向でもあり、また AdS時空の境界面の方向でもある。つまり境界面
の次元は重力理論の次元よりも 1次元低く、ゲージ理論の次元と同じで
ある。従って、重力理論に長さのある弦を導入しても、その弦が r方向
に伸びている限り、境界面とは点で交わる。よって境界面の (t, x⃗)座標
の視点、すなわち対応するゲージ理論の次元の視点では、このような弦
は「点粒子」として認識されるのである。
この描像に基づくと、Langevin系の設定は次のようになる：

• 熱浴としてAdS5中のブラックホールを用意する。

• 時空の境界から時空内に弦を垂らす。（テスト粒子の導入）
• 垂らした弦の境界上の端点を、境界面に沿った方向（例えば x1方
向とする）に速度 vで動かす。（弦の境界条件の設定：テスト粒子
を牽引する外力の導入）

このような設定から得られる情報は、例えば以下のようなものがある：

• 弦（テスト粒子）がブラックホール時空（熱浴）から受ける力（摩
擦力）が vの非線形な関数として計算される。
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• 牽引されている弦（テスト粒子）の振動（揺らぎ）を解析するこ
とで、非平衡定常状態における揺動散逸関係式や有効温度の情報
が得られる。

いずれにせよ、重力側で扱う物理は、ブラックホールという曲がっ
た時空上を運動する弦の力学であり、これは与えられた境界条件の下で
の運動方程式を解く作業となる。難しいはずの、線形応答を超えた範囲
での非平衡定常状態の解析が、微分方程式を解くという遂行可能な作業
に帰着するのである。
なお、摩擦力が具体的に計算可能という事実は、「特定の微視的理

論で定義された特定の系」の物理量を具体的に計算していることに他
ならない。例えば次節で計算する例は、「N = 4超対称ゲージ理論で構
成した熱浴中をクォークが一定速度で牽引された場合の摩擦力の計算」
となる。様々な物理量が具体的に（場合によっては解析的に）計算され
るのは良いが、得られた結果の一般性が気になるのも事実である。この
意味では、ゲージ・重力対応による解析は「理論実験」であると理解す
べきである。つまり、特定のモデル設定に立脚した、（シミュレーショ
ンでも思考実験でもなく、数式を駆使した）理論的な実験であり、得ら
れた結果は、そのモデルに特化した「データ」である。この意味では
「N = 4超対称ゲージ理論」という仮想的な理論での輸送係数を求めて
も意味がないと思われる方もいるであろう。問題は、このように得られ
た「データ」から一般的な情報を如何に引き出すかである。それは、そ
のデータ解析を行う我々理論屋のセンスにかかっている。
このように述べると、いささか負の印象を持たれるかも知れないが、

しかしながらゲージ・重力対応を用いることで、明確に計算可能な非平
衡定常状態のモデルを手にすることができ、これを通じて、仮説や予
想の検証を行ったり、反例を発見したり、他のモデルでは得られていな
かった新現象を発見したりすることが可能となる。また、重力側に現れ
る式には、モデルによらず極めて一般的に成立するものと、モデルに強
く依存するタイプのものがあり、このような視点から、得られた結果の
一般性を推測することもある程度可能である。
筆者は、このような意味で、ゲージ・重力対応による解析から、現

実の非平衡定常状態の物理の一般的性質について示唆を得ることは可能
であると考えている。いずれにせよ、得られた結論の是非の最終判断は
実験による検証でなされることになるが、これは全ての理論が負う宿命
である。

6.3 Langevin系
それでは、実際に弦の運動を解析し、テスト粒子が受ける摩擦力を vの
非線形な関数として求めてみよう。（原論文は [4]。）

《講義ノート》 物性研究・電子版　Vol. 6, No. 4, 064203（2017年11月号）



相対論的な弦の作用は以下で与えられる。

S = −Ts

∫
dξ0dξ1

√
−det hab , (43)

hab = gµν∂aX
µ∂bX

ν , (44)

これは、点粒子の作用 (7)を弦に拡張したものである。(7)では作用
が粒子の 1次元的軌跡（世界線）に沿った 1次元の積分で現されていた
が、弦の軌跡（世界面）は 2次元面となるため、積分も 2次元の積分
となる。(7)の積分の前の係数は質量mであったが、ここでは弦の張力
Tsに置き換わっている。(8)における固有時は弦の長さ方向が加わるた
め、固有時と固有長さの積に拡張されている。弦の作用は、大雑把には
（相対論的な）長さ×質量で与えられていたが、弦の作用は（相対論的
な）面積×張力で与えられるのである。ここで a、bの添え字は世界面
上の (ξ0, ξ1)座標に対応した添え字であり、0または 1をとる。また hab

は誘導計量（induced metric）と呼ばれ、世界面上の (ξ0, ξ1)座標から
見た計量である。(43)は南部・後藤作用と呼ばれている。
双対時空 (38)の境界において弦の端点がx1方向に一定速度 vで運動

しているとする。弦の世界面の座標と時空座標の関係として (ξ0, ξ1) =
(t, r)を選ぶ（static gauge）。弦の配位を

X1(t, r) = vt − x(r) (45)

のように仮定し、関数 x(r)を具体的に求める問題を考えよう。誘導計
量は以下のようになる。

htt = ∂tX
0∂tX

0g00 + ∂tX
1∂tX

1g11 = g00 + v2g11,

hrr = ∂rr∂rrgrr + ∂rX
1∂rX

1g11 = grr + (x′)2g11,

hrt = htr = ∂rX
1∂tX

1g11 = −x′vg11. (46)

ここで ′は r微分を表す。従って、Lagrangian密度は

L = −Ts

√
−g00(grr + (x′)2g11) − v2g11grr, (47)

で与えられ、Euler-Lagrange方程式は

0 = ∂r
∂L
∂x′ (48)

となる。（Lは xを顕わに含まないことに注意。）(48)を積分すると、F
を負でない定数として

∂L
∂x′ = −Ts

−g00g11x
′√

−g00(grr + (x′)2g11) − v2g11grr
≡ −F. (49)
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これを x′について解くと

(x′)2 =
F 2

T 2
s

grr(−g00 − v2g11)
−g00g11(−g00g11 − F 2/T 2

s )
(50)

となる。
ここで (50)を注意深く吟味してみよう。g00は r = rH でゼロとなる

が、一方で境界では発散している。従って、−g00 − v2g11や−g00g11 −
F 2/T 2

s は、境界とホライズンの間のどこかで符号が反転する。しかし
(50)の左辺は負符号となることができない。この条件を満たすために
は、−g00 − v2g11と−g00g11 − F 2/T 2

s が同じ地点（r = r∗としておこ
う）において同時に符号反転するしかない。この条件は(

−g00 − v2g11

)∣∣∣
r=r∗

= 0, (51)(
−g00g11 − F 2/T 2

s

)∣∣∣
r=r∗

= 0, (52)

を意味するから、F と vの間に一定の関係を要求する。具体的には

F = vTsg11|r=r∗ (53)

が要求される。ここで g11|r=r∗自身も、(51)を解くことで vの非自明な
関数として得られる。もともと (49)における任意の積分定数であった
F は、弦の配位を表す xが実数となるための条件により、その任意性が
固定され、vの関数として与えられるのである。
ところで、F の物理的意味は何であろうか。この意味を理解するた

めに、定常でない場合についての弦の運動方程式を考察してみる。時間
依存性も含めた運動方程式は、X1 = X(t, r)として

0 = ∂µ
∂L

∂(∂µX)
= ∂0

∂L
∂(∂0X)

+ ∂r
∂L

∂(∂rX)
. (54)

両辺を rで積分すると

0 = ∂0P +
∂L

∂(∂rX)

∣∣∣∣r=∞

r=rH

, (55)

ただし P は x1方向の弦の正準運動量である。(55)から弦が受ける力は

− ∂L
∂(∂rX)

∣∣∣∣r=∞

r=rH

= − ∂L
∂(∂rX)

∣∣∣∣
r=∞

−
(
− ∂L

∂(∂rX)

∣∣∣∣
r=rH

)
, (56)

であることがわかる。これは弦に対して時空の境界上で

− ∂L
∂(∂rX)

∣∣∣∣
r=∞

(57)

《講義ノート》 物性研究・電子版　Vol. 6, No. 4, 064203（2017年11月号）



の力が加えられ、ホライズンにおいて

− ∂L
∂(∂rX)

∣∣∣∣
r=rH

(58)

の力が境界上での力と逆向きに加わっていることを意味している。こ
こで定常状態を仮定した (49)を採用すると (57)、(58)ともに F に等し
い。（関係式 (49)は rの値に依存しないことに注意。）したがって、F
は (57)の意味で境界上で外力として弦に加えられる力に等しく、かつ
(58)の意味で熱浴から受ける摩擦力とも等しい。
また、弦の Hamiltonian (H)の変分を定常状態において考えてみ

ることにしよう。定常状態のもとでは運動量も速度も一定であるから、
Hamiltonianの変分は−Lの変分であるとみなして良いであろう。

δH = −δL = −
∫

drδL = −
∫

dr
∂L
∂x′ δx

′

= −
∫

dr

[
∂r

(
∂L
∂x′ δx

)
−
(

∂r
∂L
∂x′

)
δx

]
= −

∫
dr

[
∂r

(
∂L
∂x′ δx

)]
= − ∂L

∂x′ δx

∣∣∣∣r=∞

r=rH

= F (δx|r=∞ − δx|r=rH ) . (59)

ただし最終行で (49)を用いた。これは境界からFδx|r=∞の仕事が弦に流
入し、ホライズンにおいてFδx|r=rHの仕事がブラックホールに流出して
いることを意味する11。つまり、弦に対して外力のなす仕事がFδx|r=∞
であり、弦が熱浴に散逸するエネルギーが Fδx|r=rH であると解釈され
る。我々の解では定常状態を扱っているから、δx|r=∞ = δx|r=rH = vδt
（δtは経過時間）となり、外力のなす仕事と散逸は釣り合っている。

以上のことから F は速度 vの定常状態を保つために必要な外力であ
り、熱浴からテスト粒子が受ける摩擦力であると理解される。つまり、
(53)は、我々のテスト粒子が受ける摩擦力を速度の関数として与える関
係式なのだ。
それでは具体的に、摩擦力 F を vの関数として求めてみよう。いま

g00 = − r2

L2

(
1 − r4

H

r4

)
, (60)

g11 =
r2

L2
, (61)

11従って、弦の Hamiltonianからは house keeping heatは差し引かれている。
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であることを用いると

F = vTs
1√

1 − v2

r2
H

L2
. (62)

さらに (40)、(41)、(42)を用いると

F = v
1√

1 − v2

πT 2
√

λ√
2

, (63)

を得る。これは

• vの非線形な関数であり、

• 結合定数 λの整数べきでは表されない非摂動的な結果、

である。F/vで摩擦係数 γを定義すれば、この摩擦係数が

γ =
1√

1 − v2

πT 2
√

λ√
2

, (64)

のように vや熱浴の温度 T の関数として具体的に得られる。本稿では
光速度を c = 1としていることを思い出すと、粒子の速度が光速に近づ
くにつれて γは増大する。

7 久保公式との整合性
以上の計算では、輸送係数である摩擦係数を線形応答理論を用いずに非
線形領域まで含めて求めた。当然確認すべきは、線形応答領域における
(64)の値は久保公式と整合するのかどうかである。実際、久保公式を用
いて求めた輸送係数の値は (64)の値の線形極限と厳密に一致する。講
義ではこの整合性についても述べる予定である。

8 非平衡定常状態の有効温度と揺動散逸関
係式
講義では、6.3章で解析した弦の、微少振動の振る舞いに言及する予定
である。（筆者の仕事で関連する原論文としては [5]。）弦の微少振動の
従う運動方程式は、ある曲がった時空上のKlein-Gordon方程式となる
が、得られた方程式から逆にその「曲がった時空」の計量を読み取る
と、ブラックホール時空とは別の計量が得られることがわかる。
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これは、非平衡定常状態であるところの、一定速度 vで牽引される
テスト粒子の微少揺らぎが従う時空は、熱浴を定義しているブラック
ホール時空とは異なる時空であることを意味する。依然としてその時空
のHawking温度を計算することが可能であるが、その値（Teff とする）
は熱浴の温度とは一般に異なる。この解析から、非平衡定常状態におけ
る揺らぎが従う「有効温度 Teff」は熱浴の温度とは異なることが結論さ
れ、モデルに応じてその具体的な値が（例えば vの関数として）計算さ
れる。講義ではこの計算の詳細を述べる予定である。

9 ゲージ・重力対応を用いた非線形電気伝
導の解析
ここまでは、ゲージ・重力対応を用いたLangevin系の記述に関して、あ
る程度詳細に述べた。講義では、同様の計算テクニックを用いて、ゲー
ジ理論系の非線形電気伝導度の計算、非線形領域において発現する相転
移と臨界現象について触れる予定である。（基礎となる原論文は [6]で
ある。また関連する筆者の原論文として [7, 8]を挙げておく。）
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