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AN ASYMPTOTIC FORMULA OF SPECTRAL AVERAGE OF 
CENTRAL £-VALUES ON GSp2 FOR SQUARE-FREE LEVELS 

上智大学久家聖ニ

本稿では， 2次のsquare-freeレベルの Siegelカスプ形式のRankin-Selberg積分を

用いて，いくつかの保型L関数のモーメントの漸近式について紹介し，それらのL関

数の特殊値の非消滅性に関する結果を述べるまたそれに付随して得られる有限個

の素数に対する佐武パラメータの等分布性に関する結果や， Siegelカスプ形式に対応

する保型表現の Hecke体の次数評価に関する結果も紹介する．本研究は都築正男氏

（上智大学）との共同研究である．

1.研究の背景

l,N を自然数とし，~2 := {Z E M2(C) I tz = Z,Im(Z) > 0}を2次の Siegel上
半空間とする．ウェイト l,レベル「屈（N):=｛［さislE Sp2(Z) ICE N • M2(Z)}の
Siegelカスプ形式の空間を＄（N）で表す．今，cf>E Sz(N)をHecke同時固有形式とす

ると，①のFourier係数から構成されるある種のDirichlet級数がRankin-Selberg積

分を介して①に付随する spinorL関数を用いて表せるという Andrianov([l],[2])に

よる古典的な結果が知られている． Andrianovの仕事はN= lのケースだが，後に

Piatetsuki-Shapiroによりアデリックな設定でレベル付きの場合が定式化されてい

る([15]).講演者は都築正男氏との共同研究により， Nがsquare-freeかつlが6以上

の場合にAndrianov型のRankin-Selberg積分を明示的に計算し， spinorL関数の関

数等式に表れる e因子を具体的に計算した ([12]).本研究ではその明示式を用いて，

spinor L関数の特殊値のharmonicweightと呼ばれる重みが付いた平均(1次モーメ

ント）のウェイト，レベルそれぞれの増大に関する漸近式を求めた．

これはある Poincare級数から構成されるカスプ形式に対する Rankin-Selberg積

分を計算し，相対跡公式による考察の元，幾何サイドの振る舞いを調べることにより

得られる．

今回扱ったAndrianov型のRankin-Selberg積分を用いた考察では， Bessel周期の

非消滅性も同時に得られる．この Bessel 周期の非消滅性は Liu([14]) によって，市野—

池田予想の特別な場合として，ある保型L関数の特殊値の非消滅性との関連性が示

唆された（今回のケースではBocherer予想そのもの）．これは後に古澤ー森本らによっ

て証明されている ([8],[9], [10]). 
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また，この後紹介する結果では，有限個の素点に対する Hecke作用素を上手くコン

トロールすることにより，保型L関数の特殊値の非消滅性の他に有限個の素数に対

する佐武パラメータの等分布性に関する性質が成り立つことも述べる最後に最近

の佐久川—杉山のプレプリント ([19]) の Hecke 固有値の整数性に関する結果と GSp2

のArthur分類に基づいたGL4(A)の既約カスプ表現のスタンダードL関数の中心値

の非消滅性と Hecke体の次数の評価について紹介する．

Siegelカスプ形式の spinorL関数のモーメントの評価に関するいくつかの先行

研究を紹介する． Blomerによるウェイトアスペクトに関する先行研究（［4])があ

り，北岡の公式 (Petersson跡公式の Siegelモジュラー類似），近似関数等式等を用

いた考察により， 1次， 2次モーメントの漸近的な振る舞いまで記述しているまた，

Waibel([20])による square-freeレベルの元でのレベルアスペクトに関する同様の研究

があるいずれも Hecke固有値の等分布性に関しては考慮されていない． Kowalski-

Saha-Tsimerman([ 11])の論文ではウェイトアスペクトでこの考察がされているが，

彼らはspinorL関数の絶対収束域での値を扱っている．レベルアスペクトの場合は

Dickson([6])の研究がある．

2.主結果

2次のsimilitudesymplectic group GSp2を

GSp2 = {g E GL4 I tg [-12 12] g = v(g) [-12 12]} 

で定義する．ここで， V:GSp2→Gmはsimilitudenormを表す．特に， Sp2= Ker(v) 
である．

また，素数pと自然数Nに対して， GSp2((Qp)のコンパクト部分群

kp := GSp厄p), K。(N勾：＝［：bHJflnK,
が定義される．さらに， Kr,o(N):= Tip:prime K。(NZりとおく．
AをQのアデール環とする． Siegelカスプ形式<I>E Sz(N)はPGSp2(Q)¥PGSp2(A)

上の関数に持ち上げることができるので，それを~ (E L~usp(PGSp2(Q)\PGSp2(A))) 

で表すことにし，図(N):={~ I <I> E Sz(N)}とおく．
以下，Q上の線形代数群 Gと， G(A)の既約許容表現 Tに対して，その有限部分

を町で表すことにする． Ilcusp(l,N)を， PGSp2(A)上の既約カスプ表現 Tで7fn 
$(N）ヂ｛O}を満たすようなもの全体の集合とする．各 Tに対して， Atkin-Lehner

involution町 ([_NN l ])の固有関数になっているような Hecke同時固有形式
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呼ESz(N) ¥ {O}を一つ選んでおき，対応する Siegelカスプ形式を呼 ESz(N)と
おく．

さらに集合Ilcusp(l,N)G,newを，齋藤ー黒川リフト，吉田リフトからも構成されない

汀＝叩pE Ilcusp(l, N)であって，全ての素数で7rグ゚(NZp)ヂ {O}を満たすようなも
の全体として定義する． Ilcusp(l,N)G,newはArthur分類（［3])によって特徴づける事

もできる．実際7rE II cusp (l, Nf,newのArthurパラメータは7rGL図 lsL2(1C)(1rGLしま
GLパA)のsymplectic型の既約カスプ表現(i.e.L(s, 1r, I¥りがs= 1で極を持つ））の
形をしている．（Schmidtの論文（［17])ではこれらをgeneraltypeと呼んでおり， ‘‘G"

の記号はここから来ている．）

本研究では有限個の素点に対する佐武パラメータの等分布性に関する結果も含ん

でいるので，それを説明するための記号を定義する．pを素数とし， PGSp2(Qp)上

の不分岐既約許容表現冗に対する佐武パラメータを出＝ diag(ap,bp, a;1, b;1) E 

LPGSp2(<C) = Sp2(<C)とおく． APを2つの複素数の組(ap,bp) E (<Cx戸とみると，佐

武同型により， PGSp2上の不分岐既約許容表現の同値類の集合と，集合(CX戸／wと
の間に全単射が存在する．ここで， WCAut((<Cx戸）はCrWeyl群，これは2つの変

換 (a,b) f-----+ (b, a), (a, b)→(a―1,b)により生成される位数8の群である．（CX戸／wの
tempered locus（不分岐なtempered表現に対応する佐武パラメータの集合）を [Y間］ ：＝ 

U(1)2/wとおく．素数からなる有限集合Sに対しては，［Y塁l:= rrpES[r;,0]とおく．
また， PGSp2(A)の既約カスプ表現7r= R戸pに対して， Ys(1r):= (ap, bp)pESとおく．

Weissauerの結果([21])により 7rE Ilcusp(l, N)G,newかつSがNを割る素数を含まな

いときはYs(1r)E ["Y;塁］が成り立つ．つまり Tの不分岐な素点においてはRamanujan

予想が成り立つ．

spinor L関数

Piatetski-Shapiroによる GSp2のBessel模型を用いたspinorL関数の性質について

簡単に見ていく． PGSp2(Qり上の不分岐既約許容表現冗に対しては，局所spinorL 

因子は

L(s濯P):= det(l4 -p―SAP戸， SE C 

で与えられる．（一般の既約許容表現に対しての定義は ([15])を参照．明示式は ([16])

にリストがある．）これをふ上のある指標μPEQpでtwistしたL因子を L(s,1rp, μP) 

で表す． 7r= R汀pE Ilcusp(l, N)のspinorL関数を有限位数のイデール指標μ=
———• 

ITP杓 Eか／Q慎＞。でtwistしたもの；

L(s, 1r, μ) := IJ L(s，和西）， Re(s) ≫ 1 
p:pnme 



4

を考えると，これは複素平面全域に有理型解析接続を持ち，関数等式

恥， 7r,μ) = E(s, 7r, μ)L(l-s,1r,μ―1) 

を満たす．ここで，

且s,1r,μ)=f(s+訂）f(s+ l -~) x L(s, 1r, μ) 

はspinorL関数の完備化であり， c因子は明示的に与えらている（［12]).特にμが2

次指標（i.e.厨＝ 1）のとき， L(s,1r, μ)はself-dualな関数等式を持つ．

さて，以下では今回の主結果である， harmonicweightと呼ばれる量によって重み

付けされたspinorL関数の 1次モーメントの漸近評価に関する結果を紹介する．

D < 0を碁本判別式とし， E= (Q(《D)とおく． Eのイデアル類群Cl(E)と二次

形式の関係について少しだけ触れる．半整数2次正定値対称行列の集合Q＋上には

SL2(Z)の右作用：

Q+ X SL2(Z) 3 h, T)→t,T, E Q+ 

が定義され，部分集合Qtrim(D):= {TE Q+ I det T＝乎｝はこの作用で安定であ

る．このとき，標準的な全単射Cl(E)竺 SL2(Z)¥Qtrim(D)が存在する．

Harmonic weight wむ，A
以下， Aをイデアル類群Cl(E)上の任意の指標とする．<I>E Sz(N)に対して，①の

Fourier展開

叩）：＝ど a□(T)exp(2訂tr(TZ)), Z E加
TEQ+ 

を考え， Fourier係数a<P(T)を用いて，次の量を定義する；

R（屯D,A):= ど 伍 (T)A([T])―1.

[T]ESL2(Z)¥Q凸rim(D)

ここで，［T]はTのSL2(Z)ー同値類を表し，上記の全単射により Cl(E)の元と同一視

している．この和がwell-defiinedであることは<I>の保型性から分かる<I>-/=゚のと

きはさらに

ふ，A:＝□41r)3-2l「(l-!)「(l-2)(『)]-l2―知，1|R（屯D,A)|2
WD加〈<I>|<I>〉

とおく．ここで，〈•，•〉は Petersson norm; 

1 
〈<I>|<I>〉:= Jゆ(Z)臼(<letY)1-3 dX dY, Z = X +iY,<I>E Sz(N), 

[Sp2(Z) : r屈(N)]Jr炉(N)¥h2
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加：＝＃CI(E),WDしま Eのrootof unityの個数である． W(D,A しま Kowalski-Saha—

Tsimermanの論文（［11])が初出ここで， R(呼，D,A-1)ヂ0を満たす7rE Ilcusp(l, N)G,new 

の集合を1rE II忍心([,Nf,newで表すことにする． R（呼，D,A-1)は(E,A)に関する
global Bessel周期([15])に表れる量である．

主結果の説明に入る前にいくつかの仮定を設定する；

• l € 2Z27• 

•N は 1 または E/Q上惰性的な奇素数．

• μは2次指標（即ち厨＝ 1)であり，μのconductor;cond(μ) =: M はsquare-

freeかつ (DN,M)= 1. 

• sは素数からなる有限集合で「pES===}pfDMN」を満たす．

これらは証明の技術的な困難を避けるために設定されたものである．

Theorem 2.1.任意の aE C([Y塁］）に対して， lを固定して N→ +oo，もしくは
N=lとしてl→+ooとしたとき，以下の漸近式が成り立つ．

(1 + N-2)-1 
こ如）0:(ys(1r))L（ふ1r,μ)喜，A-1

(log N{)°AμE,1 [Sp立）：r屈（N)]1rETI髯~)G,new

→ 2m心（a)｛□’:;;(A)x μ) ;:::: :; 
ただし，t(1r)= dim(1r:r,o(N)), m~ は [Y塁］上の Lebesgue 測度に関して絶対連続な

Radon測度（明示的に定義されている）であり，位）しま，大域類体論でE/Qに対応す

るAX/(Q濃＞。上の2次指標，四は四＝ μoNE/IQIで定義される Eのイデール群糾；

上の指標である， A仄A)はAのGL2(A)へのautomorphicinductionである．

ここで，古澤森本 ([10])によって解決された Bocherer予想の主張によれば，n:E 

II髯(l,N)に対して，

L（ふn:X肛 (A))=/=O⇔ R（呼，D,A)=/= 0 

が成り立つ（実際には， L（ふn:X A:仄A))とIR（呼，D,A)ドの間に等式が成り立つ）．

さらにDickson-Pitale-Saha-SchmidtらがNがsquare-freeかつ素因数の場合に分岐

素点での局所Gross-Prasad周期を計算し， Rば畠虐12の明示式を決定している ([7]).
これと， Theorem2.1と中心値L（ふn:,μ)の non-negativity([13])の帰結として次の

Corollaryが得られる．



6

Corollary 2.2.記号や仮定はTheorem2.1と同じとする．［Y塁］の空でない開集合U

に対して，次の4条件を満たす7fE Ilcusp(l, N) の集合を ~(l,N, A,μ, U)とおく；

•叶o(N) ヂ {O}.

•バま齋藤黒川リフト，占田リフトからは構成されない(general type). 

• L(」,1r,μ)L（ふ7fX虹（A))> 0. 
• Ys(1r) EU. 

このとき，次が成り立つ．

(i) l を固定したとき， E/(Q!上惰性的な十分大きい素数N に対して ~(l,N, A,μ, U)ヂ

0. 

(ii) N = 1のとき，十分大きなlE 2Z>。に対して ~(l,N, A,μ, U)ヂ0.

これを確かめるためには空でない開集合U'c[Yj]をIJicUを満たすように取

り， aとして U'上では恒等的に1,Uの外でば恒等的に0となるようなものを選べば

よい．

s = 0かつD= -4(i.e. E = Q(i))のとき N=1とおけばBlomer([4]),lを固定
すればWaibel([20])ら1次モーメントの結果とそれぞれ一致する．

Hecke体の次数の増大に関する結果

上記で述べた通り， Arthur分類により7fE Ilcusp(l, Nf,newにはGL4(A)上の sym-
plectic型の既約カスプ表現II(=7fGL)が対応していて

L(s，汀） ＝L(s,II) 

を満たしている最後に，講演では紹介しなかった内容である IIのthefield of ratio-

nality (Q(II)({び EAut(C) I。II臼山｝の固定体として定義される Cの部分体）の次
数に関する評価について紹介する．佐久川ー杉山によるプレプリント ([19])で示され

ている Hecke固有値の整数性に関する結果を用いれば，以下のことが証明できる．

Theorem 2.3. D, l,N,M,μ に関する仮定はTheorem2.1と同じとする． DMを割

らない素数pを一つ固定する．このとき，次を満たす定数Np,GP> Oが存在する：

E/(Q上惰性的な任意の素数N>的に対して，次の5条件を満たすGL4(A)上の既

約カスプ表現IIが存在する．

• IIのconductorはN2

• IIはsymplectic型

• IIはinfinitetype (l, 2, 1, 3 -l)のregularalgebraic表現（定義は [5])であり，

Q(II)は代数体である．
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• L（ふII)L（ふIIX邸）L（ふIIX知）ヂ0.

• [(Q(1r）：割＞ CpJioglogN.

これは([19,§3.2])と同様の方針で

#{y{p}け） E [％゚lI 7f E IIぢ’]~(l,N), L（ふ1r,μ)# O} 

の上界，下界を評価することで示せる．上界の計算の際にHecke固有値の整数性を用

いる．下界の計算は [18,Lemma 6.16]と同様にできる．

REFERENCES 

[1] Andrianov, A.N., Dirichlet series with Euler products in the theory of Siegel modular forms of 

genus 2, Trudy Math. Inst. Steklov, 112 (1971), 73-94. 

[2] Andrianov, A.N., Euler products corresponding to Siegel modular forms of genus 2, Uspekhi 

Mat. Nauk, 29 no.3 (1974), 43-110. 

[3] Arthur, J., The endoscopic classification of representations. orthogonal and symplectic groups, 

American Mathematical Society Colloquium Publications, vol. 61, American Mathematical 

Society, Providence, RI, 

[4] Blomer, V., Spectml summation formula for GSp(4) and moments of spinor £-functions, J. 

Eur.Math.Soc. 21 (2019), no.6, 1751-1774. 

[5] Clozel, L., Motifs et formes automorphes: Applications du principe de fonctorialit'e, in Auto-

morphic forms, Shimura varieties, and L-functions, Vol. I (Ann Arbor, MI, 1988) Perspectives 

in Mathematics, vol. 10, Academic Press, Boston, MA, 1990, 77-159. 

[6] M. Dickson, Local spectral equidistribution for degree two Siegel modular forms in level and 

weight aspects, Int. J. Number Theory 11 (2015), 341-396. 

[7] Dickson, M., Pitale, A., Saha, A, Schmidt, R., Explicit refinements of Bocherer's conjecture for 

Siegel modular forms of square-free level, J. Math. Soc. Japan 72, No. 1 (2020) pp. 251-301. 

[8] Furusawa, M., Morimoto, K., On special Bessel periods and the Gross-Prasad conjecture for 

S0(2n + 1) x S0(2), Math. A皿 368(2017), 561-586. 

[9] Furusawa, M., Morimoto, K., Refined global Gross-Pmsad conjecture on special Bessel periods 

and Boecherer's conjecture, J. Eur. Math. Soc. 23 (2021) no.4, 1295-1331. 

[10] Furusawa, M., Morimoto, K., On the Gross-Prasad conjecture with its re.finement for 

(S0(5), S0(2)) and the generalized Bocherer's conjecture, Compos. Math. 160(2024), no. 9, 

2115-2202. 

[11] Kowalski, E., Saha, A., Tsimerman, J., Local spectral equidistributionfor Siegel modular forms 

and applications, Compositio Math. 148, Issu 2 (2012),335-384. 

[12] Kuga, S., Tsuzuki, M., Rankin-Selberg integral for Siegel modular forms of degree 2 with square 

free levels, arXiv:2407.05583. 

[13] Lapid, E., Rallis, S., On the nonnegativity of L（ふ1r)for SO加＋1.,Ann.of Math.157 (2003), 

891-917. 



8

[14] Liu, Y., Refined global Gan-Gross-Prasad conjecture for Bessel periods, J. reine angew. Math. 
717 (2016), 133-194. 

[15] Piatetski-Shapiro, I.I., L-functions for GSp4, Pacific J. Math. Special Issue (1997), 259-275. 
[16] Roberts, B., Schmidt, R., Local newfo皿 sfor GSp(4), Lecture Notes in Mathematics 1918, 

Springer, Berlin, 2007. 

[17] Schmidt, R., Packet st四ctureand paramodular forms, Trans. Amer. Math. Soc. 370 (2018), 
3085-3112. 

[18] Shin, S.W., Templier,N., On fields of rationality for automorphic representations, Compos. 

Math. 150 (2014), 2003-2053. 

[19] Sakugawa, K., Sugiyama, S., Integrality of Hecke eigenvalues and the growth of Hecke fields, 

(preprint) arXiv: 2401.11716vl. 

[20] Waibel, F., Moments of spinor L-functions and symplectic Kloosterman sums, Quart. J. Math. 

70 (2019), 1411-1436. 

[21] Weissauer, R., Endoscopy for GSp(4) and the cohomology of Siegel th柁 efolds,Lecture Notes 
in Mathematics, 1968, Springer, Berlin (2009). 


