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二次元シュレーディンガー作用素の波動作用素の

U)＿有界性

谷島賢二

学習院大学理学部

1 Introduction, Main theorem 

H。=—△,D(Ho) = w2,2（配）を記 d~ 1上の自由シュレーディンガー作用素，

V(x)をXE記の実可測関数，〈x〉＝ （1+ |x|2)iとする．

ある 'Y> 1/2に対して〈x〉'Y|V(x)|1/2(H。+1)―らがび（配）のコンパクト作用素（1.1)

であればD(Q)= H1（配）を定義域とする £2(JRり上の二次形式Q(u)= J lu(x)l2dx + 
(Vu,u)は下に有界な閉二次形式等式 (Hu,v) = Q(u, v),'vv E D(Q)によってび（配）

の自己共役作用素，すなわちシュレーディンガー作用素H=―△ +Vが定義される

([21]). Hのスペクトルa-(H)は絶対連続な部分 [O,oo)と離散的な点スペクトルからなり

([2]);び（配）はH に関する絶対連続部分空間 L盆（尺りと Hの固有関数からなる閉部分

空間の直和である．

仮定 (1.1)のもとで次の強極限で定義される波動作用素W± =W土(H,H。)が

w士＝ lime itH --itH。e 
t→土00

(1.2) 

存在し完全： ImageW土＝ L盆(H)である ([2,18]). W土はび（配）の等距離作用素，

w士陀＝ Pac(H)は比(H)への直交射影である．従って，任意の cpE L盆（配）に対し

直u(t)= Hu(t), u(O) = c.p (1.3) 

の解e―itHc.pはt→士ooにおいて自由解e―itH。や士にび（配）で漸近し：

e―itH。やー t1--=-oo e―itH rp t亡手3 e―itH。や＋， Wヂ＋ ＝W_rp_ = rp E比c(H).
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ゃが1-lac(H)全体にわたるとき¢＋ふ）＿の全体はそれぞれび（民りを埋め尽くす．ユニタ

リ作用素S=W+W_：やー→ 'P+は散乱作用素と呼ばれる．

波動作用素W士はintertwiningpropertyを満たす：任意のボレル関数f（入）に対して

f (H)Pac(H) = w』 (H。)w± (1.4) 

である．従って， W士が適当な性質を持てば， f(H)Pac(H)の様々な性質がf(H。)の対応

する性質から導かれる．例えばIC[1, oo]が区間の時，任意のpEIに対して W土がL互

有界なら，任意の対{p,q}E J x I*, I*= {p/p-1,p E J}に対して

II f (H)Pac(H) I IB(Lq,LP):::; CIIJ(R。)||B(Lq,LP),
||f(H。)||B(LP,Lq)さ:c-1IIJ(H)Pac(H) IIB(LP,Lり

(1.5) 

(1.6) 

がfによらない定数C= Cp,qによって成立するただし B(X,Y)はバナッハ空間Xか

らYへの有界作用素のなすバナッハ空間， B(X)= B(X,X)である． f(H)は抽象的に

f(H) = 1f（入）転(d入） （加(d入）はHのスペクトル測度）
R 

と定義された作用素であるが， f（H。)はFouriermultiplier,あるいは合成積

1 
f(H。)u(x)＝ （27r)g[股de町（ぐ）0（(）d(＝J艮dF(x -y)u(y)dy, 

F(x) ＝ J臼（ぐ）dt;(2n)d 配

であるから， f(H)より遥かに取り扱いが容易で，（1.5),(1.6)のような評価は極めて有効

である（例えば Schlagによる review[23]を参照）．このため W土がU（艮咋有界である

か否かはこれまでに多くの著者によって研究されて，様々な結果が得られている．以下に，

いくつかの結果を述べよう．

1.1 Known results 

簡単のためこの節では V(x)は次を満たし，詳細な仮定には頓着しないことにする：

十分に大きな u>2に対して IV(x)I:SC〈X〉土を満たす

■次の術語，約束事を用いる ． 

•関数 m(x) によるかけ算作用素 Mm をしばしば単に m と書く．
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• c+ ＝ ｛入 EC: 3入＞ O}は上半平面， c+= c+ u尺はその閉包

●入 EC＋に対して Go（入） ＝ （H。—茫）ー1. Go（入）u(x)= (Q入＊u)(x)で

1 { eix,;dc; 

応）＝（27r)df即＜2_入2.(1.7)
g刈x)はdが奇数なら，例えばd=lの時 ie囚xl/(2入）， d=3の時 e囚xl/(41rlxl)

のように初等関数で書けるが， dが偶数だと複雑で，例えばd=2の時には

° (1) g刈x)＝ -H。(入|xi),
4 

(H罰z)は第1種ハンケル関数）． （1.8) 

•〈U,V〉=『d1u(x)〗rd:x;ま2複：共役なし
• U(x) ＝ V(x) ＝ |V(x)|1/2, W(x) ＝ U(x)v(x)． 

-1 if V(x) < 0, 

vG0（入）vは入 EC＋のB(L外値正則関数；極限吸収原理（例えば [2,18]）によって 閉

上半面で＋ （ d23)あるいはで ＼｛O} (d=l,2)に連続拡張される．

M（入）些 U+vGo（入）v, 入EC+¥{0} (1.9) 

は炉がHの固有値でなければだ（罠りにおいて可逆，正の固有値の不存在定理([16,17]) 

によって入 E良＼｛O}の時 M（入）ー1E B(L2（配））が存在し，入＃0の連続関数である．

■レゾナンス

定義 l.d 2 3の時， M(o)-1E B(Lりが存在すればHは零において正則である，存在し

なければ特異であると言う． 1/2<'Y <びー1/2に対してN礼竺 {uE〈x〉Tび（配）： (—•+ 

V(x))u(x) = O} i-{O}と定義する．

命題 2.d 2 3とする．

(l) Hが零で特異翡旦ぁる 1/2<'Yくびー 1/2に対してNi-{O}. 

(2) u ENは xi→(X)においてu(x)= O(lxl2-d)を満たし， N はァに依らない．
(3) d 2 5の時， uENはHの固有値0の固有関数

(4).i=0,1,..．に対して〈x°'V,u〉=0 (|a| ：：：：： j)を満たす uENは u(x)= 
O(lxll-d-j)を満たし Hの固有値0の固有関数である．

U E N¥L2（配）はHの閾値レゾナンスと呼ばれる．

定義 3.d = l, 2の時，N00={uEL00（配）： (—•+ V(x))u(x) = 0}と定義する．
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(1) Noo = {O}のとき Hは零において正則，Noo=J {O}のとき特異であるという．

d=2の時， U EN00は定数c,b1,b2とある E>Oに対して次を満たす：

b立1+b四2
u(x) = c + ~ + O(lx|―1-e;), （国→ oo). (1.10) 

lxl2 

(2) uEN00 ¥{O}はcヂ0の時s波レゾナンス， C= 0, (b1，的）ヂ (0,0)の時p波レゾ

ナンスと言われる． C= b1 = b2 = 0なら uENはHの固有値0の固有関数．

■既知の結果 d=lでは，問題は殆ど完全に解決されている．

定理 4.d= 1の時， W士は l<p<ooに対してび（配）の有界作用素， p= l,ooの時は

一般には非有界 ([27,10, 6]）．散乱行列がS(O)= S00 = 1を満たす時にはp= 1, 00の時

もL九有界 ([28]).

定理 5.Hが0で正則とする．

(1) d = 2の時， W土は l<p<ooに対してび（配）有界である ([31,14]). （しかし

p = 1, p = 00においてび（配）有界か否か不明である．）

(2) d:::,, 3の時 W士は l:Sp:Sooに対してび（配）有界 ([29,30, 3]). 

Becianu-Schlag[3]は波動作用素の構造を論じて LP有界性以上の結果を含んでいる． H

がゼロで特異でも d=2,4を除けば「ほぼ」完全に解決されている。

定理 6.Hがゼロで特異とする．

(1) d:::,, 5 の時• W土は 1:Sp< d/2のpに対してび（配）有界；

• 1臼p<dに対してび（配）有界である嬰 VuEN,〈V,u〉=O;

• 1臼p< 00に対してび（配）有界器 VuEN,|Va|さ1,〈研V,u〉=O;

• ¥/u E N, IV0:Iさ2,〈砂V,u〉=0なら LOO（配）でも有界

(2) d = 3 の時• W士は l<p<3に対してび（配）有界．

• 1臼p<3に対して LP（配）有界具 VuEN,〈V,u〉=O;

• 1臼p< 00に対してび（配）有界晶 VuEN, 10:I :S 1,〈研V,u〉=O;

• 1臼p:S 00に対して LOO（配）有界器〈研V,u〉=o,lalさ2([34]). 

しかしながら d=2,4においては次の部分的な結果が知られているのみである：

定理 7.Hはゼロにおいて特異であるとする：
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(1) d = 2 とする． Noo がゼロ固有関数のみからなるか，あるいは s—波レゾナンスのみ

からなる時， W土は任意の l<p<ooに対してび（配）ー有界である ([7]).

(2) d = 4とする． VuEN,〈V,u〉=0なら W士は 1さp:'S4に対してび（酎）有界，

|Va|こ1,〈研V,u〉=0なら l:Sp<ooに対してび（配）有界（［11,15]). 

定理 7(2)ではNは固有値のみからなると仮定されている． d=4で零レゾナンスが存

在するとき， LP—有界性の問題は全く未解決である．

1.2 Main Theorem 

この講演では定理 7のd=2の場合の未解決部分を埋めるがp= 1, 00での有界性・非

有界性の問題は未解決のまま残される．

定理 8.〈x〉2VE £1(配）かつ〈x〉7|V(x)|€ U（配），ヨ,>8とする．この時，

•W土が LP（記）有界， 1 < ¥:/p < 00嬰Hにp波レゾナンスが存在しない．
•p 波レゾナンスが存在器 1 く臼 2 に対して W±E B(LP圏））， 2<p<ooに対して
w士りB(LP（配））．

定理 8の類似が点相互作用をもつ2次元シュレーディンガー作用素に対して得られて

いる ([4],[5], [35]）．定理 8の証明の主要なアイデアは [4]および [35]からの借用である．

2 証明のあらすじ

定理 7の新しい証明も述べる． W+に対して証明する．複素共役Cu(x)＝可可によっ

てw_=CW+c-1だからである．

2.1 More terminology 

フーリエ変換ならびに逆フーリエ変換は

1 1 
殴）＝和（l)＝云．l2e―叫(x)dx, u(l) = (F-1u)(l)＝五．l2e叫 (x)dx;
S（配）は急減少関数の空間， 'D*= {u ES（配） 1u E ca（配＼ ｛O})};'D*はい（股り，
1 :Sp< 00において桐密； llullp= llu||い（記）； Tyu(x)= u(x -y)は平行移動；入＞ 0のボ

レル関数f（入）に対して !(ID|）は Fouriermultiplier: 

1 
f(|D|）u(x) ＝ -J凸(|(|）砥）dl;

27f 股2
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|入|~ 1/2 の時， x（入）＝ 1,| 入|~1 の時 x（入） ＝ 0 を満たす関数x€C『（民）を一つ取って

固定する．この XEC0（尺）， a>Oに対して

X~a （入） ＝ x（入／a), X>a（入） ＝1-X~a （入） (2.1) 

と定義し， W+=W以＞2a(IDI)+ W+X<:::2a(ID|）と W十を高エネルギー部分と低エネル
ギ一部分に分解する．複素数 z€ Cは実になることがあることを強調する時は入と書く．

2.2 波動作用素の定常表現

証明にはW+の定常表現を用いる（例えば[18]参照）：

W+u(x) = u(x) -n四 (x), (2.2) 
00 

い (x)＝J(Go(—入）vM（入）― 1vII(入)u)(x) 入d入．（2.3)

゜ここで入＞ 0に対してII(入)u(x)は―△のスペクトル測度で

II（入）u(x)= (i1r)-1(Go(入)-Go(—入））u(x)

=~isl ei入wxil（入w)dw ＝ ~isl（和u) （入w)dw. (2.4) 

II(O)u(x)は(2.4)で入＝ 0とおいて定義する．こうすると fE C([O, oo))に対して

(2.2), (2.2)から

f（入）II(入）u= IT(入） f(IDl)u,'v入~ 0. (2.5) 

如 gh,2au = 100 Go(—入）vM（入）― 1vII(入)UX>2a （入）入d入，（2.6)

゜00 !l1ow,2aU = 1= Go(—入）vM（入）― 1vII(入)ux:c:;2a （入）入d入 (2.7)

゜と定義すれば W+X>2a(IDI)= X>2a(IDI) + !lhigh,2a, W+x翌a(IDI)= X翌a(IDI)+ 
!l1ow,2a・ X>2a(IDI), X:c:;2a(IDI) E B(£P), 1さVpさooだから， !lhigh,2a,!l1ow,2aを評価

すれば十分である．
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2.3 ハンケル関数と積分作用素K

1-l(入)＝ （i/4)H,い（入）の級数展開ならびに積分表示 ([1],p.358,p. 360)はよく知られて

いる：

印）＝g（入）文 (-1)k（炉 k (X)11!  （-1)k-1心）K
(K!）2 ])  ＋ど云(1+ ~十・・・十 k) （K!）2 

k=O k=l 

i入一｝
= e 託looe-tc½ 且— t入） dt

ここで辻は z>O のとき z½> 〇となる分枝； ？を Euler定数， logzは主枝として

1 入
g（入） ＝ 

i'"Y ―云 log(~)+± ―五
級数展開 (2.8)から入I叫→ 0の時，任意の 8>0に対して

1 
g入(x)= g（入） ＋ N。（x)+o((入|xl)2-o), Ni。(x)=-;;-log lxl. 

21r 

積分表示 (2.9)から入 2::1の時，位数ー1/2のシンボルw（入）が存在して

叩）＝心（入）， wES責囚＞ 1).

従って， 1ら(x)ISC  {〈log入Ix|〉， |入|x||S1，，これから得られる次の評価
〈刈x|〉-1/2,|入|xii2:: 1 

/3 
J 応(x)ld入SCa,f3(1x|―ふ+|x|―1), XE配
a 

は積分順序を変更するのににしばしば用いられる．積分作用素

1 r+(X) 
Ku(x)＝云lgい (11(Fu)（入w)dw)心

は命題 11の証明に重要な役割を果たす．

ku(x) ＝ lim-1J u(y)dy 
e↓0 (27r)2 記丑—炉— is

(2.8) 

(2.9) 

(2.10) 

(2.11) 

(2.12) 

(2.13) 

(2.14) 

(2.15) 

とも表され， Ku(x)は球対称関数，任意の l<p<ooに対して LP（尺2)ー有界である．

(X) 

(TyK戸 u)(x)= 1い (x-y)II(入)u(z)入d入 (2.16)

゜が成立する ((2.6),(2.7)と比較）．
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2.4 積分評価

び（配）の Hilbert-Schmidt作用素のなすヒルベルト空間を 1-l2,TEじ（配 x配）を

積分核にもつ積分作用素全体の空間を £1と書く． £1はノルム IITll.c1= IITllu（即xズ）

によってバナッハ空間である．

定義 9. (1) Xがgoodoperator縣XEB（び（配））， 1<'<Ip< 00. 

(2) f Eび ((0,oo)）が goodmultiplier器 |f(j)（入）1さCJ入―j,j = 0, 1, 2. この時

!(ID|）は goodoperator (Mikhlinの定理 [25]).

(3) M （記）はgoodmultipliersの空間 IIJIIM,p= IIJ(IDl)IIB(LP), 1 < P < 00. 

(4) fがgoodmultiplier for small入＞ 0巽X:c;a（入）f（入）はgoodmultiplier (Va > 0). 

(5) k = 0, I,..., h（入） ＞〇とする．

(5.a)入→ 0 の時 T（入）€〇2:k;(h) 将 T(入， x,y) は入に関してび級（a.e. (x, y)), 
同時に .C1-値び級関数で， 1|況T(入)||£lS C|h（入）1入→ （0:::; j:::; k，入→ 0).

(5.b)入→ 00の時 T（入） € O図（h)営 (5.a)が入→ ooとして成立する．

(6) T（入） €〇2(h) （入→ 0 or入→ oo)製 (5)がk=2，が（配 x配） →び（配 x配），
£1 →加と置き換えて成立．

T（入） E02(h), v, w E L2(JRりなら vT（入）v€ O図(h).0幻(h)あるいは 02(h)に属
する作用素をしばしばO匂(h)あるいは 02(h)と書く．

定義 10.(2.3)において vM（入）ーいを作用素Tあるいは作用素値関数T（入）でおきかえ

て得られる作用素を W(T),W(T（入））と書く：

00 

W(T)u(x) = 1= (Go(—入）TIT(入)u)(x)入d入， u E'D*, (2.17) 

W(T（入））u（x):JOO(Go(—入）T（入） II(入）u）（x) 入d入， uE 互．（2.18)
゜W(T) （あるいはW(T（入）））がgoodoperatorとなるとき， T （あるいはT（入））は good

producerであると言う． goodproducer for small入＞ 0(large入）を同様に定義する．

次の補題は定理 8の証明に重要である．（5),(6), (7)の証明は長い ([36]を参照）． 1

次元作用素f→ v(x)J股2w(y)f(y)dyをvRwあるいは加〉〈叫と書く．

命題 11.fEM（配）， FEL1国）， TE£1とする．任意の l<p<ooに対して

(1) IIW(Mp)ullv::::; CIIFll1llullv ・ 
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(2) IIW(f（入）MF)ullP::=:: CIIJIIM,pllFllillullP ・ 

(3) IIW(T)ullPさCIITlk1llullP ・ 

(4) IIW(f（入）T)ullPさCIIJIIM,pllTllc1llullP • 
(5) T（入） EO図（入1+e)（入→ 0,E:> 0)なら Va>0,応 2a（入）T（入）は goodproducer. 

(6) T（入） E0t1)（入―り（入→ oo,E:> 0)なら Va>0 X>2a（入）T（入）は goodproducer. 

(7) k E N, r.p, ijJ E £1（旧召）しこ対して It,；'P（入）些ff（入）x：：：：2a（入）（log入）K(ゆRr.p)とする．
〈x〉r.pE L1（配）で I股2r.pdx = 0,あるいは〈x〉心 E£1（配）で I]ll2心dx= 0なら
It,;m)はgoodproducerで，それぞれの場合に次が成立する：

IIW(It,~？（入））ullp さ： Cpll!IIM,p|| 〈x〉 r.pll1lli/Jll1 llullp, (2.19) 

IIW(It,~？（入）） ’ullp さ： Cpll!IIM,pllr.pll1|| 〈X 〉 ,t/Jllillullp. (2.20) 

2.5 高エネルギ一部分W+X>2a(ID|）の評価

定理 12.〈x〉2VE £1（配）とする． Va>0, W+X>2a(IDI) E B(LP（配））， 1< Vp < oo. 

証明．（1+vGo（入）w)-1を展開して得られる

4 

M（入）―l=ど（一l)jU(vGo（入）w)j-U(vGo（入）w)5(1+ vGo（入）w)-1. (2.21) 
j=O 

を(2.6)に代入して 0high,2a＝区J=o(-l)J糾，Jと分解する．

(A)仇 oは命題 11(1)によって L凡有界．

(B)叫 1の評価： VGo（入）Vu(x)をかけ算と， multiplierと平行移動の積の重ね合わせと

して

J即 V(x)1i（入Yl)V(x-y)u(x -y)dy = L2 M 詞 (IY|入）（い）（x)dy (2.22) 
即
vy 

と書く． v?l(x)= V(x)V(x -y)である．（2.22)を（2.6)に代入すると

CX) 

叫 U(x)＝1 (J記い(x-y)Vz(2)（y)1i(入|zl)(II(入）冗u)(y)dzdy)入X>2a（入）d入．
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最初にd入で積分して，（2.5)を用いてH(IY|入)II(入)＝II(入)H(IYIID)とすると

oo 

叫 1u(x)=ー！ （J （Go(—入）Vy(2)II(入)H(IYIIDl)X>2a(IDl)Tyu)(x)入d入 dy
即 0

= -JR2(W(MvJ2)m(|y| D|）X>2a(|D|）乃U)（x)dy. ）(2.23) 
(2.12)によって，入＞ aの時社（入） ＝ei入w（入）， wES→．従って，斉次フーリエ積分作用

素の理論([20,26])とハンケル関数の性質 (2.11)から

IIH(IYI IDl)x>2a(IDI) 11B(LP（詔）） :SCp(l + I log IYII). (2.24) 

(2.24)を命題 11(1)と合わせて (2.23)に適用すれば

罰，111B(LP):S Gp 12 IV(x)V(x -Y)l(l + I log IYll)dxdy < oo. 
即

(C) (2.22)に用いた議論を繰り返すと

ff 
n 

vU(-vGc（入）W）%＝ （-1)n 民2nM誓，＋19)Yn（リ社（枷I))加+…＋'"dy,... dyか

vy(1]］］よ(x)= V(x)V(x -Y1) ・ ・ ・ V(x -Y1 -・ ・ ・ -Yn.)．ふたたび (2.5)を用いて

ff 
n 

nh,nU = IL W(M炉＋1i,,_)x>2a(IDI)II H(IY』Dl)Ty1+…＋Ynudy1... dyn. 
艮2n "Yl,··•,Yn 

j=l 

これから，糾，nE B(LP)が得られるのは (B)と同様である． 口

(D) Oh,5の評価古典的な積分評価を用いると j= 0,1,2に対して

詞vGo(入)wllH2'SC入―1/2 （入→ (X)）， 

すなわち VGo（入）VEO図（入―ら）である．ゆえに，命題 11によって叫，5E B(LP)． 

(A)-(D)を併せて定理 12が得られる．

3 低エネルギー評価

低エネルギー部分 fl1ow,2aの評価が議論の主要部分である．

N。u(x)＝一上12log Ix -ylu(y)dy, G四(x)= ~ 12 Ix -Yl2u(y)dy, 
21r即即

叫）＝土J股2Ix -Yl2 log (Fl) u(y)dy 
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射影作用素P,Qと作用素T。を次で定義する：

p = (v/llvll2) R (v/llvll2), Q = 1 -P, T;。=U+vN。v.
ハンケル関数の展開式 (2.8)から次が得られる ([8,7]): 91（入）堂ば（入）IIVll1である．

補題 13. (1)〈x戸VEが（配）， 'Y> 4の時

M(、＼)＝91(、X)P+T。+Mo(、X.), Mo(入)＝ ('.)2(g（入）、）＼2) （入→ 0) (3.1) 

(2)〈x〉aVEL刊配），び＞ 8とすれば，

Mo（入） ＝一g（入）応G1v —炉vG2v+('.)2（応log 入〉），（入→ 0) (3.2) 

3.1 ゼロにおける特異性の分類とレゾナンス

定義 14([13]). Hが0で正則（特異）縣 QT。Q|QL2国）がQび（配）で可逆（非可逆）．

Hが0で特異の時，ふはQび（配）における KerQL2（R2)QT0Qへの射影．

(1) 0での特異性が第1種混 T1些 s1QT。PT。QS1ls1L2が正則

(2) 0での特異性が第2種器れが非正則かつ T2些ふ(vG1v)S2 ls2い（記）が正則た

だし，ふは S1び（配）における KerT1への直交射影．

(3) 0での特異性が第3種器花が非正則． KerT叫s叩（即）への射影を品と書く．

補題 15.〈x〉1+eVEじ（配）， c>Oとする．

• Noo i-{O}具 Hは0で特異．この時 S1び（配） ＝ ｛wu: U E N00}; N00 3 U → 

(=WU  E 81だ圏）は同型；逆写像は U = N。v(-llvll-2〈PT。S1<，V〉・

● U EN00の時，〈V,u〉=O;c = llvll戸〈PT。ふwu,v〉とおくと Ix→ CX)で

2 

叫）＝ c+t凸（土J記研(y)u(y)dy)+ O(lxl-l-e:). (3.3) 
j=l 

(1) 0で第1種特異晶 U EN00はs波レゾナンス．この時 rankT1= dimN00 = 1. 

(2) 0で第 2種特異具 U EN00はsor p波レゾナンス． 1~ rankS2 = rankT2 ~ 2. 
• Nooはp波レゾナンスのみからなる具冗＝ 0.

• T1 cf-0の時， UEN00がp波 (s波）晶 WUE S2び（配） （WU  rf_ S2び（配））．

(3) 0で第 3種特異器 oはHの固有値． U E N00はWUE S3び（配）なら固有関数，

WU  E S2L2（股り＼品L2（股りなら p波， WUE 81び（配） ＼ S2び（配）なら s波レゾ

ナンス
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3.2 Feshbach formulaとJensen-Nenciuの補題

M（入戸を入→ 0で調べる．道具はFeshbachformulaとJensen-Nenciuの補題．

補題 16(Feshbach formula)．バナッハ空間の直和Y=Y1①必上の作用素行列：

A = （an a12) (an, a22は閉， a12,a21は有界作用素）．
a21 a22 

ヨ疇 EB（必）とする．この時，ヨA-1B(Y)具ョd= (an -a12a2l四1)-1E B(Yリ．

A―1= (d-da12疇—疇a21d 疇a21da12疇＋ ai21)． (3.4) 

補題 17(Jensen-Nenciu). Aはヒルベルト空間 Xの閉作用素， Sは射影で (A+S)-1 E 

B(X)が存在とする．この時， Aが有界な逆をもっ巽 B= S -S(A + s)-1SがSXに

おいて有界な逆をもつ．この時，

A―1 =(A+ S)―1 + (A+ S)―1SB―1S(A+ S)―1. (3.5) 

3.3 ゼロで正則な場合

Hは0で正則とする．この時 Q(QT。Q)-1QEB哩f{Mm+ T: m E L00（配），TE

知｝である ([22]).91（入） ＋T。をび（配） ＝PL2（配） E9Qび（配）の作用素行列に書いて

Feshbach formulaを用いると， Lを有限次元作用素， C1を定数として

(g1（入）P+To)-1= h（入）L+Q(QTq)―lQ, h（入）＝ （gl（入） ＋釘）．

(3.1)から

M（入） ＝ （gl（入）P＋T。)-1(1+M。（入）（91（入）P＋T。)-1)-1. (3.6) 

第二項を展開すればM（入）ー1= (g（入）＋c)-1L+B+02(g炉） （入→ 0)．これに命題 11

を用いて次の定理が得られる．

定理 18.〈x〉'YV(x)E L1（記）， 1>4とする． Hが0で正則の時， W＋はび（配）有界，

l<p<ooである．

定理 18の上の証明は [31]のより格段に簡単である．
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3.4 ゼロで特異な場合

Hが0で特異な場合に入→ 0でM（入戸を調べるのに必要な等式を用意する．

定義 19.{(1,．．．，ふ｝を S1び（配）の正規直交系とする． QS1Qとふを同一視し

S1 = (1パ1+・・・十知R品をび（配）の直交射影とも見なす．

S1の定義により，（QT。Q+ S1)IQ戸（即）は可逆， D。竺f((QToQ + S1)IQ戸（配））ー1EB 

である ([22]）．補題 16をび（配） ＝ Pび（配）〶 Qび（配）において用いて次が得られる．

補題 20.91（入）P＋T。＋ふはだ（配）上で可逆で， C2を定数として

N（入）埜f(g1（入）P＋T。+S1)―1= h1（入）い＋QDoQ, (3.7) 

h心）＝ （91（入） ＋叫―1EM（配）．（3.8)

ただし L1は入に依らない rankぃ：：：： 2の作用素である．

命題 11によって vN（入）vはgoodproducerである．（3.1),(3.2)を(3.6)に様に書いて

展開して次の補題が得られる：

補題 21.入＞〇が十分小さい時 M（入） ＋ふは可逆で

Ao（入）堂f(M（入）＋S1)―l=N（入） ＋02(g（入）炉），入→ 0. (3.9) 

さらに〈x〉'°YVE £1(配）， ,>8なら入→ 0の時，

Ao（入）＝N（入） ＋炉g（入）N（入）冗1（入）N（入） ＋02(>.4g（入）り，（3.10)

R心）竺バ(G1+ g（入）―1伍）v. (3.11) 

(3.9)に命題 11を用いれば， vAo（入）vはgoodproducer for small入＞ 0である．補題

17を用いて M（入戸を調べるのに補題 21を基礎にする． S1び（配）上の作用素B1（入）を

B心）堕 S1-S凶（入）S1, T1 = S1QTi。PT0QS1. (3.12) 

補題 22.入→ 0の時， S1び（配）上で

B1（入） ＝ーh1（入）（T1-入2x（入））， X（入） E02(g（入）2). (3.13) 
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さらに〈x〉'YVEL尺配）， 'Y> 8であれば，（3.13)の右辺の X（入）は次を満たす：

X(入)=-S1h1（入）―lg（入）（、R1(入） ＋h1（入）（L1R1（入）十、R1（入）L1)

+ h1（入）2L戊い）ム＋叫g（入）炉））S1. (3.14) 

もし S1び（配）上で B1（入）ー1が存在すれば補題 17によって

M（入）―1= Ao（入） ＋A1（入）， A1（入）些fAo（入）ふB1（入）―1ふAo（入）．（3.15)

3.5 第1種特異性の場合

次の定理 23はErdogan,Goldberg and Green ([7]）によって得られているが，以下の

証明は [7]の証明より遥かに簡単である．く ES1だ（配）はモーメント条件

12 v(x)((x) = 0, 
股2

(3.16) 

を満たすことを思い出しておく．

定理 23.〈x)'V(x)E £1（配）， '"'(>4とする． Hの0での特異性が第1種であれば， W十

はび（配）ー有界， l<p<ooである．

証明．この時 rankT= rankS1 = 1である． T1= c(@くと書ける．（3.13)によって

S1び（配）上で B1（入）ー1が存在して凡（入）ー1= -(g1（入） ＋叫(T1-入2x（入））ー1.これと

(3.7)などを (3.15)に代入すると， goodproducer for small入＞ 0をmoduloにして

vM（入）―1v= -c1 log入(v(@(v).

くはモーメント条件 (3.16)を満たすから命題 11(7)によって定理 23が得られる． ロ

3.6 第 2種特異性の場合

以下，〈x〉'YVEL刊配），"(>8を仮定する． Hがゼロにおいて第2種特異性をもつ場合，

w十が l<p::;2ではL凡有界， 2<p<ooでは非有界となることの証明のあらすじを一
部を割愛して述べよう．

この時， 1::; rank T2 = rank S2さ2であるが， rankS2= 2と仮定する． rankS2= 1の

場合はより容易である． S2び（股りの正規直交基底 {(1,(2}をT2=品（vG1v)ふの固有
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関数T心＝ーK,J(j,K,j > 0, j = 1,2として取る． cpE S2£2（配）の時

1 
(vG印cp,cp) ＝］ J罠2Ix -Yl2(vcp)(x)(vVJ)(y)dy = -~苫 fR2 巧vcp(x)dxl~ (3.17) 

で，これは rankの関係から零にはなれないことに注怠． この時，た1（入） ＝ S匹 (G1+ 
g（入）ー1G砂?ふ|s叩（配）の基底{(1心｝に関する表現行列 C([;)= (cjk（入））に対して

叫入） ＝―灼釘k+叩 g（入）ー1), j,k = 1,2. 

が成立． C（入）ー1= (djk（入））とすれば djk（入） EM（配）である． T1が非正則な時

(T1＿炉X（入））ー1の入→ 0における挙動を補題 17を(3.14)を援用して解析する．すこ

し面倒な線形代数と次数計算ののちに ([36],5.6.1 節参照）， D1ow,2a はび—有界作用素を

moduloにして

2 

-jtl100 g（入）―1入―2もい(Go（一入）心）（x）〈(kv,II(入)u〉入応2a（入）d入， (3.18) 

で与えられることが分かる．（3.18)の被積分関数は入＝ 0において強い特異性g（入）ー1入―2

をもつことに注意 (3.16)によって〈＜砂，1〉＝ O,k=l,2が成立することに注意して

(3.18)のII(入）u(z)を

1 
II(入)u(z)-II(入)u(O)＝ -J (ei入zwx_ l)u（入w)dw

21r Js1 

で置き換え， ei入zwxを2次までテーラー展開して右辺を goodpart g（入，z)とbadpart 

b（入，z）の和に分解する： II(入）u(z)= g（入，z)+ b（入，z),

—入2
応 Z)＝ 2 7fl1 (l (1 -0)（zw)知入zwod0)0（加）dw

＝苫戸K入2l(1 -0) （以1F(T-0z凡R叫（加）dw)d0 

(3.19) 

2 

訊入，z)=崎fs1(zw)u（入w)dw＝翌；引L叫）（加）dw. (3.20) 

ここでR1u(x)= F-1 （ら／ l~lu)(x), j = 1, 2はuのRiesz変換である．（3.18)のII(入）u(z)

を9（入，z),b(入，z）でおきかえて得られる関数を D(g)u(x),n(b)u(x)とする．
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(1)加 u(x)はgoodoperatorである．これを見るには，まず特異性入―2を§（入，z)の因
子入2によってcancelし， μjk（入）＝§（入）ー1djk（入）X:s;za（入） EM（配）とおいてn(g)u(x)を

2 

呪，)k）u(x)=l:い-0)d0f股4dydzv(y)ら(y)v(z)(k(z)叩 m
X {laoo μい）い(x-y)（土llr(T-0z凡R叫（入w)dw)吋

のj,k = 1,2に関する和と書く．第2行は (2.5)とKの定義(2.14)によって

Ty[OOい（x)（土L叫 (IDl)LezRい）（加）dw)入d入P
= ll(TyKμjk(IDl)LezR直mu)(x)IIP：：：：：りullp, i < P <(X) （3.21) 

と評価される．ゆえにミンコウスキーの不等式によって 11nは，)k）u||：：：：： CllvらII1||〈z〉%(kll1llullP：：：：： 

Cllullp-P-波レゾナンスに対しては〈m〉2v(EL尺配）だからである．

(2)'6（入，z)は一次の項入しか含まないため D(b)は 1< p：：：：： 2に対してしかび（配）ー有

界にならず， 2<p<ooに対してはび（罠外非有界である．この D(b)のび（艮外有界性

(1 < p：：：：： 2)の証明は面倒で長く，ここにあらすじを書くスペースはない ([36],5.6.3節

参照）． D(b)t/.B(L門， 2<p<ooを証明しよう． X>4a(ID|）D(b)t/. B(Lりを示せばよい．

X>4a(ID|）はgoodoperatorだからである． X>4a(IDl)D(b)u(x)を

ーエJOO入―2μjk（入）（X>4a(IDl)Q＿入＊vくj)(x)〈＜kv,b（入，z)u〉入d入
゜

(3.22) 

と書く．μ([;)= X>4a(lt;l}lf;l-2と定義する． Fourier変換すれば直ちに

X>4a(IDl)9_入(x)= (21r)―lμ(x)＋入2μ(1Dl)9＿入（x).

右辺第2項炉μ(|D|）g_入(x)を(3.22)のX>4a(IDl)9＿入（x)に代入したものは炉が入―2

をcancelして goodoperatorとなる．（21r）ーlμ(x)を代入した作用素を Zと書こう． Z

がび（配）—非有界， 2<p<oo であることを示す．（21r）一切(x) が入によらないことから

叫x)=(21r）ー1(μ* Vら）（x)EL叩炉）， j= 1, 2, 1 < p < 00と定義するとき

2 / 2 

Zu(x) ＝ -〗→(〗lOO 入―2朽K （入）〈釘，；；（z ，入）〉入d入） （3.23) 
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a1,a2 E LP（配）は a>0が十分小さいとき線形独立である．この様に a>0を取る．

(3.23)の（・・・）をら(u)と書くと

2 

Zu(x)＝一と叫X)も(u)
j=l 

Parsevalの等式によって

i 2 
も(u)=云苫叩，仕〉J股2u(x)汽μjk(ll|）訳戸）（x)dx. (3.24) 

ゆえに ZがLP上有界なら， Hahn-Banachの定理によって釘，伍はLP上の有界線形汎関

数； Rieszの定理によって 1< q = p/(p -1) < 2に対して

2 

区〈ZzV| 〈砂F(µjk(IW~zl~l-2) EL罰）， j= 1,2; 
k,l=l 

Hausdorff-Youngの不等式によって

2 2 

Ld.ik(ll|）区〈ZzV|〈砂X9a(l)lzg(ll)―11t1-2Eび（酎）；
k=l l=l 

C(IW = D(IW-1はにI::; 2aのとき有界だから，

XS2a(|＜|）〈z1vl(1〉&＋〈Z1V|（這2
g(|（|）|(|2(〈z2V〈芯＋〈z2嗚〉(2)EL督，Cり；

ゆえに〈zzvl(k〉=0,1 :S j, kさ2でなければならない．しかし，これは花が正則である

ことに矛盾する ((3.17)参照）． 2<p<ooの時， Zff_ B(Lりである．

3.7 第3種特異性の場合

この時，必然的に乃＝ S3G2品は正則で， Feshbachformulaを用いると S2び（配）上

(S戊心）―l=g（入）S江3-1品＋L4（入）， L4（入） EM（配）

(E S3だ（配）は（3.16)とともに extraで次を満たす：

Jパ(x)v(x)dx= 1亭 (x)v(x)dx= 0. (3.25) 
股2 JJR2 

第3種の場合も Qlow,2aはLP有界な作用素と (3.18)の和である．（3.18)の(djk（入））を

g（入）S江3-1品の表現行列でおきかえて得られる作用素は goodoperatorである．この
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時，（ ES3び（配）が (3.25)を満たすことから〈(v,II(入)u〉=〈＜v,g（入，・）〉が badpart 

なしで成立し， 9（入，x)の因子炉が入―2g（入）ー1の入―2を cancel残された g（入）ー1が

g（入）S3T3-l品の特異性g（入）を cancelするからである．もし品＝ふなら（この時 p波

レゾナンスは不存在）， L4（入） ＝ 0で 01ow,2aE B(Lり， l<p<ooである． S2ヂ品な

ら， L4（入） ＃0であるがL4（入）は 3.6節のたl（入）ー1と同様な構造をもち， 3.6節の議論を

繰り返せばL4（入）が生成する作用素は l<ps:;2ではL凡有界， 2<p<ooではLP-非有

界であることが示される（詳しくは [36],5.7節参照）．
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