
研究会報告

描 動 力 の 観 点 か ら み た 確 率 過 程 論

岡 部 靖 意 (北 海 道 大 学 理 学 部 数 学 教 室)

§1.確 率 過 程

匿 義] 確 率 過 程 と は 時 と 共 に 不 規 則 に 変 動 す る 現 象

を 数 学 的 に 建 て た モ デ ル

の こ と で,

[表 現】 確 率 空 間 (O,β,P)か ら 可 測 空 間 (S,7)へ の 確 率 変 数

x(i):O- Sの 集 ま り と し て 与 え ら れ,Ⅹ-(X(i);i∈T)と し て

表 現 さ れ る.こ こ で,集 合 T,Sは そ れ ぞ れ 時 間 域,状.態 空 間 と

よ ぶ.

【目 的】 確 率 過 程Ⅹを 研 究 す る 目 的 は,そ の 偶 然 量 を 支 配
す る 法 則 を 調 べ,そ の 普 遍 的 構 造 を 明 ら か に す る こ と で

あ る.

[解 析】 確 率 過 程Ⅹの も つ 法 則 (≡走 性 的 性 質)か らⅩ の 時 間
発 展 を 記 述 す る 方 程 式 を 求 め,そ れ を 基 盤 に し て 解 析 す

る.そ の 方 程 式 は お も に 確 率 微 分 方 程 式 で 表 現 さ れ る.

§2.ブ ラ ウ ン 運 動

確 率 過 程 の 源 は ブ ラ ウ ン 運 動 で あ る .こ れ は 花 粉 を 水

の 中 に 落 と し た と き ,花 粉 粒 子 の な か の 微 粒 子 が 措 く

ジ グ ザ グ 運 動 の こ と で ,1828年 イ ギ リ ス の 植 物 学 者 Brownに

よって 観 測 さ れ た(【4]).Einstein([7】),Langevin([15]),Perrin([50】),Prnstein([52】),

Uhlenbeck([52]),Doob([5日6】),Wiener([541),I･ivy(【16])の 研 究 に よって ,ブ ラ
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ウ ン 運 動 は マ ル コ フ 性 を も つ 確 率 過 程 と し て ,数 学 の

研 究 対 象 と なった .

花 粉 粒 子 の 運 動 を 確 率 過 程 Ⅹ-(X(i);i∈T)と す る と き,そ の
時 間 発 展 を 記 述 す る 方 程 式 は

(2.1) k(i)--βX(i)+αB(i)

で 表 現 さ れ る. こ こ で,α,β は 正 の 実 数,B-(B(i);l∈T)は ブ ラ

ウ ン 運 動 で あ る.

時 間 域 の 集 合 Tが 半 区 間 【0,∞)か 全 区 間 (-∞,∞)か に 応 じ て

方 程 式(2.1)を 局 所 的,大 域 的 と 名 付 け る･解 X(i)は ブ ラ ウ ン 運

動 に よ る 積 分 (Wiemer積 分)で 表 現 さ れ る:

(2･2)
な 場 合 X(i)-X(0)+I.tαe-β(I-I)dB(a)(l≧0)
な 場 合 X(i)-Ii00αe-β(i-I)dB(a)(t∈R)･

ブ ラ ウ ン 運 動 β(*)は,局 所 的 あ る い は 大 域 的 を 問 わ ず,つ

ぎ の 定 性 的 性 質 で 特 徴 付 け ら れ る:

(B-1) 正 規 性 (有 限 次 元 分 布 が 正 規 分 布 に 従 う)

(B-2) 独 立 増 分 (互 い に か き ら な い 増 分 が 独 立)

(B-3) 連 続 な 軌 跡

方 程 式(2･1)の 解 で あ る 花 粉 粒 子 の 運 動 X(*)を 特 徴 付 け る
定 性 的 性 質;

【局 所 的 な 場 合】:

(Ⅹ-1) 正 規 性

(Ⅹ-2) 拡 散 性 (軌 跡 は 連 続 で 強 マ ル コ フ 性 を も つ)

[大 域 的 な 場 合】:

正 規 性

拡 散 性

弱 定 常 性
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こ こ で,弱 定 常 性 と は,平 均 は 零 (E(X(i)).-0),共 分 散 関 数

E(X(i)X(a))が 土と Bの 差 の 関 数 R(ト 8)に な る と き を い う･い ま の

場 合 は

E(X(i"(a))-芸e-什 ･■-R(iI8)
と な る の で,関 数 Rは つ ぎ で 与 え ら れ る:

(2･3) R(i)-芸 e一州

確 率 過 程 論 で 研 究 さ れ て い る 確 率 過 程 と し て は,正 規

性 を も つ 正 規 過 程,独 立 増 分 を も つ 加 法 過 程,マ ル コ フ 性

を も つ マ ル コ フ 過 程,拡 散 性 を も つ 拡 散 過 程, 弱 定 常 性

を も つ 弱 定 常 過 程,強 定 常 性 を も つ 強 定 常 過 程 な ど が あ

る.解 析 す る 手 法 と し て,マ ー チ ン ゲ ー ルI確 率 積 分,伊 藤 解

析 (【11】),飛 田 解 析 (【8】),マ リ ア バ ン 解 析 (【17】),等 が あ り,確 率 解 析

と 呼 ば れ て い る.

§3.揺 動 散 逸 定 理

花 粉 粒 子 の 運 動 の 研 究 に お い て,統 計 物 理 学 の 世 界 で

は,拡 散 係 数 が 方 程 式 (2.1)に お け る 定 数 βに 逆 比 例 す る と い

う ア イ ン シュタ イ ン の 関 係 式 が 得 ら れ た(【7日叫).そ れ は 分 子

数 の ア ボ ガ ド ロ 数 を 理 論 的 に 予 言 し,実 験 的 に も 確 か め

ら れ,久 保 亮 五 氏 の 線 形 応 答 理 論 の 中 で 揺 動 散 逸 定 理 と

し て,非 平 衡 統 計 物 理 学 に お け る 基 本 原 理 の ひ と つ に なっ

た(【13】)･ そ れ は 方 程 式 (2.1)に お け る 定 数 αとβの 間 に あ る 関

係 式 が 成 り 立 っ こ と を 主 張 す る.

揺一動 散 逸 定 理 は 私 に は 不 思 議 な こ と だ が 確 率 解 析 の

世 界 で は 忘 れ ら れ て い た･方 程 式 (2.1)を 解 く と い う 観 点 で

は,定 数 αとβは 任 意 に 与 え ら れ る.す な わ ち,

(3.1) は じ め に モ デ ル あ り き

の 観 点 で は,揺 動 散 逸 定 理 の 背 後 に あ る 哲 学 を 理 解 で き

な い.し か し,第 1 章 で 述 べ た よ う に,確 率 過 程 の 解 析 の 立
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場 で あ る

(3･2) 定 性 的 性 質 か ら モ デ ル へ

の 観 点 で は,確 率 過 程 Ⅹ の 正 規 性,マ ル コ フ 性,弱 定 常 性 か

ら,Ⅹの 時 間 発 展 を 与 え る 方 程 式 (2.1)が~導 き 出 せ る の で あ

る(【37日38日391).方 程 式 (2･1)に お け る 定 数 αとβは 確 率 過 程 Ⅹに 対

応 す る の で あ る か ら,そ れ ら の 定 数 は 勝 手 に 与 え ら れ る

も の で は な い.

ア イ ン シュタ イ ン の 関 係 式 を 求 め て み よ う.(2.3)に お い て,

i-0と し て

(3･3) R(0)-蛋
が 得 ら れ る.こ れ を 変 形 し て

(3･4) 筈-R(0)β
と な る･物 理 的 に は R(0)は 花 粉 粒 子 を と り ま く 系 (い ま の 場

合 は 水 溶 液)の 状 態 に よ る 定 数 で あ り

(3･5) R(0)-2hT

と 考 え ら ･れ る(kは ボ ル ツ マ ン 定 数,Tは 系 の 絶 対 温 度).(3.4)

(3･6) D≡L∞■R(i)dl
は 拡 散 定 数 と よ ば れ る.(2.3)の 両 辺 を 積 分 し て

α2
D=醇

が 得 ら れ る･こ れ と(3.4)よ り

(3･7) か-翠
が 得 ら れ る.こ れ が ア イ ン シュタ イ ン の 関 係 式 で あ る.
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§4.定 性 的 性 質 か ら モ デ ル;拡 散 過 程一 確 率 微 分 方 程 式

[拡 散 過 程】 確 率 過 程Ⅹ-(X(i);t≧0)が 直 線 上 を 運 動 す る 拡
散 過 程 で あ る な ら ば,二 つ の 関 数 b,q:A- R と ブ ラ ウ ン 運

動 B-(B(i);i≧0)が 存 在 し て,Ⅹ は つ ぎ の 方 程 式 を 満 た す:

(4･1) X(i)-X(0)IL㌦(x(8))dBIL̀q(x(a))dB(a)･
右 辺 の 第 二 項 は ブ ラ ウ ン 運 動 に 関 す る 確 率 積 分 (伊 藤 積

分)で あ る(【11】).

方 程 式 (2.1)は,(4.1)の 特 別 な 例 と し て,つ ぎ の よ う に 書 き 変

え ら れ る:

(4･2, X(i)-X(0)･Lt(-βx(a))dSILLqdB(a)･

第 三 章 で(3･4)が 第 二 種 揺 動 散 逸 定 理 と 名 付 け ら れ た の は,

(4･2)の 右 辺 の 第 - 項 が 散 逸 項 (決 定 的 な 項),第 二 項 が 揺 動 項

(ラ ン ダ ム な 項)を 表 す か ら で あ る.

そ れ 故,一 般 に (4.1)の 右 辺 の 第 - 項 を 散 逸 項,第 二 項 を 散

逸 項 と 名 付 け る:

(4･3) D(i)≡

(4･4) F(i)≡

Lt

L̀
a(X(a))d8--1 散 逸 項

q(X(a))dB(a)-1一揺 動 項.

方 程 式 (4･2)は 線 形 で あ る が,方 程 式 (4･1)は 一 般 に は 非 線 形

で あ る･如 何 な る か た ち の 揺 動 散 逸 定 理 が 方 程 式 (4.1)に な

り た っ の か?こ れ が 久 保 の 問 題 で b 年 前 に ひ と つ の 解 答

を あ た え た (【26】).

あ と の 1 0 章 で 確 率 衝 突 モ デ ル に 対 す る 揺 動 散 逸 定 理

を 述 べ る･そ こ で は,(4･4)で 与 え ら れ た 揺 動 項F(*)が マ ー チ ン

ゲ ー ル で あ り,そ の 確 率 的 性 質 を 特 徴 付 け る 二 次 変 分(F)..I

(4･5) (F).-
が 大 切 な 役 割 を 果 た す.

q(x(a))2dB
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S5.定 性 的 性 質 か ら モ デ ル;定 常 統一 確 率 微 分 積 分 方 程 式

[定 常 過 程] Ⅹ -(X(i);i∈R)を 確 率 空 間 (O,♂,P)･上 で 定 義 さ れ,
共 分 散 関 数 R:a- R を も つ 弱 定 常 過 程 と す る･

(5.1) E(X(i)X(a))-R(i-8)･

ヒ ル ベ ル ト 空 間 L2(O,β,p)内 の 閉 部 分 空 間 7txを

(5.2) γⅩ≡tX(i)･,t∈Rlの 張 る 閉 部 分 空 間

で 定 義 す る.こ の 空 間 は つ ぎ の 内 積

(5.3) (Yl,Y2)--E(YIY2)

を も つ ヒ ル ベ ル ト 空 間 と な る.そ の と き,γⅩ上 で 作 用 す る

ユ ニ タ リ ー 群 (U(i);t∈R):

(5･4) U(i)(X(a))-X(8+i)

が 定 ま る.各 t∈Rに 対 し て,確 率 変 数 X(i)を ヒ ル ベ ル ト 空 間

光Ⅹの 中 の ベ ク ト ル A(i)

(5･5) A(i)≡ X(i)

と 見 な す こ と に よって,7ixの 中 の 流 れ A-(A(i);t∈R)が で き る.

性 質 (5.1)よ り,こ れ ~を 定 常 流 と よ ぶ.

[定 常 流】 一 般 に,ヒ ル ベ ル ト 空 間 71の 中 の 流 れ A-(A(i);i∈R)

で つ ぎ の 性 質

(5.6) (A(i),A(8))-(A(ト B),A(0))

を 満 た す も の を 定 常 流 と 名 付 け る.こ こ で,(,★)は ヒ ル ベ ル

ト 空 間 γ の 内 積 で あ る.

(5.2)と 同 様 に,ヒ ル ベ ル ト 空 間 71内 の 閉 部 分 空 間 γA を

(5.7) 7tA ≡tA(i);i∈R)の 張 る 閉 部 分 空 間
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を 考 え る.(5.4)と 同 様 に,γA 上 で 作 用 す る ユ ニ タ リ ー 群

(U(i);i∈A):

(5.8) U(i)(A(8))-A(a+i)

が 定 ま る.一 般 論 よ り,ヒ ル ベ ル ト 空 間 7tA に 作 用 す る 自 己

共 役 作 用 素 Lで

(5･9) U(i)-e''iL

を 満 た す 線 形 作 用 素 が 存 在 す る.こ れ を 定 常 流 に 付 随 す

る ハ ミ ル ト ニ ア ン と 呼 ぶ.

【森 ノ イ ズ】 っ ぎ の 条 件

(5･10) A(0)∈D(L)

の も と で,森 肇 氏 の 理 論 (【20】)が 展 開 さ れ た.こ の 条 件 は 定 常 流

Aが ヒ ル ベ ル ト 空 間 7tA 内 の 可 微 分 な 流 れ で あ る こ と を 意

味 す る･す な･わ ち,流 れ Aの 速 度 流 と も 言 う べ き A-(i(i);l∈R)

(5･11) i(i)≡ 箸

が 定 義 さ れ る.

ヒ ル ベ ル ト 空 間 7tA 内 の 閉 部 分 空 間 711

(5･12) 升1≡7tAe)lA(0)】

と そ こ に 作 用 す る 自 己 共 役 作 用 素 Ll

(5･13) Ll=(I-P.)L

を 定 め る･こ こ で,作 用 素 Poは 初 期 ベ ク ト ル A(0)で 張 ら れ る

一 次 元 の 空 間 【A(0)]へ の 直 交 射 影 作 用 素 で あ る.

ヒ ル ベ ル ト 空 間 711内 の 定 常 流 と し て,森 ノ イ ズ TM -(ZM(i);t∈R)

が

(5.14) zM(i)≡e''tLI(I-P.)i(o)
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で 定 義 さ れ る.

森 の 振 動 数 wM と 森 の 核 関 数 pM :R一一 Cを

(5.15) uM ≡ill(i(o),A(0))(A(0),A(0))ll

(5.16) pM(i)≡(ZM(i),ZM(a))･(A(0),A(0))~1

で 定 め る.

森 の 理 論 の 基 本 は 共 分 散 関 数 Rの ラ プ ラ スーフ ー リ エ 変

換 と し て 定 義 さ れ る 複 素 移 動 関 数 【R]:C+- C

(5.17) lR](()=eiÈR(i)dt
を 解 析 的 に 表 現 し た こ と で あ る.そ れ は つ ぎ で 与 え ら

れ る:

(5･18) lR](()-
R(0)

-iuM-i･(+I.w eiく̀pM(i)dl'

こ れ と 同 値 な 表 現 と し̀ て,定 常 流 Aの 時 間 発 展 を 記 述 す

る 森 の 方 程 式 が 得 ら れ る:

(5･19) A(i)-iuMA(i)- pM(ト B)A(8)dB+ZM(i) (i∈A)･

【久 保 ノ イ ズ】 条 件 (5.10)が 成 り 立 た な い 場 合

(5･20) A(0)≠D(L)

に 対 し て も,定 常 流 A の 時 間 発 展 を 記 述 す る 方 程 式 を も と

め る の が EMO-ラ ン ジュゲァン 方 程 式 論 で あ る(【21]-【31】).そ こ で,

揺 動 力 と し て 久 保 ノ イ ズ が 導 入 さ れ た.

そ の た め に,初 期 ベ ク ト ル A(0)を D(L)に 属 す る 元 Anの 列

(n∈N)

(5.21) An_=n e-n竹(i)A(0)di
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で 近 似 す る:

(5.22) tim An-A(0) (in7iA).71一〇〇

複 素 移 動 関 数 【R]は 初 期 ベ ク ト ル Anに 関 す る 複 素 移 動 関

数 【Rn]の 列 で 近 似 さ れ る:

lR](()- 止m【Rn](()Il.一oo

(5.23) =limTl→〇〇L∞eiEt(U(i)J4n,An)dl

従 って,各 nに 対 し て,森 の 理 論 の(5.18)を 用 い て

(5･24) ･lRn](()-
Rn(0)

-;戒)-iE+I.Tb'く磯 )(i)dL

と な る.数 列 超 )は 収 束 し な い の で,適 当 な .en｡,mali2iati｡nを す る

こ と に よって,複 素 移 動 関 数 lR]に 関 し て 次 の 表 現 が 得 ら れ る:

(5･25) [R](()-

こ こ で

K(I)-恕/A

α 1

J至言β-iC-iCK(()'

α>0,β>0
1

(入一卜 ie)(A-iE)

(5･28) rc(dl)は 直 線 上 のBorel測 度

fC(dl)･(J諒a)-1

で /RTjTfK(叫 <-･
こ の 準 備 の 下 で,久 保 ノ イ ズ が 導 入 さ れ る.ユ

群 (U(i);t∈R)に 関 す る ス ペ ク ト ル 分 解

(5.29)

を 用 い 'て

(5.30)

U(i)-

A(i)-

e-iLEdE(i)

e~叫dE(i)A(0)

- 16 -
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を 得 る.シュワ ル ツ の 急 減 少 関 数 の 空 間 β(A)の r元 pを 用 い て

定 常 流 Aを 正 則 化 し て,超 定 常 流 (A(p);p∈S(氏))を 定 義 す る:

(5.31) A(?)≡ p(i)A(i)di.

正 数 Tl>0に 対 し て,コ ー シ ー 核 Pvを

(5.32) Pv(2,)-
汀(712+ 2!2)

と し て,超 定 常 流 (Zn(p);p∈S(A))を 定 義 す る:

(5･33) Iq(p)≡去/RPV～(i(･)lR](･･iqrl)(i)dE(i)A(0)･
適 当 な 条 件 の 下 で,久 保 ノ イ ズIK -(ZK(p);P∈S(A))が 上 の 超 定

常 流 の 極 限 と し て 定 ま る:

(5･34) ZK(p)=lqilT抽 )･

久 保 ノ イ ズ の 共 分 散 は

(5･35) (IK(p),IK(4,)-(蛋 )2/R招 )i(-i,a(df)

で 与 え ら る･即 ち,久 保 ノ イ ズ の ス ペ ク ト ル 測 度 は (癖 )2k(de)

で あ る.

こ の 久 保 ノ イ ズ を 揺 動 力 と す る こ と に よって,複 素 移 動 関

数 【R]の 表 現 (5.25)の 同 値 な 表 現 と し て,定 常 流 Aの 時 間 発 展 を

与 え る 方 程 式 が,超 定 常 流 (A(p);p∈S(A))の 言 葉 で,導 か れ る:

(5.36)

こ こ で

(5.37)

A(p)ニーβA(p)一缶(7̀*A)(p)+aZK(p)I

K亡(()≡
(A-(-iE)(A-ie)

- 17 -
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S6.Alder･WainWright効 果

1960年 代 末,AlderとWiimwrightは,剛 体 球 と 剛 体 円 板 か ら な る

流 体 モ デ ル の コ ン ピュー タ ー シュミ レ ー ション に よ る 実 験 に

ょって,花 粉 粒 子 と み な す 剛 体 球 の 速 度 の 相 関 関･数 Rが,(2･3)

の 如 く 指 数 的 に 減 衰 し な い で,

(6･1) R(i)x宗 (- ∞)

と い う 長 時 間 挙 動 を 示 す こ と を 発 見 し た (【1】,【2】)･ こ の こ

と は,Einsteimと hTLgeVinの ブ ラ ウ ン 運 動 の 理 論 に 疑 義 が か か

り,確 率 論 的 に は,実 際 の ブ ラ ウ ン 運 動 は マ ル コ フ 性 を 持

た な い 事 に な る.

理 論 に 疑 義 が か か れ ば そ れ を 修 正 す る 物 理 学 で は,

EinsteinとLangevinよ り 以 前 の19世 紀 末 の Stokesl51]-とBoussinesqtll3]の 研

究 を 基 礎 に し て,粘 性 叩,密 度 pの 液 体 中 を,半 径 r,質 量 7nの 剛

体 球 が,時 刻 iで 揺 動 力 W(i)を 受 け,速 度 が X(i)で 動 く モ デ ル

と し て,つ ぎ の 方 程 式 が 考 え ら れ た:

(6･2) -･k(i)- -6- 7X(i)16- 2(禦 ′21二 義 k(8)da･W(i)･

こ こ で m●は 有 効 質 量 で あ る:

(6･3) -･-小 言- 3p･

方 程 式 (6.2)の 右 辺 に 於 け る 積 分 項 は,剛 体 球 に よって は ね

の け ら れ た 液 体 が 長 い 時 間 を か け て 剛 体 球 に 及 ぼ す 力

で あ る･こ の 力 は,Einsteinの 研 究 で は 無 視 さ れ た が,約 65年 後

に,コ ン ビュウ ク ー の 発 達 に よって 復 活 し た の で あった.方 程 式

(6･2)を Stokes･Boussinesq･ラ ン ジュヴァン 方 程 式 と 呼 ぶ.

(6･1)は,久 保 の 線 形 応 答 理 論 を 適 用 し て,物 理 理 論 と し て

も 物 理 実 験 と し て も 検 証 さ れ た (【53日14日49]).数 学 的 に は,揺

動 力 W(*)と し て 久 保 ノ イ ズ が 使 わ れ,方 程 式 (6･2)の 解 XK(申 ま

- 18 -
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定 常 性 を 満 た し,そ の 相 関 関 数 RKは つ ぎ の よ う に 求 め ら

れ た (【14日28】):

(6.4) RK(i)- e-I-lAqK(dA).

こ こ で,qK は つ ぎ で 与 え ら れ る 【0,∞)上 のBorel測 度 で あ る:

(6･5) qK(dA)-(i)1/2asBeSB
入1/2

(βsB一入)2+e呈B入

そ こ で,定 数 αsB,βsB,eSB は 正 数 で あ る:

(6.6) asB-

(6･7) PsB-

(6.8) e∫8-

1

m ●

6m71
m●

6m2(m)1/2
iii!

揺 動 力 Ⅳ(*)と し て ホ ワ イ ト ノ イ ズ β(*)を 採 用 し た と き も,

方 程 式(6.2)の 解 Xw(*)は 定 常 性 を 満 た し,そ の 相 関 関 数 Rw は

(6.9) Rw(i)- e-仰oh(dA).

と な る(【281)･そ こ で,qw は つ ぎ で 与 え ら れ る 【0,∞)上 のBorel測 度

で あ る:

(6.10) qw(dl)=竺』
egβ 入1/2

汀 βsB+A+esB入1/2(PsB-A)2+e呈B入

ど ち ら の 定 常 過 程 Xw(I),Xw(*)ら(6.1)を 満 た す.一 般 の 定 常

過 程 に た い し て,そ の 相 関 関 数 の 遠 方 で の 挙 動 が 多 項 式

的 に 減 衰 す る こ と を Alder･Waimwright効 果 と よ ぶ.

揺 動 力 と し て い ろ い ろ 考 え る 立 場 は,§4で の べ た ｢定 性 的

性 質 か ら モ デ ル へ ｣の 哲 学 に 反 す る･定 常 過 程 Xw(*),Xw(*)は

マ ル コ フ 性 を 持 た な い の な ら,如 何 な る 性 質 を も つ の で

あ ろ う か･そ の 性 質 は 方 程 式(6.2)を 導 き 出 す の で あ ろ う か.

- 19-
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§7･鏡 映 正 値 性 (連 続 系)

定 常 過 程 Ⅹ-(X(i);t∈R)が 鏡 映 正 値 性 を も っ と は,そ の 相 関

関 数 Rが 【0,∞)上 の 有 界 のBorel測 度 q(d入)に よって

(7･1) R(i)-L∞e-'tJAq(叫
と 表 現 さ れ る と き を い う.(6.4),(6.9)よ り,§6の 定 常 過 程 XK(I),Xw(*)

は 鏡 映 正 値 性 を も つ.

一 般 に 鏡 映 正 値 性 を も つ 定 常 過 程 X は,そ れ に 付 随 す る

ホ ワ イ ト ノ イ ズ B(*)を 久 保 ノ イ ズ ZK(+)を 揺 動 力 と す る こ

と に よって,つ ぎ の 2 種 類 の 方 程 式 に よって 支 配 さ れ る:

(7.2) k(i)--βlX(i)+(71*k)(i)+α1b(i)

(7･3) 耳(i)--β2X(i)+(72･i)(i)+α2ZK(i).

こ こ で α,･(i-1,2)は 正 数,Ti(3'-1,2)は 【0,-)上 のBorel測 度 p,･(dl)(3'-1,2)

に よって

･7･4, - ,- 日 IoTt iAp,''d入日 :≡:;

と し て 与 え ら れ る･方 程 式 (7･2),(7.3)を そ れ ぞ れ 第 1 種,第 2

種 EMO-ラ ン ジュヴァン 方 程 式 と い う.

Alder-WainWright効 果 に 関 し て は,相 関 関 数 Rの 減 衰 は 方 程

式 (7･1),(7･2)に 於 け る 遅 れ の 項 の 関 数 7,.の 減 衰 に よって 支 配 さ

れ る こ と が 分 か る(【9日10日32日37】).具 体 的 に は つ ぎ の 3っつ の

こ と は 互 い に 同 値 で あ る:

(i) R(i) ～ ド(1'p)I(i) (i- ∞)

(ii) 71(i) ～ α1-2p13prPL(i) (i- ∞)

(iii) 72(i) ～ 応 ~1α,-1β,2pl-PL(i) (t→ ∞).

こ こ で,pは 正 数,L(*)は slowlyvaryirLgと 呼 ば れ る 関 数 で あ る:

･入,0,欝 ･- 1 (i- -)･

-20-
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Einsteinの 関 係 式 に 関 し て は,第 1 種 EMO-ラ ン ジュヴァン 方 程

式 に 対 し て は,(3.7)と 較 べ て,｢ズ レ｣が 生 じ る･が,第 2 種EMO-ラ

ン ジュヴァン 方 程 式 に 対 し て は 成 立 す る.

第 1 種,第 2 種EMO一ラ ン ジュヴァン 方 程 式 に 対 す る 揺 動 散 逸

定 理 が 得 ら れ る.詳 し く は 文 献 を 見 て く だ さ い(【211-【31日37】).

§8･鏡 映 正 値 性 (離 散 系)

今 ま で,確 率 過 程 の 時 間 域 と し て 実 数 の 全 体 R を と る と

い う 連 続 系 を 抜 かって き た が,整 数 の 全 体 Zを と る 離 散 系 の

結 果 を 紹 介 す る.揺 動 散 逸 定 理 が 如 何 な る 形 で 成 り 立 っ

か を 調 べ る こ と が 研 究 の は じ め の 動 機 で あった.そ こ で つ

か ん だ こ と は あ と で 述 べ る よ う に,哲 学 ｢デ ー タ か ら モ デ

ル へ ｣を

(8.1)
｢デ ー タ か ら モ デ ル へ｣-

｢デ ー タ か ら 定 性 的 性 質 ｣+｢定 性 的 性 質 か ら モ デ ル ベ｣

と し て 実 現 す る さ い に,揺 動 散 逸 定 理 が 大 切 な 役 割 を 果

た す こ と で あった.

定 常 過 程Ⅹ-(X(n);n∈Z)が 鏡 映 正 値 性 を も っ と は,そ の 相
関 関 数 Rが ト1,1]上 の 有 界 の Bolel測 度 q(dl)に よって

(8･2) R(n)-/_llA一叫 )

と 表 現 さ れ る と き.を い う.

鏡 映 正 値 性 を も っ 定 常 過 程 X は,そ れ に 付 随 す る ホ ワ イ

ト ノ イ ズ f(*)を 久 ･保 ノ イ ズ ZK(I)を 揺 動 力 と す る こ と に よっ
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て,つ ぎ の 2 種 類 の 方 程 式 に よって 支 配 さ れ る:

(8.3) AX(n)--P,～,1

(8.4)

(X(n)+X(nl1))

All I

-∑71,0(n-m)AX(m)+αm,lf(n),
m=- 00

AX(n)--P.n.2

こ こ で,AX は

(8･5)

(X(n)+X(nl1))

A-1
I∑72,0(n-7n)AX(m)+αm,2ZK(n)･
TrL=一〇〇

AX(n)-X(n)-X(n-1)

を 表 わ し,α,,"I(3'-1,2)は 正 数,75,0(i-1,2)は [-1,1]上 の Borel測 度

pj(d入)(3'-1,2)に よって

(8.6) T,･.o(n)-
0 (n--1,-2,･･･)

p,･([-1,1]) (n-0)

I_ll(tn+in-1)p,･(dl)(n-1,2,･･･)･

と 表 現 さ れ る.

方 程 式 (8.3),(8.4)を そ れ ぞ れ 修 正 第 1 種,修 正 第 2 種 EMO-

ラ ン ジュヴァン 方 程 式 と い う.こ れ ら の 方 程 式 に 対 し て,

Alder･Ⅵhinwright効 果,Binsteinの 関 係 式,揺 動 散 逸 定 理 が 得 ら れ

る･詳 し く は 文 献 を 見 て く だ さ い(【叫-【35日9日10】).

S9.KM20･ラ ン ジュヴァン 方 程 式 論

今 ま で の 確 率 過 程 は 鏡 映 正 値 性 を 満 た す 弱 定 常 過 程

で あった が,実 際 の デ ー タ へ の 解 析 に 応 用 す る 為 に は,は じ

め か ら 鏡 映 正 値 性 を 仮 定 す る こ と は で き な い.そ こ で,a-吹

元 ユ ー ク リッド 空 間 Rdを 状 態 空 間 と し,弱 定 常 性 の み を 満

た す 確 率 過 程Ⅹ-(X(n)･,n∈Z)に た い し て 構 築 し た の が KM201
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ラ ン ジュ ヴ ァ ン 方 程 式 論 で あ る.そ れ は つ ぎ の 6個 の 部 分

EM20-ラ ン ジュ ヴ ァ ン 方 程 式 論

(1) 定 常 嘩 折

(2) 予 測 解 析

(3) ェ ン ト ロ ピ ー 解 析

(4) 因 果 解 析

(5) 時 系 列 解 析

(6) 現 実 系･複 雑 系 - の 応 用

か ら 成 り 立 つ.Xの 時 間 発 展 を 支 配 す る 方 程 式 は,弱 定 常

性 の み か ら

(9.1)

(9.2)

n11･
x(n)--∑7+(n,h)X(A)+V+(n) (n≧1)h=0,-A-1
x(-n)--∑7-(n,A)X(-A)+V-(-n) (n≧1)h= 0

と し て 記 述 さ れ る･こ こ で,7±(n,A)は dxdの 行 列 で あ る.こ の

方 程 式 は 離 散 系 に 対 し て あ る が,連 続 系 に 対 し て は 三 好

氏 の 研 究 が あ る (【18日19】).

こ の 理 論 を さ さ え る の は 揺 動 散 逸 定 理 で あ り,そ の 奥

に あ る 精 神 を 昇 華 さ せ た の が 揺 動 散 逸 原 理 と いう 哲 学
で あ る･こ れ を デ ー タ 解 析 に 応 用 し,｢デ ー タ か ら モ デ ル へ
｣が 可 能 に な る･デ ー タ の 奥 に 潜 む ダ イ ナ ミック ス を 探 し,

将 来 の 予 測 を 行 う と と も に,2 種 類 の デ ー タ の 間 の 因 果

関 係 の 有 無 を 調 べ る こ と が で き る.詳 し く は 文 献 を 見 て

く だ さ い(【36ト【46】).

デ ー タ 解 析 で 扱 う 複 雑 系 と し て,つ ぎ の も の を 解 析 し

て い る.

1 気 象 デ ー タ : 黒 点,気 温,雨 量,宇 宙 か ら の パ ル サ ー

2 経 済 デ ー タ ; 樵,卸 売 り 物 価 指 数,マ ネ ー サ プ ラ イ

3 山 猫 ( リ ン ク ス )

4 医 学 デ ー タ : 脳 波,DNAの 塩 基 配 列

5 カ オ テ ィ ック な デ ー タ

ー23-



研究会報告

隻lo.可 積 分 系 の 確 率 モ デ ル

生 物 の 生 態 系 の モ デ ル と し て よ く 調 べ ら れ て い る の

は つ ぎ の ロ ト カーヴォル テ ラ モ デ ル で あ る･

･10 ･1, ほ …;

こ こ で,人は 正 るあで敬

-入Pl(i)(-P2(i)+P3(i))
-入P2(i)(-P3(i)+Pl(i))

-入P3(i)(-Pl(i)+P2(i))･

こ の 微 分 方 程 式 は 可 積 分 で あ り,つ ぎ の ふ た っ の 保 存

量 を も つ:

(10･2) 〈

Pl(i)+P2(i)+P3(i)-Co
Pl(i)P2(i)P3(i)-Cl･

こ れ に 対 す る 確 率 モ デ ル と し て,伊 藤 栄 明 氏 (統 数 研)は

確 率 衝 突 モ デ ル と し の つ ぎ の ジャン ケ ン ボ ン モ デ ル を 調

べ て き た (【12】):

(10.3)

i312-,(i,千xf-,'o'.Nl,'嘉I.ixf-,(8'Xr,'3'd,8'-N81'嘉I.Ixi-,'B'Xf-,'B'dB'
xr)(i)-X皇M)(o)+N,3(嘉I.iXr)(8)X皇M)(a)dB)-Nl,(MiJLLx壬M)(a)Xr)(a)dB)
x皇M)(i)-X皇M)(o)+NSl(嘉I.ix皇M)(a)X王M)(8)dB)-N,3('MiI.iXr)(a)X!M)(a)dB)･〈

こ こ で,N12(*),N23(*),N31(I)は 互 い に 独 立 な ポ ア ソ ン 過 程 で あ

る.ポ ア ソ ン 過 程 を 特 徴 付 け る 定 性 的 性 質 は つ ぎ で あ る:

(P-1) 独 立 増 分

(P-2) 軌 跡 は 高 さ 1 の 飛 躍 で の み 増 加 す る.

x壬M)(i),xr)(i),X皇M)(i)Eま 時 刻 iで の 種 1(グ ー),種 2(チ ョキ),種 3

(パ ー)の 個 体 数 を 意 味 し,初 期 条 件 と し て,系 の 総 数 は 一 定

(-〟)で あ る と す る:

(10.4) X壬M)(o)+xr)(o)+x皇M)(o)-M.

揺 動 散 逸 定 理 の 観 点 か ら 調 べ て み よ う(【47日48】).詳 し く は

文 献 を み て く だ さ い･方 程 式 (10･1)と(10.4)と の 関 係 は,つ ぎ の

大 数 の 法 則 で 与 え ら れ る:
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大 数 の 法 則 もし
x,(M)(o)

M-ikMlim -P,I(0) (確 率 収 束 ,3'- 1,2,3)

な ら ば,任 意 の 正 数 l>0に 対 し て

岬Ⅷ
Ml100

x,(M)(i)
〟
-Pj(i)(確 率 収 束,3'-1,2,3)･

が な り た つ.

上 の 収 束 の 速 さ を 調 べ る た め に

(10･5) Y,･(M)(i)≡ノ窟(x,(M)(i)〟 -P)･(i))

と お く.こ の と き,つ ぎ の 中 心 極 限 定 理 が 成 り 立 つ.

中 心 極 限 定 理 も し

MlilmJ,.(M)(o)-Y,･ (法 則 収 #,,'-1,2,3)

な ら ば,任 意 の 正 数 i>0に 対 し て

Mli_mJ,･(M)(i)-Y,･(i)(法 則 収 軋 3'-1,2,3)･

が な り た っ.さ ら に,確 率 過 程 Y-(Y(i);i≧0)は つ ぎ の 確 率 微

分 方 程 式 を 満 た す 正 規 拡 散 過 程 で あ る:

Yl(i)-Yl(0)+入I.I(Yl(8)(P,(8)-P3(8))+Pl(a)(Y2(a)-Y3(a))dB+

+Io- lPl(a)(P2(a)+P3(8))dB12(a)
Y2(i)-Y2(0)+入I.i(Y,(a)(P3(a)-Pl(a))+P2(8)(Y3(a)-Yl(a))dB+

+I.ilP2(a)(P3(8)+Pl(8))dB23(8)
T3(i)=Y3(0)+入I.t(Y3(8)(Pl(8)-P2(a))+P3(a)(Yl(8)-Y2(a))dB+

+lot lP3(8)(Pl(8)+P2(8))dB31(a)･
こ こ で,B12(*),B23(*),B31(*)は 互 い に 独 立 な ブ ラ ウ ン 運 動 で あ る.

こ れ ら の こ と を 導 く 確 率 構 造 は 揺 動 散 逸 定 理 が モ デ

ル (10.3)に 対 し て 成 り 立 って い る こ と で あ る.そ れ を 説 明 し

ょ ぅ.ラ ン ダ ム 時 間 Tl(㍗)(i),T,(sr)(i),裏r)(i)杏

(10.7)

嘉I.ix壬M)(a)Xr)(8)dB
嘉JLtX皇M)(a)X皇M)(a)dB

嘉I.ix皇M)(a)X壬M)(a)dB
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と お く.こ れ ら を つ かって,.モ デ ル (10.3)を 書 き 直 す:

･10･8, 〈

x王M)(i)-X壬M)(o)+DiM)(i)+Fl(M)(i)
xr )(i)-Xr)(0)+Dr)(i)+F,(M)(i)
x£M)(i)-x皇M)(o)+DSM)(i)+F3(M)(i).

こ こ で,D)･(*)(1≦3'≦3)は 散 逸 項 で

･10･9, 〈

DiM)(i)≡Tl(,M)(i)-T3(1M)(i)
Dr)(i)≡T,(3r)(i)-Tl(㍗)(i)
DiM)(i)≡禿.M)(i)-T,(㍗)(i)

で 表 現 さ れ,F)･(*)(1≦3'≦3)は 揺 動 項 で

(10.10)

Fl(M)(i)≡tN12(Tl(㍗)(i))-Tl(,M)(i)I-iN31(T3(r)(i))-T3(r)(i)I
F,(M)(i)≡tN,3(T,(3M)(i))-T,(3M)(i)i-(N12(Tl(,M)(i))-Tl(,M)(i)I

F3(M)(i)≡tN31(T3(1M)(i))-T3(r)(i))-1N,3(T,(3M)(i))-T,(3r)(i))

で 表 現 さ れ る.

表 現 (10･8)は Doob-Meyer分 解 に あ た る･マ ー チ ン ゲ ー ル F,･(M)(I)

の 二 次 変 分 (F,fM))･は

･10･11, 〈

(Fl(M))i-Tl(,M)(i)+T3(r)(i)

(F,(M)).-43M)(i)+Tl(㍗)(i)

(F3(M))I-Tir)(i)+T,(3M)(i)

と な り,相 互 の 二 次 変 分 は

･10･12, 〈

(Fl(M),F,(M)),- Tl(㍗)(i)
(F,(M),F8(M))I-T,(3r)(i)
(F3(M),Fl(M))I-T3(r)(i)

と な る･そ れ は,ポ ア ソ ン 過 程 N12(I),N23(*),N31(I)に 関 す るDoob-Meyer

分 解

(10･12)

N12(i)-(N12(i)-i)+i≡h12(i)+i
N23(i)-(N23(i)-i)+i≡N,3(i)+i
NSl(i)-(N｡1(i)-i)+l≡ hal(i)+i
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よ り し た が う

(10 ･13)

(丸2)I-t
(耳23)I-i

(hal)I-i
(hl,,k,3)I-0
(k,3,hal)I-0
(hal,h12)I-0

と(10･7)に 於 け る ラ ン ダ ム 時 間T,･(M)(i)が 停 止 時 間 で あ る こ と
を 用 い て 計 算 さ れ る.

従って,モ デ ル (10.4)に 対 し て つ ぎ の 揺 動 散 逸 定 理 が 成 り

立 つ:

精 勤 散 逸 定 理

･10･14, (捌
(10.15)
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(10.14),(10.15)の よ う な 揺 逸敬動

は 成 り 立 た な い ((4.2)に 対 し て

理

成

定

も

モま デ ル(10.6)に 対 し て

り 立 た な い)･

別 の 極 限 定 理 か ら 非 正 規 拡 散 過 程 を 導 く た め に,つ ぎ

の ス ケ ー リ ン グ を 施 す:

(10･16) Z,(M)(i)≡
x,fM)(Mt)
〟

残 念 な が ら,こ れ は 収 束 し な い. か か る ス ケ ー リ ン グ

変 換 を と う し て,非 正 規 拡 散 過 程 を 導 く た め に は,も と の

モ デ ル(10.4)を 修 正 す る 必 要 が あ る.こ の 修 正 し た モ デ ル に

対 し て は,(10.16)の ス ケ ー リ ン グ 変 換 を と う し て 非 正 規 拡

散 過 程 を 導 く こ と が で き,そ れ を 記 述 す る 確 率 微 分 方 程
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式 に 対 し て,(10.14),(10･15)の よ う な 揺 動 散 逸 定 理 が 成 り 立 っ･

さ ら に,こ の 非 正 規 拡 散 過 程 の 生 成 作 用 素 に 関 し て,｢べ き
零 ｣と い う 性 質 が 成 り 立 つ･

三 つ の 概 念 可 積 分 性,揺 動 散 逸 定 理,べ き 零 は 互 い に 結

び っ き そ う で あ る.
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