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1 導入

1.1 伊原・松本の M 関数

ゼータ関数やL関数の値分布に関して，極限定理と呼ばれる一連の定理がある.Riemann 

ゼータ閑数く(s)の場合，極限定理は BohrとJessen[1]によって最初に証明され，その後

様々な別証明や定式化がなされた．以下は Laurincikas[5]による定式化である．

定理 1.実数a->1/2を固定する．また T>Oに対して (<C,B(<C))上の確率測度Pr,びを

1 
Pr,c,(A) = -μ1 ({t E [O,T] I ((び十it)EA}) 

T 

と定義する．ただし μ1は1次元 Lebesgue測度である．このときある確率測度QC,が存在
して,T→(X)のとき凡，。はQC,に弱収束する．

極限定理においては， ((s)の代わりに logく(s)を用いて定義される

恥 (A)=伍({t E [O, T] I logく(a-+it)EA, び十itE G}) 
という確率測度について考察することも多い．この場合にも T→(X)のとき Pr,c,が弱収束
するような確率測度 QC,が存在するのだが，まずは logく（び十it)の分枝や集合Gについて

述べねばならない．右半平面D= { s = a-+ it I a-> 1/2}の部分集合として，

G=D¥ LJ {a-+ilm(p)ll/2<び::;Re(p)} 
く(p)=O,oo
Re(p)>l/2 

と定める．するとく(s)は単連結領域Gにおける非零な正則関数で， log〈(s)をG上の正則

多価閲数として定義することができる．このとき logく(s)の分枝を， Re(s)> 1での通常の

Dirichlet級数表示が成り立つように選ぶ．
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極限測度 Qaは2次元 Lebesgue測度 μ2に対して絶対連続であることが知られている．

実際，ある非負値連続関数Maが存在して， Qびしま

Qa(A) = J叫 z)ldzl 
A 

と表示される．ただし Lebesgue測度は ldzl= (21r)ー 1dxdyと正規化している．閑数Ma

を用いると，定理 1はlogく（び十it)の平均値に閲する公式

r 1 T兜~T1T cI>(logく（び十it))=[ cI>(z)Ma(z) ldzl 
が任意の有界連続関数 <I>に対して成り立つと言い換えることができる.伊原康隆氏と松本

耕二氏 [2]は，この M"という関数が DirichletL関数L(s,x)の平均値に関する類似の公式

Aveぶ logL(s,x))= J <I>(z)Ma(z) ldzl 
IC 

(1.1) 

を満たすことに着目し，このようにゼータ関数や L関数の値分布から生じる確率密度関数

を「M 関数」と名付けた．ここでAvexIまDirichlet指標xに関する平均を表すが，厳密な

定義は [2,Section 2]を参照していただきたい．

1.2 ランダム Euler積を用いた解釈

Riemannゼータ関数の Euler積表示

如+it) = IT (1 -p―(u+it))―1 
p 

(1.2) 

を思い出しておこう．右辺に現れる各 p-itを確率変数に見立てることにより，ランダム

Euler積と呼ばれる確率変数

く(a,X)=Il(l-p―°ふ）―1
p 

(1.3) 

が定義される．ただし， X=(X凸は'T:= { z E (C I lzl = 1}に値をとる独立確率変数の

無限列であり，各XpはT上で一様に分布しているとする.Euler積 (1.2)の絶対収束域は

a-> lであるが，ランダム Euler積 (1.3)はalmostsurelyの意味でa->1/2に対して収束

することは特記すべき性質である．

前節の極限測度Qびや M 関数Maは，ランダム Euler積く(a-,X)の言葉で記述すること

もできる．実際Qaはlogく（び，X)の分布に一致することが証明できて，

lP(log ((び，X)E A) = Qa(A) = J叫 z)ldzl 
A 
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あるいは

紐 (logく(a,X))] = [ <I> dQu = [ <I>(z)Mu(z) ldzl 

などといった関係が導かれる．ただし lP'(E)は事象 Eの確率を表し， lE[X]は確率変数 X

の期待値を表す．このような観点から考えると， Pr,uがQuに弱収束するという事実は，

く(a+it)の値の振る舞いが((a,X)と深く関係していることの有力な証拠を与えていると

言える．この方向性では最近出版された Lamzouri-Lester-RadziwiHの論文 [6]で詳細な

結果が得られている．

2 保型L関数に対する M 関数

以下 qを素数とし，品(q)をro(q)に対する菫さ Kの正則カスプ形式のなす空間とする．

またその基底として primitiveform全体の集合 Bk(q)をとる.Dirichlet L関数の平均値

に関する公式 (1.1)の保型L関数における類似として， fE Bk(q)を動かしたときの L関数

L(s, f)の値分布や対応する M 関数の研究が， Lebacque氏と Zykin氏 [7],松本耕二氏と

梅垣由美子氏 [8]によって近年進められた．彼らの研究の目標は，適切な意味で定められた

平均Ave1と何らかの M 関数Msに対して，平均値公式

Aveげ (logL(s,J)) = J <I>(z)Ms(z) ldzl 
IC 

(2.1) 

を示すことであったが，様々な事情によって完全解決には至らなかった．結論から言えば，

複素数 sが実数であるか否かによって M 関数Msの様相が大幅に変わるのであって，そこ

が問題を複雑化させていたように思える．本稿の主結果は (2.1)を完全な形で証明したもの

である．（ただし sが実数の場合は多少の修正が必要となる．）なお，以下の議論では k=2

とする．これには議論の簡略化のためという理由もあるが，証明中で保型L関数のある種の

零点密度評価を用いていて，参照元 [4]ではこの場合にのみ示されているという事情もある．

2.1 ランダム Euler積の構成

1.2節に倣い，保型L関数L(s,f)に対応するランダム Euler積L(s,Y)を構成すること

によって，目的の M 関数Msを得ることを目指す．一般にfE S2(q)を

00 

J(z) = I: 朽(n)n1/2 e21rinz, 朽(1)= 1 
n=l 

とFourier展開しておく．とくにfE B2(q)の場合には保型L関数L(s,f)のEuler積が

L(s, f) = (1 —入1(q)q―8)-1IJ det (I -p―s Ap(J))―1 (2.2) 

pc/-q 
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として与えられる．ただし Ap(f)は， p-I qに対して朽(p)= 2cos0p(f)とおいたとき，
Ap(f) = diag(e叱(f)'e―i0p(f))として定義される対角行列である．また I=diag(l, 1)は

単位行列である．ランダム Euler積を適切に構成するには， Ap(f)の分布に関する考察が

重要となる．具体的には行列Ap(f)が， fを動かしたとき独立な確率変数であるかのように
振舞っていることを期待したい．定義から Ap(f)の分布を調べるには偏角 0p(f)の分布を

調べればよいが，これに関しては次の補題が Peterssonformulaを用いると証明できる．

補題 2.素数Pl,・・・,Prを固定する．このとき任意の r変数連続関数Fに対して，

lim L 
q→OO 

亨 (0p1U),... ,0PrU))= J F(01, ... ,0r)dμs鵡）・ • ・dμsr(0r) 
fE恥 (q) [0,7rJr 

が成り立つ．ただし町= 1 
471"1 lfl I はharmomcweightで， μsrはSato-Tate測度である．

すなわち偏角の組 (0Pl(f), ・ ・ ・, 0Pr (f))は， WJで璽み付けると， [0,1rt上で μsrの直積

測度に関して一様に分布しているのである．そこで [0,1r]に値をとる独立確率変数の無限列

(8贔で，各年が Sato-Tate測度に関して一様に分布するものを考える．さらにこの ep

を用いて， y= (Yp)pを各pに対して Yp= diag(eiElp, e―iElp)とおくことによって定める．

以上の準備のもと，

L(s, Y) = IT det (I -p―syp)―1 
p 

(2.3) 

と定義する．このランダム Euler積が本当に元々の L関数の値分布と結びついているかの

検証は後に国すことにして，先にその性質を以下に列挙しておく．

命題 3.無限積 (2.3)はalmostsurelyでRe(s)> 1/2に対して収束する．また L(s,Y)は

複素数値の確率変数を定めるが，とくに sが実数の場合は実数値の確率変数となる．

命題 4.複素数s= (J"十itが実数でないとき， logL(s,Y)の分布は 2次元 Lebesgue測度

μ2に対して絶対連続である．さらに，非負値連続関数Msが存在し，

IP'(logL(s, Y) EA)= J Ms(z) ldzl 
A 

が任意の AE B(C)に対して成立する．

命題 5.複素数s= (J"が実数であるとき， logL(O",Y)を実数値の確率変数と見れば，その

分布は 1次元 Lebesgue測度μ1に対して絶対連続である．さらに，非負値連続関数Muが

存在し，

lP'(logL(a, Y) EA)=/見 (x)ldxl 
A 

が任意の AEB(民）に対して成立する．ただし ldxl= (21r)ー i;2dxとする．
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2.2 主結果，および証明の方針

主結果を述べる前に，平均の取り方を適切に定めておく必要がある．まず 1.1節の領域 G

と同様に， fE恥 (q)に対して

Gt=D¥ LJ {a+ilm(p)ll/2<a:S::Re(p)} 
L(p,f)=O 
Re(p)>l/2 

と定める．また Gtにおける logL(s,f)の分枝も logく(s)と同様に決める．このとき補題2

の重さ WJを用いて，公式 (2.1)を次のように定式化する：

s =a+ it ,t政のとき

s=aE民のとき

q凡~i;~\'lw1<!>(1ogL(,, !))~l'l>(z)M,(z) ldzl, (2.1) 

旱り苔,/州logL(u, J))~J.'l>(x)M,(x) ldxl. (2.5) 

ここでMsとMuはそれぞれ，上述の命題4と命題5での非負値連続関数である．さらに

テスト関数のクラスとして， E= ICまたは民に対して

Cb(E) = { <I> : E→ IC I <I>は有界な連続関数｝，
工(E)= {lA I AはE上の Lebesgue測度に対する continuityset} 

u {lB I B または E¥BはEにおけるコンパクト集合｝

と定める．このとき主結果は以下の通りである．

定理 6.複素数 s= (J" + itをO"> 1/2として固定する．

(i) t -/-0とする．このとき (2.4)は，任意の <I>E Cb(IC) U I(IC)に対して成立する．

(ii) t = 0とする．このとき (2.5)は，任意の <I>E Cb偉） UI償）に対して成立する．

とくに長方形R= [a,b] x [c,d] CICや区間 J= [a,b] C股について lREエ(IC)および
lJ EI(股）が成り立つが，この場合には (2.4)や (2.5)の誤恙項の評価も得られる．詳細な

主張は [10]をご覧いただきたい．

以下，定理6の証明の大まかな方針を述べる．まず F(q)=区fE恥 (q),sEGt Wjとおき，

(IC, B(IC))上の確率測度Pq,sおよび Qsを

1 
恥 (A)=一ーと叫A(log L(s, f)), 

F(q) 
fE恥 (q)
sEGJ 

Q8(A) = lP'(logL(s, Y) EA) 
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によって定める.q→ OOのとき F(q)→1であることは比較的容易に示されるので， Pq,s
がq→(X)のとき Qsに弱収束することさえ示せれば'<I>E Cb(qに対して

q凡!!,;i,) w西(logL(,, f))~.l <J>dQ, 

が従う．命題4により， s=び十it1-ffi. ならこれは (2.4)の<I>E Cb(<C)の場合にほかなら
ない．また <I>E I(<C)の場合も，伊原・松本による [3,Lemma A]の議論から (2.4)が従う．

一方 s=uE股のときは，凡，。や Qaは確かに (<C,B(<C))上の確率測度を定めるが，実際

にはAn恥 =0なら Pq,び(A)= Qa(A) = 0が成り立つことに注意する．すなわち Pq,びと

＆は（恥B(股））上の確率測度でもあり，同様の議論で (2.5)を示すことができる．

q→CX)のとき乃sがQBに弱収束することを証明するには，それらの特性関数

1 
fq,s(w) = L W炒w(logL(s,f)), 9s(w)=lE[囚 (logL(s,Y))] 

F(q) 
fE恥 (q)
sEGt 

を用いるとよい．ただし z,wE <Cに対して叫w(z)= exp(iRe(z布））と定める．このとき，

lim fq,s(w) = 9s(w) (2.6) 
q→OO 

が各点wE (Cで成り立つことを示せば， q→CX)でPq,sがQBに弱収束することが従う．差
hs(w) -9s(w)を評価するために， (2.2),(2.3)を有限で打ち切った

L(s, f; y) = IT det (I -p―SAp(f))―1, L(s, Y; y) = IT det (I -p―syp)―1 
p<y p<y 

を考える．なお，最終的にはy= logqととるのでp=qの項は考えなくてよい．このとき

1 
fq,s(w) = F(q) L 叫 w(logL(s,f;y))+誤差項，

JE応 (q)
sEGt 

g8(w) = lE [咋(logL(s, Y; y))] +誤差項

の形の近似式が成り立つことが証明できるので，結局は

1 
叫）と叫w(logL(s,f; y)) -lE [囚(logL(s, Y; y))] 
fEB幽）
sEGt 

を評価することに間題は帰箱される．ここで，固定された yに対しては

1 
q見應可〗と叫w(logL(s, J; y)) = lE [ゆw(logL(s,Y;y))] 

JE恥 (q)
sEGt 

が成り立つことは補函 2を用いて示せることに注意する．また補題 2の証明が Petersson

formulaによることを思い出し，誤差項の評価を詳しく行うと，次の結果が得られる．
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補題 7.複素数 s= (J'+ itをa->1/2として固定する．また十分大きい素数 qに対して

y = logqとする．このとき任意の R>Oに対して，

ど叫w(logL(s, f; y)) = lE応 (logL(s,Y; y))] + 0 (q―1;2(logq)2) 
fE恥 (q)
sEGJ 

が伽I::;Rの範囲で成り立つ．ただし impliedconstantはoとRにのみ依存する．

この補題によって (2.6)が示され， q→00のとき冗，S が Qsに弱収束することが従う．
以上が定理6の証明の方針である．定理6の精緻化として， (2.4)や (2.5)の具体的な誤差

評価を得るには，補應 7における Rもqに依存させて考えることになる．結論としては，

だいたい ~R-1 程度の評価が得られることが分かる．

2.3 いくつかの補足

2.3.1 MsとMびの関係性

本稿では述べなかったが， M 関数MsおよびMびには Schwartzdistributionの無限個

の畳み込みとしての構造が入る.MsはC上の関数であり， M"は股上の関数であるが，

これらには Schwartzdistributionとしての次のようなシンプルな関係性がある：

t→ 0のとき， Mび十it(Z)→M"(x)c5(y). 

ただし c5(y)はDiracのデルタである．

2.3.2 平均の取り方

本稿では harmonicwightを用いた平均を考えたが， fE Bk(q)にわたる平均としては

1 

IBk(q)I 
と・・・
fEB以q)

(2.7) 

を考えるのも自然である．この場合にも同様の結果を示すことができる変わるのは補題 2

だけで， (2.7)の形の平均に対しては

畠凶~(q)I 星q)F(0Pl (f), • • •'0Pr(f)) = j0,7r]r F(0い..., 0r)叫 (0リ・・・dμPr (0r) 

が成り立つ．ただし各μpは

2 1 sin2 0 
如 (0)= ;: (1十p)(1- 籾 +~sin20 dO 

として定義される p進 Plancherel測度である．これは Serre[11]による結果であり，証明

には Peterssomformulaの代わりに Eichler-Selbergの跡公式が用いられる．
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2.3.3 他のゼータ関数 ・L関数の場合

保型L関数L(s,f)の場合その Euler積の因子は佑(p)によって決まるのであって，その

分布を記述したのが補題2である．一般にゼータ関数や L関数の Euler積を決める要素に

対して，もし補題 2のような結果が適切な形で成り立つのであれば，定理6の類似の主張が

証明できると期待される．この方針での成功例の一つに， 3次体から生じる ArtinL関数の

場合 [9]がある．非 Galoisな3次体Kに対して， Dedekindゼータ関数(K(s)を

紐(s)=く(s)L(s,pK)

と分解する 2次既約表現PKのArtinL関数L(s,pK)がある.3次体k を動かしたときの

平均値を考えると，適切な M 関数を構成できて，それが (2.5)の類似を満たすことが証明

できるのである．補題2に対応する結果としては，谷口隆氏と F.Thorne氏によって証明

された 3次体の数え上げ公式 [12,Theorem 1.3]が用いられる．さらにこの場合には， (2.5)

の第 2主要項が特殊なのについて存在するなど，これまで見られなかった現象が明らかに

なった．詳しくは [9]をご覧いただきたい．
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