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軌道空間が凸多面体となる T-pseudomanifoldにつ
いて

岡山理科大学・理工学研究科小池悠耶＊

Yuya Koike 

1 概要

Department of Applied Mathematics, 
Okayama University of Science 

本稿は 2025年度RIMS共同研究「変換群論の新しい展開」での講演内容に基づいている．

本稿では，著者の指導教員である黒木慎太郎先生（岡山理科大学）との共同研究について解説

する．

我々は，トーラス作用を持ち軌道空間に凸多面体を許容する空間としてT-pseudomanifold
を導入した．トーリックトポロジーには， DavisとJanuszkiewiczによって導入された擬トー
リック多様体と呼ばれるクラスがある．これはn次元トーラスが作用する 2n次元の多様体

で，軌道空間が単純凸多面体となるものである．擬トーリック多様体の同変同相型は，特性対

と呼ばれる組合せ論的対象と一対ーに対応することが知られている．本稿における主定理は，

軌道空間が凸多面体となる T-pseudomanifoldに対して，この対応関係を一般化したもので
ある．

謝辞．講演の機会を与えてくださった世話人の和歌山大学の川上智博先生と津山高専の田村

俊輔先生に感謝申し上げます．また，本研究の指導をしてくださった指導教員の岡山理科大

学の黒木慎太郎先生に感謝申し上げます．なお，本研究は，京都大学に所在する国際共同利

用・共同研究拠点である数理解析研究所の支援を受けています．

2 擬トーリック多様体

この章では， DavisとJanuszkiewiczが [DJ91]で導入した擬トーリック多様体について紹
介する．擬トーリック多様体は特性対と呼ばれる組合せ論的対象と一対ーに対応することが

知られており，その対応関係について述べる．

2.1 単純凸多面体

はじめに，凸多面体論に関する用語を準備する．凸多面体については，［Zie96]等を参照．凸

多面体は， Euclid空間内の有限個の点 {a1，．．．，釘｝の凸閉包

P = Conv(a1,..., aけ

* r24皿1s3accous.jp 
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として定義される．ここで， Conv(a1,...,av) は aじ •..,av を含む最小の凸集合である．凸多
面体の次元は，凸集合としての次元である． n次元凸多面体Pが与えられたとき，アフィン変
換によって Pc町とすることができる．以下， n次元凸多面体は野nの部分集合として考
える． n次元凸多面体Pc町の支持超平面とは皇nの超平面 Hで次の 2条件を満たすも
のをいう：

•P は H によって区切られる半空間のうち，どちらか一方に含まれる；

•PnH ヂ 0, P n H # P. 

n次元凸多面体Pに対して，Hを支持超平面とするとき，

F=PnH 

をPの面という面Fは再び凸多面体である． Fの次元が0,1, n -lのとき，それぞれ頂点
，辺ファセットという．次の定義は擬トーリック多様体を述べるために必要である．

定義 2.1.n次元凸多面体Pが単純であるとは，各頂点がちょうどn個のファセットに含ま
れるものをいう．

単純凸多面体は角付き多様体とみなせることに注意されたい．最後に，単純凸多面体の例

と，そうではない例を示しておく．

例 2.2.3次元の 5種類の正多面体のうち，単純凸多面体であるのは，正四面体，正六面体，正
十二面体である（下の図における上三個の凸多面体）．実際これらは，各頂点がちょうど 3個

のファセット (2次元面）に含まれている．一方で，正八面体と正二十面体は単純ではない．
正八面体の各頂点は4個のファセットに含まれ，正二十面体の各頂点は 5個のファセットに

含まれるためである．

例 2.3.以下の図に示すピラミッドは単純凸多面体ではない．実際，ピラミッドは3次元の凸
多面体であり， conevertexは4つの面に含まれている．
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cone vertex 

2.2 擬トーリック多様体の定義

この節では，擬トーリック多様体の定義を行う．そのために， locallystandard作用を定義
する．この節の内容は，［BP12]を参考にした．
円周群を U(l)= {z EC I lzl = 1}とする． Tn竺 U(1)nはn次元トーラスである．混乱
が生じない限り， Tnを単にTで記すことにする． U（1)nは次のようにして Cnに作用する：

(t1,...ね） • （Z1,... Zn):=(t戸n,...tnzn) ((tl,・・・ね） EU(l)叫(z1,...Zn)EC門．

すなわち，各成分ごとの積による作用である．この作用を standard作用と呼ぶ．

定義 2.4.M2nを2n次元の可微分多様体で滑らかな Tn作用を持つものとする． M2n上
のTn作用が locallystandardであるとは，各XEM2nに対し， xのTn不変な開集合
UcM2nであって，ある Tn不変な開集合Veenに弱同変同相であるものが取れるときを

いう．ここで，v上のTn作用はstandardである．

注意 2.5.M2n上の Tn作用がlocallystandardであるとき，軌道空間M2n/Tnは角付き多
様体の構造をもつ．

定義 2.6（擬トーリック多様体）． TnのM2n上への作用がlocallystandardであり，軌道空
間M句戸が角付き多様体として単純凸多面体斤と同相であるとき， M2nを炉上の擬

トーリック多様体という

2.3 特性対による分類

本節では，擬トーリック多様体が特性対と呼ばれる組合せ論的対象と一対ーに対応するこ

とを厳密な証明を省き簡潔に述べる．本節の内容は [DJ91]に基づいている．

戸を n次元単純凸多面体とし，pnのファセット ((n-1)次元面）の集合を{Fi,...,Fm}
と表しておく． M2nを戸上の擬トーリック多様体とし， 1r:M2n→戸を軌道射影とする．

piを戸のi次元面とする．fiでpiの相対内部を表すことにする．任意の X E 7r―l(Fり
に対して， xにおけるアイソトロピ一部分群は Xの選び方によらず，戸のみで決まる．よっ
て，これを TFiで表す．ファセット Eに対しては， TF;は円周群となる．したがって，原始
的なベクトルμiE四により決定される（符号を除いて一意に決まる）．このようにして，

{F1,... Fm}から方の原始的なベクトルヘの関数μが得られる．この関数

μ: {Fい・..Fm}→zn 

をM2nの特性関数と呼ぶ
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特性関数は任意の面に対応するアイソトロピー部分群を決定する．実際 Fを余次元 Kの

面とする（1：：：：： K ：：：：：川．pnは単純であるから， K個のファセットを用いて

F = Fi1 n • • • n Fik 

と表すことができる．このとき TFはμ(Fii),...'μ(Fik)が張る部分空間に対応するアイソト
ロピ一部分群（トーラス部分群）である．したがって，特性関数は以下の条件を満たすことが

分かる：

(*) F = Fi1 n ・ ・ ・ n几が余次元Kの面であるとき， μ(Fi1),• • • l μ(F;k)は勿しの基底の一部
をなす．

単純凸多面体Pに対して，この条件を満たす関数μとの対(P,μ)を特性対と呼ぶ．
単純凸多面体Pと条件（＊）を満たす P上の特性関数が与えられたとき，擬トーリック多
様体を構成することができる（証明は省略する）．

定義 2.7 (canonical model).特性対 (P,μ)が与えられたとする．各pEPに対して， F(p)
でpを含む最小の面を表す． PxTn上に次のような同値関係を定める：

(p, t1)~(pも） ←⇒ t［旧 Eμ(F(p)). 

ここで， μ(F(p))はF(p)に対応するトーラス部分群を表す．この同値関係による商空間を

M(P,μ) = P x Tワ～

で表し， canonicalmodelと呼ぶなお， M(P,μ)上の Tn作用はTnへの掛け算から誘導

されるものと定める．

命題 2.8.M(P,μ)は擬トーリック多様体の構造を持つ．

次の定理により，擬トーリック多様体の同変同相型は特性対によって決定されることが分

かる．

定理 2.9([DJ91, Proposition 1.8]). M2nを単純凸多面体pn上の擬トーリック多様体とし，
μを M2nの特性関数とする．このとき， M2nとcanonicalmodel M (P叫μ)は同変同相で

ある．

3 軌道空間が凸多面体となる T-pseudomanifold

この章の主な内容は我々の共同研究 [KK]に基づく．我々の主結果は，定理2.9を軌道空
間が凸多面体となる T-pseudomanifoldへと拡張したものである．pnをn次元凸多面体と
する．この章の目的は，連続なトーラス作用を持ち，軌道空間がpnとなるような空間として

T-pseudomanifoldを導入し，そこから定義できる”特性対”によってT-pseudomanifoldの同
変同相型が決定されることを述べることである．

以下で述べる openconeはT-pseudomanifoldの定義に用いられる．

定義 3.1([Ma19, Definition 2.1.1]). Lをコンパクト Hausdorff空間とする． Lのopen
coneを次のように定義する：

c(L) := L x [O, 1)/(L x {0}). 

すなわち，も(L)はLx [O, 1)の商空間であり，部分空間 LX {O}を一点に潰すことによって
得られるまた， 6（O)は一点であるとする．点 [l,O] E c(L)のことを conevertexと呼ぶ．
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3.1 T-pseudomanifoldの定義

空間X を第二可算公理を満たすコンパクト Hausdorff空間とする．連結であることは要
請しないことに注意されたい．さらに，空間Xにはm次元トーラス Tmが作用していると
する．ただし， m2: nとする（ここでの nは凸多面体pnの次元を意味している）．

0 ::; iさ nに対して， X訟＋l+(m-n)= X泌＋（m-n)を(i+(m-n))次元以下の軌道の集合と
するまた，i= -1のときは， Xm-n-1= Xm-n-2 = 0と仮定する．このとき， Tm作用は次
のフィルトレーションを誘導する：

X:X =Xm+nつXm+n-2つ・・ • Xm+n-2(n-i)つ・・・つ Xm-nっ0. (3.1) 

定義 3.2([KK]). (X応）が (m+n)次元topologicalstratified T-pseudomanifold 
with locally split condition（または単にT-pseudomanifold)であるとは， nに関する
帰納法により次のように定義される：

•n=O のとき， X はいくつかの m 次元トーラスの非交和である．（X のコンパクト性に
より，有限個の Tmの和になる．）

● n>Oのとき，以下の 3条件を満たす：

l. X訟十(m-n)¥ X2(i-l)+(m-n)の各連結成分は (2i+ (m -n))次元の位相多様体

2. Xm+n ¥ Xm+n-2はXで桐密；

3.任意の XEX妃 (m-n)¥ X2(i-l)+(m-n)に対して，三つ組み (Ux,Lx,ら）が存在し，以下
の条件を満たす：

(a)に EXはXのT不変な開近傍；

(b) Lxは(2n-2i -1)次元のコンパクトなE（竺 rn-i)-pseudomanifold.ここで， Tx
はxのアイソトロピ一部分群；

(c)ら：に→ (0X U(lr-n) X c(Lx)は弱同変同相写像である．ここで， 9C (C守
はU(l)i不変な開部分集合．トーラス Tmは (0X U(lr-n) X c(Lx)上に次の同
型を通して作用する：

Tm竺 rm/TxX Tx竺 U(l)i+(m-n)X rn-i, 

ここで U(l)i+(m-n)は0x U(1r-n上に標準的な積によって作用し（すなわち，自

由な作用である），冗は(b)で定められた作用によってc(L』=Lxx [O, 1]/ Lx x {O} 
のLx成分上に作用する．さらに，やxは次の制限写像に対しても弱同変同相写像と
なる：

i.px luxnX公十(rn-n)十Hl: Ux n X2i+(m-n)+j+l→ (0 x U(1r-n) x c((Lx)j) 
ここで，ー1::; j ::; 2n -2i -1. 

(c)の条件を locallysplit conditionと呼ぶ定義により， c(Lx)/Tx= c((L』/T』が成り
立つ．

T-pseudomanifoldは同変同相で不変である．すなわち，次が成り立つ．

命題 3.3([KK]). X および X'を第二可算なコンパクト Hausdorff空間とし，それぞれに
Tmが連続に作用しているとする．それぞれの空間に対して，軌道の次元により定まるフィ
ルトレーションを王，疋＇とする．（ X,王）が(m+n)次元T-pseudomanifoldであると仮定す
るこのとき， X とX'が同変同相であれば (X',X')もまたT-pseudomanifoldである．
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3.2 凸多面体上の T-pseudomanifold

(X応）を (m+n)次元T-pseudomanifoldとする．フィルトレーション (3.1)に対して，
各X2i+(m-n)は軌道の集まりであるから T不変である．したがって，軌道空間 X/Tはフィ
ルトレーション

X/T: X/T = Xm+n/T っ Xm+n-2/T つ・•·Xm+n-2(n-i)/Tっ・・・つ Xm-n/Tっ0.

を持つ． このとき (X/T文／T)はtopologicalstratified pseudomanifoldの構造を持つ
([KK]). topological stratified pseudomanifoldについては [Fri20]を参照されたいまた， n
次元凸多面体Pは面の次元に関するフィルトレーション

氾： Pニ u Fn-1つ・・・つ U Ftつ・・・つ LJ {v} ~ 0 
Fn-1はファセット Fiはi次元面 V は頂点

を持つ．このフィルトレーションに対して，（P,~) はtopological stratified pseudomanifold 
の構造を持つ（これはエキスパートにとっては簡単かもしれないが，［KK]では丁寧に示し

た）．（X/T，疋／T) と (P，~)がtopological stratified pseudomanifoldとして同相，すなわち
stratified homeomorphicであるとき， Xを凸多面体P上のT-pseudomanifoldと呼ぶ

3.3 主定理

主定理を述べるため，擬トーリック多様体の特性関数を拡張した T-pseudomanifoldの特
性関手を定義する．擬トーリック多様体では，軌道空間の凸多面体が単純であることにより，

ファセットに対応するアイソトロピー部分群から任意の面に対応するアイソトロピー部分群

を決定できたしかし，一般の凸多面体上の T-pseudomanifoldではこの決定が不可能であ
るため，各面に対してアイソトロピ一部分群を個別に指定する必要がある．これを記述する

ために，凸多面体のfacecategoryからトーラス部分群のなす圏への関手として特性関手を
定義する．各面にアイソトロピー部分群を対応させるという碁本的なアイデアは特性関数と

同様である．

定義 3.4（凸多面体のfacecategory).凸多面体Pの面の集合は包含関係によって半順序集
合をなす．この半順序集合によって定まる圏をfacecategoryと呼び， F(P)で表す．すな
わち，圏の対象は Pの面であり，面の間の射 F1→凡は F1C凡のことである．

以下，特性関手について厳密な証明を省き簡潔に述べる．

Pをn次元凸多面体とし，そのfacecategoryをF(P)とするまた， XをP上の (m+n)
次元T-pseudomanifoldとし，軌道射影を n:X→ Pとする．擬トーリック多様体のときと
同様に，面Fに対応するアイソトロピー部分群は面Fにのみ依存するため， TFと表記する．

面Fi,F2 E F(P)に対して， FlC凡ならば T凡つ TF2が成り立つことが示され，この対応
は関手を定める．したがって，

入： F(P)→ Top 
U) U、|

F f--7 TF 

をT-pseudomanfioldXの特性関手と呼ぶここで， T0PはTmのトーラス部分群がなす圏
Tの反圏である特性関手は以下の条件を満たすことが示される：

（＊＊）全ての (n-i)次元面Fに対して，入(F)C Tmはi次元部分トーラスである．



82

凸多面体 Pに対して，この条件を満たす関手入： F(P)→T゚Pとの対 (P,A)を特性対と
呼ぶ

擬トーリック多様体の場合と全く同様にして，特性対(P,A)が与えられたとき， canonical
model X(P, A)= p X rm  I~を構成することができる．我々は，この canonicalmodelに対
して次を示した：

命題 3.5([KK]). X(P, A)はT-pseuodomanifoldの構造を持つ．

系 3.6.T-pseudomanifoldは擬トーリック多様体の拡張のクラスである．

証明 M を擬トーリック多様体とする．定理2.9により， M はcanonicalmodel M (P, μ)と
同変同相である．ここで， PはM の軌道空間の単純凸多面体で，μは M の特性関数である．
命題3.5により， M(P,μ)はT-pseudomanifoldである．したがって，命題3.3より， M(P,μ)
と同変同相である M もT-pseudomanifoldである． ロ

最後に主定理を述べる．この定理の証明には [Ayz18]のアイデアを用いた

定理 3.7([KK]). Xを凸多面体P上のT-pseudomanifoldとし，入を Xの特性関手とする．
このとき， X とcanonicalmodel X (P，入）は同変同相である．

4 具体例

この章では，ピラミッド上の T-pseudomanifoldの具体例を述べる例 2.3にあるように，
ピラミッドは単純凸多面体ではない．したがって，ピラミッド上の T-pseudomanifoldは擬
トーリック多様体ではない例である．

Hirzebruch曲面 (S3X炉）／『＝ CP(Ce笠り上の複素直線束(S3X 5門X四CのThom
空間 X を考える．ここでこは自明な複素直線束を表し，"fRkはcpl上の標準直線束ァ
のK回テンソル積である．すなわち， X = X5 := (S3 X S3) X四び／（S3X S3) X匹ゞ
である．ここで，（S3x Sりxc上の T2作用を次のように定める：任意の(t1,t2) E T久

((:~), (~~),z) E (S3 x炉） X Cに対して，
(t1, t2) • ((::), (~:), z) = (t1 (::), t2 (tf~J, tft~z), 

ここで， k,a,bE Zである． Thom空間 (S3X炉） X戸び／（S3x聟） X戸ゞ上のT3作用は次

のように定める： （S1,S2因） ET3, [ G~), (~~), z] E (S3 X 8りx戸び／（S3X空） x戸ゞ
に対して，

(s1,s2,s3) • [ (:~), (~~),z] = [ (s:~J, (s~~J,s3z] 

4.1 不動点を求める

作用によるフィルトレーションを求める最初に不動点の集合X。を求める． WE炉＝

叩のとき， X の定義によい［（：:)'(~:)'w] は常に不動点である．続いて，他の不動点
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を求めようすなわち，任意の (s1,S2浚3)E戸に対して，次を満たす(t1も） €戸が存在す
るような xぃX2,Y1, Y2の条件を求める：

[ (s:~J, (s~~J ,s3z] = [t1 (:~),t2 (tぞ~J, t~ttz] 

•第一成分の比較により，

畠）＝ハ（：~) ⇒ {:11x::1:11X2 ⇒ {X1 = 0または h=1 功＝ 0または S1= t1 

(x1，四） E S3であるから，（X1，四） ＃ （0,0) となる． X1心2ヂ 0 とすると，条件は
釘＝t1= 1であることを意味する．これは S1を任意に選べるという仮定に矛盾する．

よって，

(x1 = 0かつ釘＝t1)または（れ＝ 1かつ四＝ 0).

を得る．

•第二成分の比較により，

（こ）＝t2（贔） ⇒ {：：ニコtfY2
第一成分の議論と同様に，条件を確認することで

⇒ {Y1 = 0またはt2= 1 
仰＝ 0または的＝ t叫

(Y1 = 0かつ的＝ t対）または(t2= 1かつ Y2= 0) 

を得る．

•第三成分の比較により，

S認＝trt如 ⇒ （況＝trttまたは z= 0). 
ここで的＝ t閲の場合は起こらないことを示そう．背理法を用いる，すなわち

況＝t『ttと仮定する前の議論により，以下の 4つの場合が考えられる：

1. S1 = f1かつt2= 1; 

2.釘＝れかつt2= S砕凸

3. t1 = 1かつt2= 1; 

4. t1 = 1かつ S2= t2. 

各場合において， S3を次のように計算する：

-1.の場合，的＝ S『；

- 2.の場合的＝ s1(s2s1k庇

- 3.の場合，的＝ 1;

- 4. の場合，的＝ S~.
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全ての場合において， S3は S1とS2によって決定され，（S1,S2浚3)を任意に選べるとい

う仮定に矛盾する．したがって， z=Oである．

したがって，不動点は以下の 5点である：

A= [ (:~), (~~),w], (w ESり
B= [(~)'G),o],C= [(~)'G),o],D= [(~)'(n,o],E= [G)'(n,o] 
これらの不動点からなる集合を X。と表すことにする．

4.2 次元が 1以下である軌道を求める

次元が 1以下である軌道からなる集合 X2は，次の 8個の 1次元軌道からなる集合の連結
成分の閉包からなる：

•図 1 における側面上の辺：
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•図 1 における底面上の辺：

SBc={[(::),G),o] I(::) ES3}¥x。， （前の辺）
ScD={[(~),(~:),o] I(~:) ES3}¥x。， （右の辺）
SDE={[(::),(~),o] I(::) ES3}¥x。, (1愛ろの辺）
SEB={[(~),(~:),o] I(~:) ES3}¥x。（左の辺）
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4.3 次元が 2以下である軌道を求める

次元が2以下である軌道からなる集合Xバま，次の 5個の 2次元軌道からなる集合の連結
成分の閉包からなる：

SBcDE = { [ (::), (~:),o] I ((::),（塁））€ S3xs3}¥X2， （底面）
8 ABC = { [ (::), G), z] I (::) E 8汽zE D2} ¥ X2, （前面）

8AvE={[(::),(n,z] I(::) E83,zED2}¥X2, （後面）
8 AC D = { [ G), (~:), z] I (~:) E 83, z E D2} ¥ X 2, （右面）

8AEB={[G),(~:),z] I(~:) E8汽zE D2} ¥ X2 （左面）

A
 

D 

B 

図1Hirzebruch曲面上の複素直線束の Thom空間

空間 X は次のフィルトレーションによって 6次元T3-pseudomanifoldとなる（実際に
T-pseudomanifoldの構造を持つことは注意4.1を参照）：

X: X = X6 ";2 X4つX2つX。"20. 

4.4 各面に対応するアイソトロピ一部分群

2次元軌道からなる集合に対応するアイソトロピ一部分群を計算する．

•SBCDE={[(::),(~:),o] I((::),(~:)) ES3xS3}¥x2（底面）
この集合のアイソトロピ一部分群の元は以下を満たす：

[ (s:~J, (s~;J, S3. o] = [t1 (::), f2 (tr;J, t~tt. o] 
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よって，t1= 1,釘＝ 1,わ＝ 1,的＝ 1であり， 83は任意に選ぶことができることが分
かる．したがって，アイソトロピー部分群は

T〈0,0,1〉={(1, 1, t) E T3 I t E ｝ゞ

となる．

他の部分に対応するアイソトロピ一部分群も同様に計算することによって，次の対応を得る：

SBCDE（底面） ←→T〈0,0,1〉,
SABC（前面） ←→T〈0,1,0〉,
SADE（後面） ←→T〈O,l,b〉,
SAcD（右面） ←→T〈l,k,a〉,
SAEB（左面） ←→T〈1,0,0〉.

1次元軌道からなる集合（辺）に対応するアイソトロピ一部分群：上の計算と同様の方法で計
算を行うと，辺に対応するアイソトロピ一部分群は，その辺を含む 2つの面に対応するアイ

ソトロピー部分群によって生成されることが分かるよって，以下のアイソトロピ一部分群

との対応が得られる：

•図 1 における側面上の辺：

SAB ぐ—→ T〈(0,1, 0), (1, 0, 0)〉={(t,s,1)I (s,t) ET外，

SAc ~—• T〈(0,1, 0), (1, k, a)〉={(t,stk,ta)I (s,t) ET外，

SAD~—• T〈(0,1, b), (1, k, a)〉={(t,stk, s炉） I(s, t) E T2}, 

SAE~—• T〈(0,1, b), (1, 0, 0)〉={(t,s,i)I (s,t) ETり．

•図 1 における底面上の辺：

SBc（前の辺） ←→T〈(0,0, 1), (0, 1, 0)〉={(1,t,s)I (s,t) ET仇
ScD（右の辺） ←→T〈(0,0, 1), (1, k, a)〉={(t,tk, sta) I (s, t) E『},
SDE（後ろの辺） ←→T〈(0,0, 1), (0, 1, b)〉={(1, t, stb) I (s, t) E『},
SEB （左の辺） ←→ T〈(0,0, 1), (1, 0, 0)〉={(t,l,s) I (s,t) ET外

各不動点はT3に対応し，ピラミッドの内部に対応する部分 x6には，自明な部分群{1}C T3 

が対応する．したがって， Xの特性対（P,入）を得る．ここで， Pはピラミッドを表し，入はピ

ラミッドの面にアイソトロピ一部分群を割り当てる特性関手である．

注意 4.1.定理 3.7によると， canonicalmodel X (Q，入）は X= (S3 XS門X戸び／（S3x 
Sり灯2S1と同変同相である．また，命題 3.3により， T-pseudomanifoldと同変同相な
空間は T-pseudomanifoldの構造を持つ． よって，命題 3.5により， canonicalmodelは
T-pseudomanifoldであるから， X もT-pseudomanifoldであることが分かる．

注意 4.2.この例において，［CLSll,第 12章］によると，各ファセット（の相対内部）に対応

するラベルが生成する扇が完備であるとき， Xは射影的トーリック多様体になるただし，
ラベルの符号は任意に選ぶことができる．すなわち，

土（1,0,0)，土(0,1, 0), 土（0,0, 1), 土(0,1,b), 土（l,k, a) 
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が張る扇が完備であるとき，射影的トーリック多様体が得られる．ここで，符号の選び方は任

意である．

a=b=Oのとき，（0,0,1)と(0,0, -1)はこれらのラベルによって生成されるファンには
含まれないしたがって，この場合には射影的トーリック多様体は得られない．

a>Oまたは b>Oのときは，以下のように符号を選ぶことで完備な扇を張る：

-(1, 0, 0), -(0, 1, 0), -(0, 0, 1), (0, 1, b), (1, k, a). 

また， a<0または b< Oのときには，以下のように符号を選ぶことで完備な扇が得ら
れる：

-(1,0,0), -(0,1,0), (0,0,1), (0,1,b), (1,k,a). 

したがって， Xが射影的トーリック多様体となるのは， a-f-0または bヂ0のときである．
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