
レオロジーの幾何学的研究 -Ⅳ

- 方法論的拡張 (そ の 1:ブイJVム空間と

" vierbeirl表式 ")

東大工 池 田 恵

(7月 10日受理 )

§1 序
1).-4)

.我々は既に前論文 において,VオロジーのVオノーム幾何学による考察を
5)

行なってき,一応 ま-とまった形で議論することができたが,例えば網目構造に
l ､4)
しても孤立鎖にしても,更に⊥進んだ,より専門的な間籍については未だ摘用 さ

れてな く,将来の方向としてそ うい う問題を論 じなければならないと思われる

が,それは一歩先に進んだ段階での課題としてとっておき,現段階での課題 と

してほ,Vオロジ～的物性 武 ､うものの把蓮のための塞何学的方法論の拡張,

あるいは厳密な幾何学的基礎を与えることが先決間置であると思われるので,

この論文及び次の論文を通 して,それを考えていきたい一｡

§2 方法論的拡張の種々の形式について

物性論的にVオロジーをVオノーム幾何学で扱お うとする時,種々の物性に

応 じて方法論 自身 も拡張されねばならないO従来その方向として,ブイJVム空

間 (film-spa?e)と非対称計量空間 とをのべてきたカ7汁レオ ノーム的には前

者がより本質的であるO又,表現形式の上か らは ,tt-V･ierbeiJl蓑式"の採用
4)

も拡張と考えねばならない O 更(.=最 も一般的には,接触テンソル解析的非ホ ロ

ノーム部分空間分解論が物理的にも有効な方法であり,これは非対称計量空間

を含み∴更に Wvlert'eln衰式 "も含むこと 其
)

,

ー
らゝカるヽ■カわが

には,この考え方を摘用する必要があろ う｡

大体以上が,現在考えられる鹿浜の形式である.

体的物性の研究

§5 フイルム空間

既に文献 一1),4)でふれておいたが ,遠の方程式,就中,二次の ord.er
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池田 恵

の遠の方程式

Ⅹ(2)局 +HG (t ,Ⅹ,Ⅹ(1))- o

但 し x叛 意 Ⅹ̀2'- 慧

【rれui-Ni′し

-･ゝ･｣

が力学奉の運動方程式 として把撞 され･HRから決定 される接続係数 rp昔,rlf

を用いる′ことに より,rheonomicgeometry:が構成 されることを知った｡

とこ.ろで,この扱いでは,時間微分が複雑なふるまいをするので強ベク トル

への移行,遠にそっての時間的共変微分などを用いないと′テンソル性 を保存す
i

る,ことがで_きない し,線素も変更せ 余儀克 くされlるわけである､が,文献 5)で
-

紘,･このような (x･)-空間を第二種のベク ト′レ虜 とよび,これに対 して第∵

種のベク トル場なるものを (A)-日 ,o)に基づ く rn+1)次元の (A)-壁

間に/よって表わそ うとしているOこのように,独立座標 として空間座標 (i)

と,時間産額 (0)とを典に含むように次元を一次元だけ増や した空間を

film-8PaCeとよんでいb6)0,7)そ こで周題は (A)一空間 と (K)二重ノ間と･の
関係 とい うことになるが,この把蓮の仕方では,空間座磯 と時間座標の混合成

分やミ登場 してき,それらの物理的意味付けが重要 となっ七 くる｡叉,文献 7)

でのべられていや如 く,単に (A)- (1'･0)分解を行な うだけでは強ベクトル

場 とはならず,normal-frameや normal-coordinatesを採用 しなけれ
2)･

はならない｡ 我々の場合には,従来か ら文献 5)の立場をとっているか ら,明

らかに最初かち norma1-frameを疾用 していることにな り,問題はn?nda1
2),7)

TqOOrd_inatesへの移行にしぼられて くるO

まず , (A)一空間の＼鞍続を共変微分

'嘗ⅩA≡且ⅩA.
掌Ax⑳dx轡

甘◎
(5.2)

A
で定義すると, この接続係数は (I)= ri･0)一系 との座標変換Arによっ
て

恕 -AAIAi A孟fKI,･A鵠 A孟
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Vオロジーの幾何学的研究 - Ⅳ

なる変換を うけねはならぬか ら,これを (A)- (),0)分解 してやって,

(x)-空間のもの と比較することにより,

掌+言 - o･､掌400- ,0, yro言- 0, 等o:

㌔ ま-甘 #roま-小 椋 1̀'Q,

i (1)¢

Il卵 Ⅹ ,

--(Ⅹ'2'l亮 Ⅹ̀1'4 '1'少+2PQ}x'1'¢,
Ⅹ

5)

F
J4ZJ

ru■u

なる関係を得 る. これらは, (5.2)に適当な条件を-課すことによっ て得 ら

れ;その条件 とは

((:,:AA',AA≡荒 ,A諾 ｡(Ⅹ卒 )+Ⅹ0 ,8xl,i (55_,

5),1)
である｡ これらの ことは強ベク トル場への部分空間分解を与えているわけで

ぁるO掌Joと掌oまのちがいは T4三幸 扇 なる涙率性から派生 し,これカ準

間的非ホ ロノーム- まの出現につ､ながる02㌧1,I(5･4)の最後.,D式は三次の

･Ql,,rQ芸 は
)が外力に相当rL,,T,''rcrd_erの遠の方程式とみなされ, (一挙.三

一種の抵抗係数に相当する竺)形式的には (A)- (右 O)分解による強ベク ト

Jv場での接続関係が (5･4)で与え･られ.て,､′これカゝら通常のvrオノーム幾何学

に移行す ることになるo遠の幾何学では計量的性格を∫表面に出さないが,我々

の立場･は軸 らか●に計蔑空間での把撞だから∴次に計貴についての姦件を考えて

いきたい｡

さて,変換中ま
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と分解される｡ (5.2)は,叉,共変微分商で

i A
DX ≡ ､(苔 -;xA)8ⅩP 王 (SxA)aへも

とかかれ,それぞれ

栄
▽ kA
〟 ≡ ∂pxA + 掌 Ax◎/Lil)

▽Ⅹ ≡ D X 十 %Ax◎
# A A

t
▽Ⅹ ≡ D.X

-
Tq
◎〃r

米
r

)′人UNi
′t

(5.7)

(5.8)

(5.9)

と定儀 されるから, (5.5)より, ＼

･i xA)A=O≡▽Ⅹ0, (競 ⅩA,A=.≡▽p xO,

･i xA)A=了 Ⅹ'1'鳩 xA)A=O-▽(Ⅹ1-x'恒 Ⅹo),

･競 ⅩA)A=丁Ⅹ'1'l(S 〟ⅩA,Al_.≡▽p(Ⅹ仁 志恒 Ⅹ0,
1～

とかけ,あるいは ⅩA- Ⅹ)で純空間的ベク トルならば,
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Vオ占ジーの幾何学的研究･､- Ⅳ

･苔ⅩA,A;0-0･ 滝 p.xA)AIL-0,′

蒔 XA)A=ス-▽ ⅩA,滝pxA,A=1-▽pXl

(5.ll)

とおけるき)従って この時 (5.9)の各務続係数は (5.4)を考慮することによ

り,

摩 p芸- 0, -掌p2- 0,

㌔ 3- rpl一 鳥 Ⅹ'1'4',

挙〃㌔- 鳥

｡

｡

ス

｡

封

¢

挙

挙

■
J

I

-ノくI--･L
ニ

M
･qq<I('ソ

(2)).
=-Ⅹ､

ス
d.
r-ニ

掌Q0-0-I

-Fix(1)yリ

(5.12)

と分解され るから,これを考慮して計畳の条件が次のように議論される｡今,

栄
IC,-PAK ≡ ▽pgAK (5･15)

とおいて,これを (A)- (ス･o)分解すると,､C〝lK - 0かつ CoAK- 0

~だが,他は必らず しもー0と.はならない O･従来の立場では 伊スぷ しか登場 してい

な く,しか も film-Spaceからの分.解 も ㌔ 芸-,PGA鳶 -rlKだか ら,
ダ加 に関 しては この拡掛 二対 しては何ら変更はないが;ダOスや ダooについて

はそうはいかないO∵方,､･(し5.6)から
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al≡51.-AJI Aoh JiI-Aiai

u-='伊0.- AJoASSJi- aJai

a.≡ a88..
)･= a oji ,

与

(5.14)

だから, aAはベクtJレであり, aK≡9年0が純空間的ならノば･それは物理
的には速度 Ⅹ(恒 を意味することがわか り,速度に依存 した非計量性は結局非

ホロノーム性に吸収 されていることがいえ､る02)更に A.Wundheilerの

ex/pansion tenSOrWlK,Centrifugal forceW方及び Wなる畳は,7)

Wlぷ≡ 一･C(スG)0 I

w∴ 〒 一 言 (す CK.0･C..K) ,
1

1

一
2

l
.

≡

W

1

-
し

了

-
1

ノ､

灯れu
5rJ■ーi7ユ

rr一川u

で定撃 され･, (5･14)■を考慮し,かつ,今,統計力学的考察にあわせで膜性

項を無視 し,速度 a応 は純空間的なベク トルとして道にそって平行移動 される

と考えるならは,･(5.15)は

w l 応 -r(lK) - ll(ll〝lk) aP ,

w x L l(妄∂ ぷU-r:a〃trJ y ) ,
1

W =一首 DtU ,

但し
jl.:.亡 ≡ r∴ て了 .:...i..:= 工 ニl:_-

( )は対線記号

(5.16)

に帰すO文献 7)･では ㌔Kl-,ikp と仮乱 ,かつ .C仰 ｡-0,
1

盲Cloo〒Cob･l主おいて lpKl,r了 を一意的に求めようとしているが,一

般にはその仮定は成立たない｡
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Vオロジーの幾何学的研究 - Ⅳ

次に norma1-coorainateSの採用は既に文献 2)でのべたところであり,

∫;の与え方に

r 〝 ニ ー ∂laKス
(5,17)

なる条件が加わるよう,なT系のとり方を意味ノし,時間的共変微分の採用によって
■

時間的変化量をテンソル化 してし.､くことを意味する.文献 1),2)にものべた

が,ここで物理的意味をもってくるのが非ホ/ロノ-ム対象であ り, rA)-空間

では

蔑pFA≡-A誓∂tpA芸〕 (5･.8)

1),2)
で定義され,これを分解すると,通常のレオ ノ-ム幾何学のものと比較 して,

蕃IOJi-･o∴義ooA-0､,
米･o

血oo- 0

罷言0- 0,

義言ス-- -Aln 0--A鵠 A lL〕

義三 言 -Å言∂〔pA;, ≡砿

1
= --QJ
2 3 ,

(5.19)

米 応 .. X

-とかけ,我々の 鯨 はnplに 等 しいが,平 日 まnorma1-frameでは
hnGl- ∂Aaタが い えて 文献 7) の 主 張とこ致 す 予 が , 義x1.と頑 しくならず,

, K 米 G･

ここに normal-f,rimeの瀞 響 が 出 て くると鄭 二･物 理 的に幻l と 与もIoが

等置された り･1)ぁるいぼ rl応と同等祝 された り2)することに, norma1-

cooヱてdi･natesの影響が出て くる.

か くして結論的にいえば,フイルム空間へ拡張 して時間依存性を扱お うとす

るならば,その立場での袈式を強ベク トル場へ (A)- (),0)分解することが
ノ

必要であ り,時間微分に気をつけなければ塗らないO 我々が最終的に着目する

-511-
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のは,やはり力学系の方程式 7:(･5I･1).と (旦4)4であ り,･フイノレム空間から空

間成分,D レオノーム性を強調した立場へ移行するt とにより,文献 4)の如 き

議論に移行することになる｡

§4 ･vlert)din表式について

q読erbein-"とい うのは一般相対性理論の尭式の うち,乱 Weylが
8),9)

配nstein理論を書き表わすために用い･たもので, .4次元時空間の各点に

4本の独立なベクトルO,(i-1･,2/,5,4)を付随させて,これを vierbB主n
(i)

とよんでいるもあであ り,時空間座桜とは独立に ‡(i)I一系牢考えるところが

特徴的である.今,4次元時空間座棲系を前節にならって (A)一系とお くと,

eの成分は~(弓A)(A-.1,2,5,4)と表わせ,eA自身 か-稜の座標変換行列
(i) (i) (坤

系の vierbein計量を 伊(j)(i)tお くIi,

伊AK(;,A(?,K≡ g(i,(i' ､ (4.1)

な呑関係があ'る o g(j)(i)は Mink〇wsky行列の様なもの七,vierbeinの相
互粛係を与えるOこのように,ここまでで も明らかな如 く,vierl)ein表式

柊4次元時空間を扱 うが,結局我々が E.Car也nあ動標横の一方法とよんでい

るもの,1)その ものであることがわかるから,事新 しく呼ぶことはないのである

が,ただその表現形式が文献 4)でのべた孤立鎖各要素の表現形式に応用でき∫

ると思われるので,ここでとりあげたわけである｡そこで我 々は,改めてレオ

ノ丁ム性を強調するために 4次元時空座標を空間座榛 ㍍ )-1と時間座標に分解
､l

し,従来の如 く (x)一系でのV.*ノ二ム幾何学的表現を行なうことにする｡

まず,孤立鎖各要 素 を Ⅹ- (ⅩK)((;)≡ll,.7.:,..5㌶) で表わすことにする〇･
その時, (4.1)醸 して('i)i (i)

glK (第K(?,l芋 5'j'M (4･2)

が導入されるが,鯨 〟凋 通常のVオノT与的計量であり, 伊(j)(i)は各要素の1

丁512-



. レオロジーの幾何学的研究 - Ⅳ

位置ベク トルのはる N次元空間の計量である｡但 し,】ここでは (ぶ)-翠び l

i(i))I-座標共に総和規約を用いることたする｡.

ところで一般に,任意･,Dベク トルⅩGは ((i)ト 系では

･Ⅹ ì'-(緑 ,あるいは Ⅹ6-(i,G x(i'
なる成分をもつことにな り,その共変徴分は

DX ì'≡ 且Ⅹ̀i'･rLi'(j,Ⅹ(j'Sx-"+,i;'･;Ⅹ̀j'dt

(4.5)

(4.4)ノ

で定義されa8三,1)瑠 し, 8ⅩP ≡ ､且ⅩP 一芸pat 妄三 豊 ,O そして各接I

続係数は,通常の (K)十空間の Jlp芸,rlRか ら, (4･･5)に よ｡,,

(i) G (i)

rp'諾･,-% (宗lrpス + ⅩK

F((,f))-ⅩK(;)ir告 (望K

(い
I

SdiX
S〃
∂

-ES･Ⅹ
へ〃
'(

l

L
了
IJノ

と変換される｡又, (4.4)からの共変微分商は

DX(i)≡･(▽ Ⅹ(i))8ⅩP+(▽Ⅹ(i))dt
〟

か ら

vx'i'-- a x'i'･ Fi'(;.;x'j'〟 ､ 〟

冒 (i)-
- 立 ì)+F'(;･',x'j'

1ヽ--
-
･･＼
′
-
-｣

.

(4.5)

(4.6)

と定義されやOとれらの ‡(i)ト 成分に関する量が新 しく rR)一空間の量に甲
ようとする｡ .

そこで,次に′(i)一要素,_～(ⅩK)草ついての幾何学的要素を改めて章ぴぃ

七品七 うO まず (4.4)に対 し!),ⅩX については
(i),
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Dx
(i)N-dxぷ 十 (rp Gl (i,i -,"'J;'t,(蛋 ,8Ⅹ〟(i)

･(,IE (?,A-鶴 応,a t

(4.°8)

(4.9)

と求められる｡これ らをみてわかることは,この形式では (り一要素 自体の性

(rp;,FIR)などであ り,他要素か らの作用を表わすのが

(㌔､～;),ri;;)などで あることであ り,･′この後者 の表現がつけ加わったこと
が,文献 4)の立場をよ~り一般的に把撞 していることになる｡ (4.9)に基づ

く諸々の.テンソル畳を通常の如 く定義す る,ことがで きるが,ここでは一足飛び

に rt)-要素の運動方程式に移 りたい.㌔(4･9)を考慮 してや ると,全体3')作
K

用力 F(i)が (i)一要素に働いて小 る時,その運動方程式は遠 (paths)の方
程式として

質を表わすのが

メ/n(i) n(i)､

日 ruxl ;〟+ rlK,(名工 (FiJ(''i,妄P･F'(鉛 (? , ･ f- F(i,

●K 応

(4 .10 )

､ 5),4)
とかける｡

ここで (毛'Sは 川 一要素自身の速度だが,･ 去K は喋質流体の流速
で文献 4 ) で は Ig- (vK) とかいた ものである｡文献 4)の立場の衰式にあわ

すために, (4.1ロ)を (ぷ)瑠 標について総和を とJり,ベクトル表示になおす
l

と-, 】

0 ●
Ⅹ+(Tv+ Il)Ⅹ- (
(i) (i) r:臣 ･jc骨 (読 - F (/4･11,

●

(i)
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V ォロジーの幾何学的研究 -Ⅳ

● 0
とかけろO但 し Ⅹ≡Ⅴとおき,r･Tはそれぞれ rpKi,rlX から派生 し,

F'(5', 甘 草そ れ ぞ れ Fu'](.'i,,F('鉢 ら派生す るところの一種- 抗係数であ
るO-方 ,統計力学的に ,(i)一要素に働 くカ とい う.'Dは,流体力学的相互作

はそ れ ぞ れ F_V/I_.､F,V.:か ら派生す るところの一種の抵抗係数であ

4)
とそれに頭合 うべき弾性力 f と拡散力 pなどと考えられえがら;

用力(?)とそれに釣合 うべき弾性力 f と拡散力 p(i) (i)
(4.ll)の慣性項 (Ⅹ)を無視 した ものを,それらの作用カそのものの釣合方

(i)

程式とみなしてや ると, i勘義

ては,Oseen の式(0)などによ

に
Jヽ
f>
.-1
り

右辺は f+pに等置できる｡
(i) (i)

守 - 亘 :I;((i,- V) (三で+p)(i) (i) (i)

裾 こつい

(4.12)

と与えられるOここで 亡は各要素自身の粘性抵抗係数,E'(針 /" j,1一要素か ら
(i)一要素への流体力学的相互作用を表わす鑑抗係数で,文献 4)に従って

I('f;童 6Yi'昌 TTl_(3'巨 お く o こ の 酢 ま Oseen の式の相互作用係数で本

質的に非鰻重鹿 を代表する.又, (Ⅹ｢Ⅴ)は相対速度である04)(4･12)に
●

上記の 瀞 代入ザ bt, j̀'

C(Ⅹ
両-Ⅴ, 一 瑠

(x-′Ⅴ)- f+P
(I) (i) (i)

とかけ, (4.ll) と比較 して,最 も簡単に

⊂l ● ●
(rv+T)Ⅹ ≡ ( (Ⅹ- V)

(i) (i)

･['(P,V･f(i,')(責了 Tl'(臣 (慕-･V

● ●

十ヽILイ守十丁ノ

Gid

(4
.
1
.
5)

(,4･14)

と仮定すると,それぞれの接続係数 と､物理的な抵抗係数との対応関係が得られ.

ることとなる｡更に,これ らJを _

●
tlx
(n

0

r

-3t15-
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及び

p('f;(i,-

F'(f',- 写 '(il', ､-辛-う十1｣ノ

(4.1L6
)

と仮定する･と,各々の境続係数が実験的 データや ら一意的に決定されてくるこ

とになる｡＼(4.15)及び (4.16)は本質的には

rい lp芸(i,p

畑 rp'}(l'i,,(?,

●〟

(4.17)

tぷ

を意味 し,与の ことは相対速度が先 じているために,′妄Kキ Ⅹ だからこ.そ考
(£)

えられる条件であり,系(K)のとり方を親 定するものである｡ ,声ゝ くし.て,

vidrt)ぬn表式による各要素の運動方程軍の物聾的対応づけが､可能にな り,

V ォ ノーム幾何学的考察に帰着されえこととなったが了これら抄粂件について＼

は更に物理的に考えられる余地もあるが,長 くなるので一応.この′あた りで うち

きり,具体的物性の取勘 ､によって考えていきた=LLl.胤 文献 4)､の最後にの●1

べた固有 mod,e分解への'･移行についても,応力-変形一時間関係式を介して同

様に議論することがで きることを指摘するにとどめる｡

§5 結 び

我々は方法静的拡張 として'フイルム空間 と vi町もeln表式と(.ニついての

べてきた｡前者は (A)- (),0)分解に よって空間成分の時間儀存性を論ずる

ことに機械的操作を提供 し,強ベク,トル場へり分解 t:時間微分に留意 しなけれ

ばならないことが指摘 された｡

又,′後者は,結局,動標構の方法に他ならず, (Ⅹタ ⅩK) と小 う:,いわば

element ｡f su印｡rtを独立変数にすべきことが示's(Ht:. 掛 こ,この考え

方は, (Rト 系と ((i)I-系とい う二つの独立な系を同時に考kl忘 とい う意味

増̀;.本質的には,次の論文でのべる接触テンソ′レ解析的蓑矧 -+な?てお り,莱
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際に物理的に ‡(i)上 糸あ説明がつ く時は,著 しい有効性を発韓するはずであるO

§6 参考文献

1) 池 田 恵 , 物性研究 , 1写 (1969),117.

2) 池 田 恵 , 物性研究 , 12 (1969), 178.

5) 池 田 恵 , 物性研究 , (1969),

4) 池 田 恵 , 物性研究 , (1969),

5) T.Sug･uri,J.Math.Soc.Ja玉)an,4 (1952),.251.

6)I J.AJschouten,TensorAnalysisforPhysicit8.,0Ⅹfora,

Clarend.on Press(1951).

7) 由.oshima,Memoirs,1,a-‡(1L9'55),240.

8) D.W.Sciama,Rec･ent工)evelopmentsin GeneralRelativityJ

pergamon Press(1962),415.

9) H.Weyl,Z.Phy8.,56 (1929),550.

10) C.W.os声en,Hyd_rod.ynamik.Åoad.emiSheVer･ユag,Leipzig

r1927).

-517-


