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概要

曲面結び目のカンドルコサイクル不変量について，枠にそって多重化して得られ

る曲面絡み目のカンドルコサイクル不変量の値を与える公式（多重化公式）を示す．

特に位数が奇素数である二面体カンドルの場合に，彩色数の多重化公式とカンドル

コサイクル不変量の奇数重化公式を与える．また四面体カンドルの場合に，彩色数

の多重化公式を与える．

この公式を定式化するために，枠つき曲面結び目とその図式を導入し，枠つき曲面

結び目のラックコサイクル不変量を定義する．

1 序文

曲面結び目とは連結閉曲面の 4 次元ユークリッド空間への滑らかな埋め込みの像のこ

とをいう．曲面結び目の古典的な不変量として，1次元結び目と同様，補空間の基本群や

アレキサンダー多項式，n彩色数やその一般化であるカンドル彩色数が定義される．ここ

でカンドルとは，1 次元結び目ダイアグラムのライデマイスター移動に対応する 3 つの

公理をもつ代数である．1990 年代に，カンドル彩色数の改良版である (1次元結び目や)

曲面結び目のカンドルコサイクル不変量が定義された ([3, 4])．特に曲面結び目理論には

三重点数の評価を与えるなど様々な応用をもたらしている ([18])．一般に，1次元結び目

に対しては，不変量が定められたときその不変量の多重化公式が発見されることがある．

与えられた不変量の多重化公式とは，枠つき結び目 K を枠に沿って n重化することで得

られる絡み目 K(n) をもとの Kの不変量で記述したものである．例えば，1次元結び目に

は，ジョーンズ多項式の多重化公式 ([13])や，アレキサンダー多項式のケーブリング公式

([11])が知られている．ジョーンズ多項式の多重化公式は，色つきジョーンズ多項式とい

う別の不変量を用いて記述される．1次元結び目の不変量についてはこのような多重化公

式が知られているものの，曲面結び目の不変量にはそういった多重化公式は知られていな

かった．

本論文では，枠つき曲面結び目 F の枠に沿って n重化して得られる曲面絡み目 F (n) の
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有限カンドルX を用いたカンドルコサイクル不変量を，（nに依らず）X のみから定まる

有限種類のラックを用いた F のラックコサイクル不変量で記述できることを示す（定理
4.5）．特に，X が奇素数 p位数の二面体カンドル Rp のとき，Rp 彩色数の多重化公式と

Rp を用いたカンドルコサイクル不変量の奇数重化公式を完全に決定した（定理 4.6）．Rp

彩色数の多重化公式は，もとの多重化する前の曲面結び目の Rp 彩色数の高々スカラー

倍，あるいは曲面結び目型に依らない値となった．Rp を用いたカンドルコサイクル不変

量の奇数重化公式は，もとのカンドルコサイクル不変量を変数変換したもののスカラー倍

となった．また，X が四面体カンドル Q4 のとき，Q4 彩色数の多重化公式を与えた（定

理 4.15）．ある場合には曲面結び目型に依らない自明な値となったが，別の場合では自

明でない結果を得た．X のみから定まる有限種類のラックは，あるラック演算を入れた

Xn (n = 1, 2, ...)の軌道分解に現れる．定理 4.5は，カンドルコサイクル不変量の多重化

公式を得るためには「与えられた有限カンドル X に対して，Xn (n = 1, 2, ...)の軌道分

解を具体的に決定すること」が重要であることを示唆している．特に，有限カンドル X

が奇素数 p位数の二面体カンドル Rp と四面体カンドル Q4 のとき，この問題を完全に解

いた．定理 4.5が提起しているこの問題は，カンドル理論に新たな構造を導入しているこ

とが期待される．

定理 4.5を証明するために，本論文では，枠つき曲面結び目のラックコサイクル不変量

を次のように導入する．曲面結び目のカンドルコサイクル不変量は，その曲面結び目のダ

イアグラムを用いて定義していた．そこで，まず枠つき曲面結び目のダイアグラムである

線つきダイアグラムを導入し，曲面結び目のローズマンの定理に相当する枠つき曲面結び

目の定理を証明した．線つきダイアグラムを用いて枠つき曲面結び目のラックコサイクル

不変量を定義する．ラックコサイクル不変量の不変性は，ローズマンの定理に相当する枠

つき曲面結び目の定理を用いて示した．

定理 4.5の証明は次のような流れで行う．F を曲面結び目，sを F の枠とし，F = (F, s)

を枠つき曲面結び目とする．F (n) で F を枠 s方向に n重化して得られる曲面絡み目とす

る．Dを F の黒板枠づけによる線つきダイアグラムとする．このときDを向きを表す法

線ベクトル方向に n重化して得られるものをD(n) とすると，D(n) は F (n) のダイアグラ

ムとなっている．ここでXn に適切なラック構造を定めると，D(n) のX 彩色とDのXn

彩色の間に自然な 1 : 1対応が存在する（図 1.1参照）．この対応によりXn の 3コサイク

ルを X の 3コサイクルを用いて定めることができる．F の連結性から Xn の軌道分解と

DのXn 彩色集合の分解が対応するため，定理 4.5を得ることができる．定理 4.6の証明

は次のような流れで行う．まず Rnp を軌道分解する．n が奇数のとき Rp と Rp × C2 の

2 種類が，n が偶数のとき位数が 1 の自明カンドルと Cp の 2 種類が軌道分解に現れる．
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（ここで C• は位数 •の巡回ラックである．）枠と巡回ラック彩色の関係から Rp 彩色数の

多重化公式を得ることができる．またカンドルコサイクル不変量の奇数重化公式は次のよ

うにして得られる．定理 4.5 より Rp と Rp × C2 と同型な Rnp の部分ラックそれぞれの

ラックコサイクル不変量を考えればよい．実は Rp × C2 と同型な Rnp の部分ラックを用

いたラックコサイクル不変量が，Rp と同型な Rnp の部分ラックを用いたラックコサイク

ル不変量と一致することが分かり，奇数重化公式を得る．定理 4.15の証明は次のような

流れで行う．まず Qn4 を軌道分解する．軌道分解には，nが 3の倍数のとき位数 1の自明

カンドルと C2 の 2種類が，nが 3の倍数でないとき Q4 と位数 12の連結ラックの 2種

類が現れる．この分解により Q4 彩色数の多重化公式が得られる．

図 1.1 D(n) の X 彩色と D の Xn 彩色

本論文の構成は次のとおりである．第 2節では曲面結び目の定義から始め，そのダイア

グラムやカンドルコサイクル不変量を復習する．第 3 節前半では，枠つき曲面結び目の

定義を述べ，枠の情報を曲面結び目のダイアグラムに付加させた線つきダイアグラムの定

義を導入し，同値な枠つき曲面結び目を与える必要十分条件を与える (定理 3.6)．第 3節

後半では，枠つき曲面結び目のラックコサイクル不変量を導入し，その不変性を証明する

(定理 3.11)．第 4節前半では，一般のカンドルに対してのカンドルコサイクル不変量の多

重化公式を示す (定理 4.4,4.5)．第 4節後半では，第 4節前半で示した多重化公式を踏ま

え，二面体カンドル，四面体カンドルについて得られた結果を示す (定理 4.6,4.15)．第 5

節では，1次元結び目の場合に得られた結果を示す．
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2 準備

2.1 曲面結び目とそのダイアグラム

この節では曲面結び目とそのダイアグラムの定義を復習する．

連結閉曲面の 4次元ユークリッド空間 R4 への滑らかな埋め込みの像を曲面結び目とい

う．1次元結び目と同様に，1以上の連結成分をもつ閉曲面の場合曲面絡み目という．特

に有向閉曲面の場合には有向曲面結び目という．以下では特に断らない限り曲面結び目

(絡み目)には向きが入っているものとする．埋め込む閉曲面 Σを明示する際には，Σ-結

び目（絡み目）とかく．2つの曲面結び目（絡み目）が R4 のアンビエントイソトピーで

移りあうとき，その 2つの曲面結び目（絡み目）は同値であるという．以下この節では連

結成分が 1である曲面結び目に対して話を進めるが，曲面絡み目に対しても同様である．

pr : R4 = R3 × R → R3, pr′ : R4 = R3 × R → R をそれぞれ射影とする．t ∈ Rに対
して，Yt = pr(F ∩ (R3 ×{t}))とおく．{Yt}t∈R を曲面結び目のモーションピクチャーと

いう．F のコンパクト性とモース理論の一般論から pr′|F の臨界値は有限個である．従っ
て有限個の t ∈ Rを除いて Yt は R3 内の 1次元結び目，または絡み目である．pr′|F の正
則値 t ∈ Rに対して Yt には F ∩ (R3 × (−∞, t])の境界としての向きを入れる．

曲面結び目 F のダイアグラムとは，F の射影 pr : R4 = R3 × R → R3 による像であっ

て，その特異点の集合が二重点と孤立した三重点，分岐点からなり，第 4座標に関する上

下の情報を与えたもののことをいう．上下の情報を図で表す際，下にある曲面を上にある

曲面によって切断されたものを用いることにする（図 2.1参照）．任意の曲面結び目に対

図 2.1 二重点，三重点，分岐点

してアンビエントイソトピーで少し動かすことにより，ダイアグラムが存在することが知

られている．第 4座標による上下の情報によりダイアグラムは有限枚のコンパクト曲面か

らなるが，ダイアグラムを成すコンパクト曲面をシートという．また特に三重点の近傍に

おいて一番上のシート，真ん中のシート，一番下のシートをそれぞれトップシート，ミド
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ルシート，ボトムシートという．(二重点を成すシートに対しても同様にトップシートと

ボトムシートという用語を用いる．) 曲面結び目のダイアグラム D をなすシートの集合

を S(D)とかく．シートには自然に入る向きを入れておくことにする．その際シートの向

きは，{v⃗1, v⃗2, n⃗}が R3 の標準的な向きと同じ向きを表すようなシートの法線ベクトル n⃗

で表すことにする．ここで，v⃗1, v⃗2 はこの順でシートの向きを表す接ベクトルである（図

2.1参照）．

図 2.2 (1)I型バブル移動，(2)I型サドル移動，(3)II型バブル移動，(4)II型サドル移

動，(5)III型移動，(6)分岐点通過移動，(7)四面体移動

図 2.2 に描かれた曲面結び目のダイアグラムの局所移動をローズマン移動という．ただ

しシートの上下の情報は省略している．2つのダイアグラムが，有限回のローズマン移動

と R3 のアンビエントイソトピーで互いに移りあうとき，ローズマン同値であるという．

ローズマン移動は 1次元結び目のダイアグラムのライデマイスター移動に相当する局所移

動であり，1次元結び目と同様ダイアグラムを用いた組み合わせ論的手法を保証するもの

である．2つの曲面結び目が同値であることの必要十分条件はそれぞれのダイアグラムが

ローズマン同値であることが知られている (ローズマンの定理)．

2.2 カンドルコサイクル不変量

この節では，カンドルや曲面結び目のカンドルコサイクル不変量について復習する．
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集合 X とその二項演算 ∗ : X ×X → X が

(R1) 任意の y, z ∈ X に対して，x ∗ y = z を満たす x ∈ X が唯一つ存在する．

(R2) 任意の x, y, z ∈ X に対して，(x ∗ y) ∗ z = (x ∗ z) ∗ (y ∗ z)である．

を満たすとき，(X, ∗)をラックという．更に次の

(Q) 任意の x ∈ X に対して，x ∗ x = xである．

を満たすときカンドルという．x ∈ X に対して，写像 Sx : X → X を Sx(y) := y ∗xと定
める．このとき，(R1)は任意の x ∈ X に対して Sx が全単射であることと，(R2)は任意

の x ∈ X に対して Sx がラック準同型写像であることと対応している．任意の x, y ∈ X

に対して x ∗ y = xであるようなカンドルを自明カンドルという．特に X が有限集合の

ときは有限ラック，有限カンドルという．

(X, ∗) をラック（カンドル）とする．X 内の二項演算 ∗ を y∗x := S−1
x (y) で定義し

たとき，(X, ∗) もラック（カンドル）となり，これを双対ラック（双対カンドル）とい
う．(X, ∗) と (X, ∗) が同型であるとき，自己双対ラック（自己双対カンドル）という．
{Sx|x ∈ X}で生成される群をラック（カンドル）X の内部自己同型群といい，Inn(X)

とかく．内部自己同型群 Inn(X)のラック（カンドル）X への作用が推移的であるとき，

X は連結であるという．

次の例はいずれも自己双対で連結なカンドルまたはラックの例である．

例 2.1. n ∈ Z>0 とする．Rn = Z/nZに x ∗ y = 2y − x mod nと二項演算を定めたも

のはカンドルとなり，二面体カンドルという．

例 2.2. 正四面体の頂点の集合を Q4 = {1, 2, 3, 4}とする．二項演算を図 2.3 のように定

めたものはカンドルとなり，四面体カンドルという．

例 2.3. k ∈ Z>0 とする．Ck = Z/kZに i ∗ j = i+ 1 mod k と二項演算を定めたものは

ラックとなり，巡回ラックという．

D を曲面結び目 F のダイアグラム，X をカンドルとする．写像 C : S(D) → X が D

の X 彩色であるとは，任意の二重点の近傍で C(x1) ∗ C(x2) = C(x3) のような関係式

を満たすこととする．ここで，x1, x2, x3 は二重点の近傍を成す 3 つのシートであって，

トップシート x2 の向きを表す法線ベクトルがボトムシート x1 からボトムシート x3 へ向

いているとする（図 2.4参照）．D の X 彩色全体を ColX(D)と表す．各ローズマン移動

の一方でX 彩色が定義されているとき，他方にもX 彩色を一意的に定められることが確
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図 2.3 四面体カンドルの演算の定義

かめられる．即ちローズマン同値である 2つのダイアグラム D1, D2 が与えられたとき，

全単射 ColX(D1) → ColX(D2)が存在する．特にX が有限カンドルであるとき，ダイア

グラムが許容し得る X 彩色の個数は曲面結び目 F の不変量となっている．そこでその数

を F の X 彩色数といい colX(F )で表すことにする．

図 2.4 カンドル彩色

X をカンドル，A をアーベル群とする．n > 0 のとき CnQ(X;A) を, ある i が存在

して xi = xi+1 ならば f(x1, ..., xn) = 0 であるような写像 f : Xn → A で生成され

る自由アーベル群とする．n ≦ 0 のとき CnQ(X;A) = 0 と約束する．コチェイン写像

d = dn : CnQ(X;A) → Cn+1
Q (X;A)を n > 0のとき，

df(x1, ..., xn+1) =
n+1∑
i=1

(−1)if(x1, ..., xi−1, xi+1, ..., xn+1)

−
n+1∑
i=1

(−1)if(x1 ∗ xi, ..., xi−1 ∗ xi, xi+1, .., xn+1)

と定め，n ≦ 0のとき d = 0と定める．このとき d2 = 0であることを示すことができる．
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そこで Hn
Q(X;A) := Ker dn/Imdn−1 とおき，n次カンドルコホモロジー群という．

例 2.4. pを奇素数とする．H3
Q(Rp,Z/pZ) ∼= Z/pZである．また Rp = {0, 1, ..., p− 1}

とみなすと，

φ(x, y, z) = (x− y)
yp + (2z − y)p − 2zp

p
mod p

はその生成元となっており，望月 3コサイクルという（[12]）．

図 2.5 三重点にのせるウエイト

X を有限カンドル，Aをアーベル群とし，D を曲面結び目 F のダイアグラムとする．

以下では，アーベル群の演算は積で記述することにする．α= [f ] ∈ H3
Q(X;A) とし，C

を D の X 彩色とする．D の三重点 tにウエイトWf (t, C)を図 2.5 のように与える．こ

のとき

Φf (D;C) :=
∏

t:D の三重点

Wf (t, C)

とおく．このとき，Φf (D;C)はローズマン同値で不変であり，αの代表元 f の取り方に

依らないことが知られている ([3])．そこで

Φα(F ) :=
∑

C∈ColX(D)

Φf (D;C)

とおくとこれは曲面結び目の不変量となっており，これを曲面結び目のカンドルコサイク

ル不変量という．特にカンドル 3コサイクル f が自明なものであるとき，カンドルコサイ

クル不変量はX 彩色数となる．即ち，カンドルコサイクル不変量はX 彩色数の改良版と

なっていることが分かる．
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3 枠つき曲面結び目とそのラックコサイクル不変量

3.1 枠つき曲面結び目とその線つきダイアグラム

この節では枠つき曲面結び目とその線つきダイアグラムを定義する．曲面結び目の枠は

1次元結び目の枠と同様に定義する．枠つき曲面結び目の線つきダイアグラムは，ダイア

グラムに曲面結び目の枠の情報を向き付けられた線として表示したものとして付随したも

のである．ここではまず線つきダイアグラムを定義したのち，任意の枠つき曲面結び目は

線つきダイアグラムによって表されることを示す．その後同値な枠つき曲面結び目を与え

る線つきダイアグラムの局所移動について述べる．

F ⊂ R4 を曲面結び目とする．F の法バンドル νF の至る所零でない切断を F の枠と

いう．R4 内の曲面結び目の法バンドルは自明バンドルゆえ，曲面結び目にはいつでも枠

が存在することが知られている ([6])．2 つの F の枠 s1, s2 に関して，s1 と s2 を結ぶホ

モトピー H : F × [0, 1] → νF であって各 t ∈ [0, 1] で H(·, t) が F の枠であるような

ものが存在するとき，その 2つの枠は同値であるという．曲面結び目 F とその枠 sの組

(F, s) を枠つき曲面結び目という．2 つの枠つき曲面結び目 (F1, s1), (F2, s2) に対して，

i0 が R4 の恒等写像で i1 により F1 が F2 に移るような R4 のアンビエントイソトピー

{it}t∈[0,1] が存在して，s2 を i1 で引き戻して得られる F1 の枠が s1 と同値な枠であると

き，(F1, s1)と (F2, s2)は同値な枠つき曲面結び目であるという．

図 3.1 線の近傍

線つきダイアグラムとは，曲面結び目のダイアグラム D と D 上のいくつかの向き付け

られた線分，円周たち Lの組 (D,L)であって次を満たすものと定める:

(1) Lの端点は D の分岐点であり，逆に任意の分岐点から Lが伸びている．
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(2) 各分岐点の近傍において Lの向きは図 3.2 のようになっている．

(3) Lは三重点や分岐点を通過せず，二重点曲線と交わる際は横断的に交わっている．

図 3.2 分岐点の近傍

図 3.3 線つきダイアグラムの例

図 3.3は線つきダイアグラムの例である．

線つきダイアグラムが枠つき曲面結び目を表すことは次のようにしてわかる．「線」を

忘れた線つきダイアグラムは通常のダイアグラムだから，「線」を忘れた線つきダイアグ

ラムはある R4 内に埋め込まれた有向閉曲面 F に持ち上がる．残りは F に枠 sを定めれ

ばよい．DをDから分岐点と「線」の近傍を除いたDの部分集合とする．pr−1(D) ∩ F
上には枠 sを {v1, v2, s, e4}が R4 の正の向きを与えるように定める．ただし，v1, v2 はこ

の順でその点における向きを与える接ベクトルの組とし，e4 = (0, 0, 0, 1) ∈ R4 即ち射影

方向を表すベクトルとしている．F の残りの部分，即ち分岐点や「線」の近傍の逆像に対

しては枠 sを図 3.1,3.2 に描かれたリボンで表されているような枠を与える．そこで両者

を貼り合わせることで F 全体の枠 sを定める．
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補題 3.1. 任意の枠つき曲面結び目は線つきダイアグラムをもつ．

証明. (F, s)を枠つき曲面結び目とする．枠を忘れた F のダイアグラムを D とする．D

の各シートには F 由来の向きが入っていることに注意する．ℓ : D → F を，x ∈ D

に対して pr−1(x) ∩ F は高々 3 つの元からなるのでその内の第 4 成分が最大のものを

対応させる写像と定義し，s′ := d(pr) ◦ s ◦ ℓ とする．このとき D 内で「枠が裏返って

いる部分」の集合 Rs を，x ∈ D における向きを表す接ベクトルを v1, v2 とするとき

det(v1, v2, s
′(x)) ≦ 0 であるような x ∈ D 全体とする．必要なら予めホモトピーにより

枠を調節することで Rs が D 内のいくつかの曲線 Lの近傍であるようにしておく．Lに

次のようにして向きを定める: 曲線の近傍のモーションピクチャーを考えたとき，リボ

ンが右 (左) に捩れているならばモーションピクチャーと同じ (逆) 向きを曲線に入れる

（図 3.1 参照）．このとき分岐点の近傍では図 3.2 のようになっていることが確かめられ

る．

このようにして枠つき曲面結び目から得られた線つきダイアグラムを，枠つき曲面結び

目の線つきダイアグラムという．

この節の残りは同値な枠つき曲面結び目を表す 2つの線つきダイアグラムの関係につい

て議論を進めることにする．通常の曲面結び目には，同値な曲面結び目を表すダイアグラ

ムの関係を記述したローズマンの定理があったが，それに類する線つきダイアグラムの定

理を証明する．

補題 3.2. 連続写像 s1, s2 : D2 → S1 が s1|∂D2 = s2|∂D2 であるとき，s1 と s2 はホモト

ピー同値である．

証明. s1, s2 の定義域である円板をそれぞれ D2
1, D

2
2 と区別する．2 つの円板 D2

1, D
2
2

の境界を同一視したものを S2 とみなす．g : S2 = D2
1 ∪ D2

2 → S1 を D2
i 上で si

と定める (i = 1, 2)．π2(S
1) = 0 であるから g はヌルホモトピック，即ち定値写像

c : S2 → S1, c(x) = a ∈ S1 とホモトピックである．H を g と cの間のホモトピーとす

る．ただし，H(·, 0) = g,H(·, 1) = cとする．S2 × [0, 1]の S2 × {1}を一点に潰して得
られる空間を D3 とみなす．g̃ : D3 = S2 × [0, 1]/∼ → S1 を g̃(x, t) = H(x, t)と定める

と well-definedである．g̃|∂D3 = g であることに注意すれば，g̃ が s1 と s2 の間のホモト

ピーを与えている．

命題 3.3. D2 ⊂ F を小さな 2 次元円板とする．s1, s2 を s1|F\D2 = s2|F\D2 なる F の

枠とする．このとき s1, s2 は同値な枠である．
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証明. D2 を含むような開集合 U 上の法バンドルの局所自明化をひとつ固定する．局所自

明化により s1|U , s2|U : U → U × S1 ⊂ U × R2 とみなせるが，これは s̃i : U → S1 を考

えることと同値である．ここで，s̃i は si(x) = (x, s̃i(x))(i = 1, 2)を満たすものとする．

補題 3.2より s̃1 と s̃2 はホモトピックである．従って s1 と s2 は同値な枠である．

命題 3.3を踏まえると図 3.6 に挙げた線つきダイアグラムの局所移動の前後で枠つき曲

面結び目の型は変わらないことが分かる．(ただし，図においてシートの上下や「線」の

向きを省略しており，図 3.6に現れる点線の円周は向きに応じて 4つの内のどれかを採用

することとする．) 実際図 3.6 に挙げた線つきダイアグラムの局所移動は，線を忘れると

いずれも高々ローズマン移動を成すダイアグラムの局所移動である．以下 I型バブル，サ

ドル変形の場合についてのみ述べるが，他の局所移動に関しても同様である．I型バブル，

サドル変形の両辺は小さな 2次元円板の埋め込みの射影で与えられる．命題 3.3より，枠

は円板内部へホモトピックを除いて一意的に拡張されるから結論を得る．

図 3.4 「線」の描き換え

また，線つきダイアグラムの「線」に関しては更に次が成り立つ．この命題はダイアグ

ラム内の円板上で，境界上の「線」の向きを考慮した上で円板内の「線」を自由に描き換

えられることを主張している．

命題 3.4. (D,L1), (D,L2)を 2つの線つきダイアグラムとし，D2をダイアグラムD内の

円板とする．もし向きも込めて L1∩D \D2 = L2∩D \D2 であるなら，(D,L1), (D,L2)

は同値な枠つき曲面結び目の線つきダイアグラムを表す．

証明. 図 3.4に挙げた 2つの同値性について示せばよい．実際円板内の「線」の描き換え

は図 3.4の局所変換を有限回施すことによって得られる．曲面結び目の小さな円板 D2 上

ではその円板上の枠を与えることと連続写像 D2 → S1 を与えることは同値である．そこ

でそれぞれの線つきダイアグラムを与えるような連続写像 D2 → S1 を具体的に構成し同

値であることを直接示す．以下 S1 を単位閉区間 [0, 1]の端点を貼り合わせてできる空間，

D2 を S1 × [0, 1]において S1 × {0}を 1点につぶした空間とみなす．

まず図 3.4 左側に描かれた，「線」のつなぎかえに関する局所変換について示す．
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r : S1 → S1 を次のように定める．

r(t) =


4t (t ∈ [0, 14 ])

−4t+ 2 (t ∈ [ 14 ,
1
2 ])

4t− 2 (t ∈ [ 12 ,
3
4 ])

−4t+ 4 (t ∈ [ 34 , 1])

と定める（図 3.5参照）．rと定値写像を結ぶ 2つのホモトピーH1,H2 : S1 × [0, 1] → S1

を次のように定める: s ∈ [0, 1]に対して

H1(t, s) = r(t)s, H2(t, s) =


4st+ 1− s (t ∈ [0, 14 ])

−4st+ 1 + s (t ∈ [ 14 ,
1
2 ])

4st+ 1− 3s (t ∈ [ 12 ,
3
4 ])

−4st+ 1 + 3s (t ∈ [ 34 , 1])

とする（図 3.5参照）．このとき，H1(t, 0) = H2(t, 0) = 0 ∈ S1,H1(t, 1) = H2(t, 1) = r(t)

である．H1, H2 によって引き起こされる連続写像 D2 → S1 をそれぞれ f1, f2 とすると，

(D2, f1), (D
2, f2)の線つきダイアグラムが図 3.4左側のそれぞれ左辺，右辺となっている

ことが確かめられる．命題 3.3により f1, f2 はホモトピー同値であるから，2つの線つき

ダイアグラムは同値な枠を表している．

次に図 3.4 右側に描かれた，円周の生成消滅に関する局所変換について示す．f3, f4 :

D2 → S1 を f3(t, s) = s, f4(t, s) = 1 と定めると，(D2, f3), (D
2, f4) の線つきダイアグ

ラムが図 3.4 右側のそれぞれ左辺，右辺となっていることが確かめられる．命題 3.3 よ

り f3, f4 はホモトピー同値であるから，2つの線つきダイアグラムは同値な枠を表してい

る．

図 3.5 r,H1(·, s), H2(·, s)のグラフ

曲面結び目のダイアグラムはローズマン移動を施して分岐点の無いダイアグラムを得る

ことができる ([7])．これを枠が変化してしまわないように修正することで，枠つき曲面

結び目の分岐点のない線つきダイアグラムを構成できる．具体的には次のようにすればよ
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図 3.6 線つきダイアグラムの局所変形

い: 枠つき曲面結び目の線つきダイアグラムが与えられたとき，「線」で結ばれた分岐点の

組を，線つき分岐点通過変形を用いて結んでいる「線」に沿って近づけた後線つき I型サ

ドル変形を用いてその分岐点の組を消去する．分岐点の無い線つきダイアグラムの「線」

は空集合もしくは円周のみからなることに注意する．

Σを有向閉曲面とする．F を Σ-結び目，D を F の分岐点の無いダイアグラムとする．

D は分岐点が存在しないから F の枠 s̃ で，s̃ の射影が D の各点において向きを表す法

線ベクトルと一致するものが存在する．F の法バンドル νF を S1 バンドルと考え，s̃を

用いた大域的な自明化をひとつ固定する．その自明化により νF と F × S1 ≈ Σ× S1 を

同一視する．この同一視のもとで F 上の枠の同値類は，連続写像 Σ → S1 のホモトピー

類と同一視され，これは更に準同型 H1(Σ) → H1(S
1) ∼= Zと思うことができる．（例え

ば 0写像 H1(Σ) → Zは s̃と対応している．) そこで，枠 sに対応する準同型は s∗ とか

くことにする．線つきダイアグラムを定義した際に線つきダイアグラムから枠を復元さ

せる方法について述べたが，分岐点の無い線つきダイアグラム (D,L)にそれを適用して
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得られる枠を sとする．このとき sの定め方から s∗([C]) = 1が成り立つ．ここで C は

pr−1(L) ∩ F と対応する Σ内の有向単純閉曲線であり，pr : R4 → R3 は pr(F ) = D な

る射影である．即ちホモロジー類 [C]と s∗ は Z加群 H1(Σ)において互いに双対の関係

にあることが分かる．

以上を踏まえると次が成り立つことが分かる．

補題 3.5. Σ を有向閉曲面とする．F を Σ-結び目，D を F の分岐点の無いダイアグラ

ムとする．(D,L1), (D,L2)が同じ枠つき曲面結び目の線つきダイアグラムである，即ち

L1, L2 が同じ F の枠を表す「線」であるための必要十分条件は，C1 と C2 が Σ 上ホモ

ロガスであることである．ただし，Ci は pr−1(Li) ∩ F と対応する Σ内の有向閉曲線で

ある．

次に，ローズマンの定理に相当する枠つき曲面結び目の定理を述べる．

定理 3.6. (D1, L1), (D2, L2) をそれぞれ枠つき曲面結び目 (F1, s1), (F2, s2) の線つきダ

イアグラムとする．(F1, s1), (F2, s2)が同値な枠つき曲面結び目であることの必要十分条

件は，(D1, L1), (D2, L2)が図 3.6の局所変形とシートのアンビエントイソトピーや「線」

の描き換え（命題 3.4），R3 のアンビエントイソトピーの有限の列で互いに移りあうこと

である．

証明. 図 3.6の線つきダイアグラムの局所移動の前後で同値な枠つき曲面結び目を表すこ

とは先に述べた通り，通常のローズマンの定理，及び小さな円板内には一意的に枠が拡張

できることから従う．

逆に，枠つき Σ-結び目 (F, s)の 2つのダイアグラム (D1, L1), (D2, L2)が図 3.6と R3

のアンビエントイソトピーの有限の列で互いに移りあうことを示す．（ただし，Σは有向

閉曲面とする．）必要なら (D2, L2)を分岐点の無い線つきダイアグラムにしておく．（こ

うして得られる分岐点の無い線つきダイアグラムも同じ記号 (D2, L2) で表すことにす

る．）「線」を忘れたD1, D2 は枠を忘れた曲面結び目 F のダイアグラムだからローズマン

の定理により，D1 をD2 へと移すローズマン移動と R3 のアンビエントイソトピーからな

る有限列が存在する．この列を枠が変わらないようなものに修正していく．R3 のアンビ

エントイソトピーでは枠は変化しないので，ローズマン移動に関して修正を施せばよい．

I型バブル，サドル変形，分岐点通過変形以外のローズマン移動を施す際は，まず「線」

の二重点曲線交わり変形（図 3.6右側上から 5段目），三重点通過変形（図 3.6右側上か

ら 6段目）やシートのアンビエントイソトピーを用いて局所変形を施す部分に「線」が無

いようにし，そのあとでその局所変形を施す．
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I型バブル変形を施す際は次のようにする．バブルを消滅させる場合は，もしバブル内

に「線」が通っていたら分岐点の近傍における「線」の変形を用いてバブル内の「線」を

無くし，図 3.6の 1行目右の線つき I型バブル変形を施す．バブルを生成させる場合は，

その近傍に「線」が無ければ図 3.6の 1行目左の線つき I型バブル変形を，「線」があれば

図 3.6の 1行目右の線つき I型バブル変形を施す．

I型サドル変形を施す際は次のようにする．分岐点のペアを生成させる場合は，カール

に「線」が巻きついていないなら図 3.6の 2行目左の線つき I型サドル変形を，カールに

「線」が巻きついているのなら図 3.6の 2行目右の線つき I型サドル変形を施す．分岐点

のペアを消滅させる場合は，「線」の挙動に応じた線つき I型サドル変形を施す．ただし

図 3.6の 2行目右の分岐点のペアの間に，分岐点から現れる「線」とは別の「線」が通過

している場合は，予め分岐点の近傍における「線」の変形（図 3.6左側上から 6段目）を

用いて分岐点のペアの間に「線」が通過していないようにしておく（図 3.7参照）．

図 3.7 分岐点から現れる「線」とは別の「線」が通過している場合

分岐点通過変形を施す際は，必要なら二重点曲線交わり変形（図 3.6 右側上から 5 段

目）を施しておき図 3.6の 4行目右の線つき分岐点通過変形を施す．

このように修正したローズマン移動により (D1, L1) を変形したものを (D2, L
′
1) とか

く．C ′
1 と C2 をそれぞれ pr−1(L′

1) ∩ F と pr−1(L2) ∩ F に対応する Σ 内の有向閉曲線

とする．ここで，pr : R4 → R3 で pr(F ) = D2 なる射影としている．(D2, L
′
1), (D2, L2)

はともに枠つき Σ-結び目 (F, f)の線つきダイアグラムだから，先の補題 3.5より，C ′
1 と

C2 は Σ上ホモロガスである．よって L′
1 は「線」のかき換えや「線」の三重点通過変形

と二重点曲線交わり変形を用いると L2 に移すことができる．従って (D1, L1), (D2, L2)

は図 3.6と「線」のかき換え，R3 のアンビエントイソトピーの有限の列で互いに移りあ

う．

(D,L)を F の線つきダイアグラムとする．L = ∅であるとき，D = (D, ∅)を F の黒
板枠づけで表された線つきダイアグラムという．特に黒板枠づけで表された線つきダイア

グラムは分岐点をもたないことが分かる．また，図 3.6の局所移動を用いることで，任意

の枠つき曲面結び目の線つきダイアグラムから黒板枠づけで表された線つきダイアグラム

を得られることに注意する．
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1次元結び目の枠は Zと特徴づけられる．これと同様のことを曲面結び目の枠に関して
述べることにする．

命題 3.7. Σを連結有向閉曲面とする．F を Σ-結び目とする．このとき F の枠全体の集

合と H1(Σ;Z)の間に自然な全単射が存在する．

証明. F の枠全体の集合から H1(Σ;Z) への写像を次のように構成する．H1(Σ;Z) =

Hom(H1(Σ),Z)であることから，F の枠 sに対して，準同型 H1(Σ) → Zを定めればよ
い．F の単位法バンドルが F の管状近傍に埋め込まれているとする．求める写像を F の

枠 sに対して，sの誘導準同型 s∗ : H1(Σ) → H1(R4 \ F ) ∼= Z を対応させる写像として
定義する．よってこの写像の逆写像を構成すればよい．

この写像の逆写像は次のように構成される．H1(Σ) の生成元を表す有向閉曲線を

α1, ..., αg, β1, ..., βg とする（図 3.8参照）．準同型 f : H1(Σ) → H1(R4 \ F ) ∼= Zが与え
られたとする．各 γ = α1, ..., αg, β1, ..., βg に対して，f([γ]) = [ℓγ ]となるような F の単

位法バンドルを γ に制限したものの切断 ℓγ をとる．この ℓγ はホモトピックを除いて一

意的に定まる．Σを α1, ..., αg, β1, ..., βg に沿って切り開いて得られる正 4g 角形の辺に沿

うような次のループ積を考える．

ℓ := ℓα1 · ℓβ1 · ℓα1 · ℓβ1 · · · · · ℓαg · ℓβg · ℓαg · ℓβg

ここで ℓγ は ℓγ の逆向きのループとしている．このループ積 ℓ : S1 → R4\F は π1(R4\F )
の中で単位元を与えるのでヌルホモトピックである．よって ℓは正 4g 角形の内部に拡張

する．即ち，正 4g 角形を D2 とかくことにすると，ある ℓ̃ : D2 → R4 \ F が存在して
ℓ̃|∂D2 = ℓとなる．ℓ̃はホモトピックを除いて一意的に定まる．そこで，f 7→ ℓ̃という写

像を考えると，これは s 7→ s∗ という写像の逆写像となっている．

図 3.8 種数 g の閉曲面とその展開図（正 4g 角形）

これより曲面結び目の枠 sは H1(Σ;Z) ∼= Z2g（g は Σの種数とする．)で特徴づけら

れたことになる．そこで以下，枠全体の集合と H1(F ;Z) ∼= H1(Σ;Z)を同一視して考え
ることにする．k ∈ Z>0 に対して，枠 sをH1(F ;Z)の元とみて各成分が kで割り切れる
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とき，枠 sはH1(F ;Z)の中で kで割り切れるということにする．特に全成分が 0である

ような曲面結び目の枠を 0枠，または canonicalな枠という．曲面結び目 F に 0枠を入

れた枠つき曲面結び目の線つきダイアグラムは次のように得られる．D を F の分岐点の

無いダイアグラムとする．D の二重点曲線と平行な曲線 Lを，トップシートの向きを表

す法線ベクトルの向いている方向でない方のボトムシートに引く．必要なら図 3.9 のよう

な平滑化を施して自己交差をなくしておく．また，Lの向きを {vT , vB, Lの向き }が R3

の正の向きとなるように入れる．ここで vT , vB はそれぞれトップシート，ボトムシート

の向きを表す法線ベクトルとしている（図 3.10参照）．

図 3.9 交点の平滑化

図 3.10 二重点，三重点の近傍の「線」

補題 3.8. (D,L)は F に 0枠を入れた枠つき曲面結び目の線つきダイアグラムである．

証明. 枠が変化しないように (D,L)を変形させて得られる黒板枠づけによる表示をD′ と

する．F の 1次ホモロジー群の生成元となる有向閉曲線を考える．各生成元に関して，そ

れを表す有向閉曲線を D′ へ射影し，それぞれその射影した有向閉曲線の断面をみる．断

面には（枠つき）1次元結び目ダイアグラムが現れるが，(D,L)の定義からこの 1次元結

び目ダイアグラムの枠が 0であることが分かる．従って (D,L)は F に 0枠を入れた枠つ

き曲面結び目である．
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3.2 ラックコサイクル不変量

この節では枠つき曲面結び目のラックコサイクル不変量を定義する．

X をラックとし，(D,L) を枠つき曲面結び目 F = (F, s) の線つきダイアグラムと

する．S(D,L) を D のシートをさらに L で分断して得られる曲面全体とする．写像

C : S(D,L) → X が (D,L)のラックX 彩色であるとは，二重点の近傍で図 2.4 のように

なり，更に「線」の近傍で図 3.11 のようになっているものとする．ColX(D,L)で (D,L)

の X 彩色全体とする．

図 3.11 「線」の近傍における彩色条件

補題 3.9. (D1, L1), (D2, L2)を同じ枠つき曲面結び目を表す 2つのダイアグラムとする．

このとき，ColX(D1, L1)と ColX(D2, L2)の間に自然な全単射が存在する．

証明. (D1, L1) と (D2, L2) は同じ枠つき曲面結び目を表しているから，定理 3.6 より図

3.6と R3 のアンビエントイソトピーと「線」の描き換えの有限列で得られる．図 3.6 に挙

げた局所移動それぞれに対して全単射を構成することができることから結論を得る．

補題 3.9により，特に X が有限ラックであるとき，線つきダイアグラムが許容し得る

X 彩色の個数は枠つき曲面結び目 F の不変量となっている．そこでその数をX 彩色数と

いい，colX(F)とかくことにする．

巡回ラック彩色と曲面結び目の枠の関係について述べる．枠つき 1次元結び目が位数 k

の巡回ラック彩色可能であることの必要十分条件は，枠を Zの元と考えたときに k で割

り切れることである．この事実は，枠つき 1次元結び目のダイアグラムの黒板枠づけ表示

したときの符号を込めた交差点の個数と枠の関係からすぐに従う．これと同様なことが曲

面結び目の枠にも成り立つ．
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命題 3.10. F = (F, s) を枠つき曲面結び目とする．Ck を位数 k の巡回ラックとする．

このとき，F が Ck 彩色可能であることの必要十分条件は枠 sがH1(F ;Z)の中で kで割

り切れることである．

証明. F が Ck 彩色可能であるとする．D を F の線つきダイアグラムの黒板枠づけによ
る表示とする．先の補題と同様に，F の 1次ホモロジー群の各生成元を表す有向閉曲線を

Dに射影し，それぞれに沿った断面をみる．Dが Ck 彩色可能であることから，それぞれ

の断面に現れる 1次元結び目ダイアグラムも Ck 彩色可能である．枠つき 1次元結び目が

Ck 彩色可能であることの必要十分条件が枠が k で割り切れることであるから，F の枠 s

の各成分は k で割り切れる．

図 3.12 Ck 彩色

逆に，枠 sが H1(F ;Z)の中で k で割り切れるならば F は Ck 彩色可能であることを

示す．そのために F に 0枠を入れた枠つき曲面結び目が Ck 彩色可能であることを示そ

う．F の分岐点の無いダイアグラム D をとる．補題 3.8 の前と同じ方法で，(D,L) が

F に 0 枠を入れた枠つき曲面結び目の線つきダイアグラムとなるように曲線 L を入れ

る．(D,L)の二重点曲線の近傍で Ck 彩色を考えると，図 3.12左のようになることから

(D,L)，即ち F に 0 枠を入れた枠つき曲面結び目は Ck 彩色可能であることが分かる．

(D,L)の黒板枠づけによる表示を D′ とする．H1(F ;Z)の中で k で割り切れる枠を sと

したとき，F = (F, s) の線つきダイアグラムは，D′ に k の倍数本の同じ向きで平行な

「線」を枠の各成分に対応するように付け加えることで得られる．このとき図 3.12 右よ

り，同じ向きで平行な k の倍数本の「線」を増やしても Ck 彩色可能であることは保たれ

ることが分かる．

特に Ck 彩色可能である F が連結であるとき，Ck 彩色数は k である．

X をラック，Aをアーベル群とする．n > 0のとき CnR(X;A)を,写像 f : Xn → Aで

生成される自由アーベル群とする．n ≦ 0のとき CnR(X;A) = 0と約束する．コチェイン
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写像 d = dn : CnR(X;A) → Cn+1
R (X;A)を n > 0のとき，

df(x1, ..., xn+1) =
n+1∑
i=1

(−1)if(x1, ..., xi−1, xi+1, ..., xn+1)

−
n+1∑
i=1

(−1)if(x1 ∗ xi, ..., xi−1 ∗ xi, xi+1, .., xn+1)

と定め，n ≦ 0 のとき d = 0 と定める．このとき d2 = 0 であることを示すことができ

る．そこで Hn
R(X;A) := Ker dn/Imdn−1 とおき，n 次ラックコホモロジー群という．

f ∈ C3
R(X;A)であることは，任意の p, q, r, s ∈ X に対して

f(p, q, r) + f(p ∗ r, q ∗ r, s) + f(p, r, s) = f(p ∗ q, r, s) + f(p, q, s) + f(p ∗ s, q ∗ s, r ∗ s)

を満たすことと同値だが，この式のことをラック 3コサイクル条件という．

図 3.13 下側カールをもつ分岐点

X を有限ラック，Aをアーベル群とし Aの演算は積でかくことにする．(D,L)を枠つ

き曲面結び目 F = (F, s) の線つきダイアグラムとする．P (D,L) を D の三重点，「線」

と二重点曲線の交点，下側カールをもつ分岐点全体の集合とする．ここで下側カールをも

つ分岐点とは，図 3.13 に挙げたような，向きを表す法線ベクトルの方向とは逆側にカー

ルが現れる分岐点のことである．逆に，向きを表す法線ベクトルと同じ方向にカールが現

れる分岐点を上側カールを持つ分岐点と呼ぶことにする．α = [f ] ∈ H3
R(X,A)とし，C

を (D,L)のX 彩色とする．t ∈ P (D,L)に対してウエイトWf (t, C)を図 3.14 のように

与える．そこで

Φf (D,L;C) =
∏

t∈P (D,L)

Wf (t, C)

とおく．

定理 3.11. 枠つき曲面結び目F とその線つきダイアグラム (D,L)に対して，Φf (D,L;C)

は F の線つきダイアグラムの選び方に依らない．また，Φf (D,L;C) は α = [f ] ∈
H3
R(X;A)の代表元の取り方に依らない．
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図 3.14 ウエイトの定義

証明. まず，Φf (D,L;C)が枠つき曲面結び目の不変量であることを示す．シートのアン

ビエントイソトピーや R3 のアンビエントイソトピーで不変であることは明らかであるか

ら，図 3.6に挙げた局所移動で不変であることを示せばよい．局所移動の前後におけるウ

エイトの変化をみればよい．上側カールをもつ分岐点が現れる線つき I型バブル，サドル

変形，及び II 型バブル，サドル変形ではウエイトを与える点に変化は無い．下側カール

をもつ分岐点が現れる線つき I型バブル，サドル変形では，新しく生成された 2つの下側

カールを持つ分岐点同士でウエイトが消去される．III型変形では，新たに現れる 2つの

三重点同士でウエイトは消去される．上側カールをもつ分岐点による線つき分岐点通過変

形は，ウエイトの変化は無い．下側カールをもつ分岐点による線つき分岐点通過変形は，

例えば図 3.15 の場合を考えたとき，左辺のウエイトは f(a∗̄a, a, a)f(a, a ∗ a, b)で与えら
れ，右辺のウエイトは f(a, a, b)f((a ∗ b)∗̄(a ∗ b), a ∗ b, a ∗ b)で与えられる．このときラッ
ク 3コサイクル条件において p = a ∗ a, q = r = a, s = bとすれば，両辺のウエイトが等

しいことが示される．(他の場合でも同様である．) 四面体変形でのウエイトの不変性は，

カンドルコサイクル不変量のときと全く同じ方法により示すことができる．分岐点周りの

「線」の描き換え変形（図 3.6左側上から 6段目），「線」の二重点曲線交わり変形（図 3.6

右側上から 5段目），「線」の三重点通過変形（図 3.6右側上から 6段目）に関しても直接

確かめられる．

次に，αの代表元の取り方に依らないことを示す．(D,L)に対して，図 3.6の線つきの

I型サドル変形，分岐点通過変形を用いることで分岐点が存在しない線つきダイアグラム

を得る．こうして得られた分岐点の無い線つきダイアグラムの「線」は空集合，もしくは
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図 3.15 下側カールをもつ分岐点の線つき分岐点通過変形

円周のみからなる．そこでもし「線」が空集合でないなら線つきの I型バブル，サドル変

形と分岐点通過変形を駆使して「線」も分岐点も無い線つきダイアグラムを得る．これを

(D′, ∅)とする．線つきのローズマン移動でウエイトが不変であることをすでに示したた
め，Φf (D

′, ∅;C)に対して αの代表元のとり方に依らないことを示せば良いが，このこと

はカンドルコサイクル不変量の場合と全く同じ方法により示すことができる．

定理 3.11より Φf (D,L;C)は枠つき曲面結び目の不変量であるから

Φα(F) =
∑

C∈ColX(D,L)

Φf (D,L;C)

と定め，これを枠つき曲面結び目のラックコサイクル不変量という．(ただし，ラック彩色

数が 0のときは 0と定義する．) 特にラック 3コサイクルが自明なものであるとき，ラッ

クコサイクル不変量の値はラック X 彩色数と一致する．即ち，ラックコサイクル不変量

はラック彩色数の改良版となっていることが分かる．

4 カンドルコサイクル不変量の n重化公式

4.1 一般のカンドルを用いたカンドルコサイクル不変量の n重化公式

この節では一般のカンドルを用いたカンドルコサイクル不変量の n 重化公式を示す．

そのために n重化公式で鍵となるラックを構成し（補題 4.1），そのラックのラック 3コ

サイクルを構成する（補題 4.2）．これらについての諸々の準備を経たのち，定理 4.4,4.5

を示す．

まず，多重化公式で重要な役割を果たすラックを構成しよう．X をカンドルとす

る．x ∈ X に対して，Sx : X → X を Sx(a) = a ∗ x と定義していた．X がカン
ドルであることから Sx はカンドル同型写像である．即ち Sx は全単射であり，かつ

Sx(a ∗ b) = Sx(a) ∗ Sx(b) が成立する．b = (b1, ..., bn) ∈ Xn と ℓ = 1, ..., n に対し，
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Rb,ℓ : X → X を

Rb,ℓ(a) = Sbℓ ◦ · · · ◦ Sb1(a) = (· · · (a ∗ b1) ∗ · · · ) ∗ bℓ

と定める．S· がカンドル同型写像であることから，Rb,ℓ もカンドル同型写像である．便

宜上 ℓ = 0のとき Rb,0 = idX と定め，特に ℓ = nのときは a ∗ b := Rb,n(a)とかくこと

にする．

Xn に次のように二項演算 ∗ : Xn ×Xn → Xn を定める．

a ∗ b = (a1 ∗ b, ..., an ∗ b) (a = (a1, ..., an),b = (b1, ..., bn) ∈ Xn)

補題 4.1. (Xn, ∗)はラックである．

証明. ラックの 2つの公理 (R1)，(R2)を確かめればよい．(R1)が成立することは，R·,n

が全単射であることから従う．(R2)が成立することは

(a ∗ b) ∗ c = (a ∗ c) ∗ (b ∗ c)

を示せばよい．R·,n がカンドル準同型であることから，

(a ∗ c) ∗ (b ∗ c)
= (· · · ((a ∗ c) ∗ (b1 ∗ c)) ∗ · · · ) ∗ (bn ∗ c)
= (· · · ((a ∗ b1) ∗ c) ∗ · · · ) ∗ (bn ∗ c)
= · · ·
= (a ∗ b) ∗ c

と変形できるので結論を得る．

以下，単に Xn とかいたときはこの補題 4.1 のラック演算が入っているものとする．

一般にラック X1, X2 が与えられたとき，X1 × X2 の二項演算を (x1, x2) ∗ (x′1, x
′
2) =

(x1 ∗x′1, x2 ∗x′2)で入れるとX1×X2 にもラックの構造が入るが，このラックの構造を入

れているときは「×」を省略せずに書くことにする．つまり，例えば Xn とX × · · · ×X

には別のラック構造が入っているとして区別する．

次に X のカンドル 3コサイクルから Xn のラック 3コサイクルを構成しよう．f を X

のカンドル 3コサイクルとする．a = (a1, ..., an),b = (b1, ..., bn), c = (c1, ..., cn) ∈ Xn

とする．i, j, k = 1, ..., nに対して，

τijk = (Rc,k−1 ◦Rb,j−1(ai), Rc,k−1(bj), ck) ∈ X3
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とおく．f̃ : (Xn)3 → Aを

f̃(a,b, c) =
n∑

i,j,k=1

f(τijk)

とおく（図 4.1参照）．このとき次が成り立つ．

図 4.1 f̃ の定義

補題 4.2. 任意の a,b, c,d ∈ Xnに対して，df̃(a,b, c,d) =
∑n
i,j,k,ℓ=1 df(Rd,ℓ−1(τijk), dℓ)

が成り立つ．即ち f̃ はラック 3コサイクルである．

証明. まず示したい等式の右辺を変形すると，

n∑
i,j,k,ℓ=1

df(Rd,ℓ−1(τijk), dℓ)

=
n∑

i,j,k,ℓ=1

df(Rd,ℓ−1 ◦Rc,k−1 ◦Rb,j−1(ai), Rd,ℓ−1 ◦Rc,k−1(bj), Rd,ℓ−1(ck), dℓ)

=
n∑

i,j,k,ℓ=1

{f(Rd,ℓ−1 ◦Rc,k−1 ◦Rb,j−1(ai), Rd,ℓ−1(ck), dℓ)

− f(Rd,ℓ−1 ◦Rc,k−1 ◦Rb,j−1(ai) ∗Rd,ℓ−1 ◦Rc,k−1(bj), Rd,ℓ−1(ck), dℓ)

− f(Rd,ℓ−1 ◦Rc,k−1 ◦Rb,j−1(ai), Rd,ℓ−1 ◦Rc,k−1(bj), dℓ)

+ f(Rd,ℓ−1 ◦Rc,k−1 ◦Rb,j−1(ai) ∗Rd,ℓ−1(ck), Rd,ℓ−1 ◦Rc,k−1(bj) ∗Rd,ℓ−1(ck), dℓ)

+ f(Rd,ℓ−1 ◦Rc,k−1 ◦Rb,j−1(ai), Rd,ℓ−1 ◦Rc,k−1(bj), Rd,ℓ−1(ck))

− f(Rd,ℓ−1 ◦Rc,k−1 ◦Rb,j−1(ai) ∗ dℓ, Rd,ℓ−1 ◦Rc,k−1(bj) ∗ dℓ, Rd,ℓ−1(ck) ∗ dℓ)}
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=

n∑
i,j,k,ℓ=1

{f(Rd,ℓ−1 ◦Rc,k−1 ◦Rb,j−1(ai), Rd,ℓ−1(ck), dℓ)

− f(Rd,ℓ−1 ◦Rc,k−1 ◦Rb,j(ai), Rd,ℓ−1(ck), dℓ)

− f(Rd,ℓ−1 ◦Rc,k−1 ◦Rb,j−1(ai), Rd,ℓ−1 ◦Rc,k−1(bj), dℓ)

+ f(Rd,ℓ−1 ◦Rc,k ◦Rb,j−1(ai), Rd,ℓ−1 ◦Rc,k(bj), dℓ)

+ f(Rd,ℓ−1 ◦Rc,k−1 ◦Rb,j−1(ai), Rd,ℓ−1 ◦Rc,k−1(bj), Rd,ℓ−1(ck))

− f(Rd,ℓ ◦Rc,k−1 ◦Rb,j−1(ai), Rd,ℓ ◦Rc,k−1(bj), Rd,ℓ(ck))}

=

n∑
i,k,ℓ=1

 n∑
j=1

−
n+1∑
j=2

 f(Rd,ℓ−1(Rc,k−1(Rb,j−1(ai))), Rd,ℓ−1(ck), dℓ)

+
n∑

i,j,ℓ=1

(
−

n∑
k=1

+
n+1∑
k=2

)
f(Rd,ℓ−1(Rc,k−1(Rb,j−1(ai))), Rd,ℓ−1(Rc,k−1(bj)), dℓ)

+
n∑

i,j,k=1

(
n∑
ℓ=1

−
n+1∑
ℓ=2

)
f(Rd,ℓ−1(Rc,k−1(Rb,j−1(ai))), Rd,ℓ−1(Rc,k−1(bj)), Rd,ℓ−1(ck))

=

n∑
i,j,k=1

{f(Rd,k−1 ◦Rc,j−1(ai), Rd,k−1(cj), dk)

− f(Rd,k−1 ◦Rc,j−1(ai ∗ b), Rd,k−1(cj), dk)

− f(Rd,k−1 ◦Rb,j−1(ai), Rd,k−1(bj), dk)

+ f(Rd,k−1(Rb,j−1(ai) ∗ c), Rd,k−1(bj) ∗ c, dk)
+ f(Rc,k−1 ◦Rb,j−1(ai), Rc,k−1(bj), ck)

− f(Rc,k−1 ◦Rb,j−1(ai) ∗ d, Rc,k−1(bj) ∗ d, ck ∗ d)}

となる．一方，示したい等式の左辺は，

df̃(a,b, c,d)

= f̃(a, c,d)− f̃(a ∗ b, c,d)− f̃(a,b,d)

+ f̃(a ∗ c,b ∗ c,d) + f̃(a,b, c)− f̃(a ∗ d,b ∗ d, c ∗ d)

=
n∑

i,j,k=1

{f(Rd,k−1 ◦Rc,j−1(ai), Rd,k−1(cj), dk)

− f(Rd,k−1 ◦Rc,j−1(ai ∗ b), Rd,k−1(cj), dk)

− f(Rd,k−1 ◦Rb,j−1(ai), Rd,k−1(bj), dk)

+ f(Rd,k−1 ◦Rb∗c,j−1(ai ∗ c), Rd,k−1(bj) ∗ c, dk)
+ f(Rc,k−1 ◦Rb,j−1(ai), Rc,k−1(bj), ck)

− f(Rc∗d,k−1 ◦Rb∗d,j−1(ai ∗ d), Rc∗d,k−1(bj ∗ d), ck ∗ d)}
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と変形できる．ここで Rb∗c,i(a ∗ c) = Rb,i(a) ∗ cであること（図 4.2参照）を用いると

示したい式の両辺が等しいことが分かる．

図 4.2

F = (F, s)を枠つき曲面絡み目とする．以下，D を黒板枠づけで表された線つきダイ

アグラムとする．nを正の整数とする．F (n) で F を枠 s方向に n重化して得られる有向

曲面絡み目とする．ただし F (n) には F と同じ向きをそれぞれに入れているとする．枠 s

の R3 への射影は D の向きを表す法線ベクトルと同じ向きであることに注意する．そこ

で F (n) のダイアグラムとして，D を向きを表す法線ベクトル方向に n 重化したものを

とる．これを D(n) と表すことにする．D′ を D から二重点と三重点の小さな開近傍を除

いた D の部分集合とする．D′ は有限枚のコンパクト曲面から成るが，その全体の集合を

S′(D′) とおく．S′(D′) の元のことをセミシートと呼ぶ．S′(D′) から S(D) := S(D, ∅)
へ自然な全射が存在する．また，D′ を n重化して得られる D(n) の部分集合を D′(n) と

おき，D′(n) を成すコンパクト曲面全体の集合を S′(D′(n)) とする．同様に自然な全射

S′(D′(n)) → S(D(n))が存在する．

以下では，x ∈ S′(D′)に対して xを n重化して得られる S′(D′(n))の元を x1, ..., xn と

表すことにする．ただし n枚のセミシートの番号の付け方は，向きを表す法線ベクトルに

沿って順番に番号をつける (図 4.3参照)．また，厳密にはシートに対して定義されている

「性質」（例えば，向きや彩色など）があるとき，その「性質」をそのままセミシートに「移

植」することでセミシートにもその「性質」が定義されているとする．つまり x ∈ S′(D′)

の「性質」を，x ⊂ yなる y ∈ S(D)の「性質」として定義することで S′(D′)の元にも定

義されているとする．
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図 4.3 シートの n重化

ρ : ColXn(D) = ColXn(D, ∅) → ColX(D(n))を次のように定める．C ∈ ColXn(D)と

する．まず xi ∈ S′(D′(n))に対して，

ρ(C)(xi) = ai

と定める．ここで，C(x) = (a1, ..., an)とおいた．彩色条件により，ρ(C)は D(n) の X

彩色として矛盾なく一意的に拡張される．このとき次が成立する．

補題 4.3. ρは全単射である．

証明. ρ の逆写像を与えればよい．η : ColX(D(n)) → ColXn(D) を次のように定める．

C(n) ∈ ColX(D(n)) とする．写像 S′(D′) ∋ x 7→ (C(n)(x1), ..., C
(n)(xn)) ∈ Xn が引き

起こす写像 S(D) → Xn を η(C(n))と定義する．定義から ρ, η は互いに逆写像であるこ

とが分かる．

以上の準備のもとで次が成り立つ．

定理 4.4. F = (F, s)を枠つき曲面絡み目とし，F (n) を枠 sに沿って n重化して得られ

る曲面絡み目とする．X を有限カンドルとする．f を X のカンドル 3 コサイクルとし，

f̃ を補題 4.2で示した Xn のラック 3コサイクルとする．このとき

Φf (F (n)) = Φf̃ (F)

である．

証明. 補題 4.3 により，ColXn(D) と ColX(D(n)) の間に 1 : 1 対応がつく．そこで

C ∈ ColXn(D)に対応する ColX(D(n))の元を C(n) とかくことにする．

Φf (D
(n);C(n)) = Φf̃ (D, ∅;C)

を示せばよい．Dは黒板枠づけによる線つきダイアグラムだから，ラックコサイクル不変

量のウエイトを乗せる点は D の三重点のみである．D の三重点を n重化すると D(n) に
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は n3 個の三重点が現れる．f̃ の定義より，f を用いた D(n) の n3 個の三重点に乗せられ

たウエイトの積は，f̃ を用いた D の三重点に乗せられたウエイトと等しい．従って結論

を得る．

特に F = (F, s)が枠つき曲面結び目であるときを考えよう．F の連結性を用いること

で，Xn 彩色の集合 ColXn(F)はXn の連結ラックへの分解に対応するように非交叉和に

分解できる．そこで Xn の連結ラックへの分解に関することを述べよう．X を位数 k の

有限カンドルとする．Xn (n = 1, 2, ...)に繰り返し軌道分解を施して連結ラックに分解し

たとき，その分解に現れる連結ラックは有限種類しか存在しない．このことは次のように

して分かる．

まず，記号の準備をしよう．有限文字集合 A = {x1, ..., xk} に対し，SG(A) で A に

よって生成される半群とする．ℓ ≦ k に対して，Wn(x1, ..., xℓ)を次の条件を満たすよう

な長さ nの SG(A)の元からなる集合とする．

（条件）a = a1 · · · an ∈ SG(A)に対し，左から i番目の文字が 1から i− 1番目

の文字のどれかと等しいときその i番目の文字を取り除き，そうでないときはその

ままにする，といった操作を文字が減らせなくなるまで行う．こうして得られた文

字が x1 · · ·xℓ となる．

また，a = a1 · · · an ∈Wn(x1, ..., xℓ)に対し，X
n の部分ラック Pa を

Pa = {(a1, ..., an) ∈ Xn|x1, ..., xℓ ∈ X, s ̸= t⇒ xs ̸= xt}

とおく．このとき

Xn =
k⊔
ℓ=1

⊔
a∈Wn(x1,...,xℓ)

Pa

であり，Xn の連結ラックへの分解はこの分解よりも細かいことに注意する．すなわち，

各 a ∈Wn(x1, ..., xℓ)に対して，Pa を連結ラックに分解することを考えればよい．

Eℓ = {(x1, ..., xℓ)|x1, ..., xℓ ∈ X, s ̸= t ⇒ xs ̸= xt} とする．Eℓ にラック演算
S(x1,...,xℓ) を X の内部自己同型群 Inn(X) の元で与えたものを考える．Inn(X) は有

限群故，こうして得られたラックは高々有限個である．さて，Pa (a = a1 · · · an ∈
Wn(x1, ..., xℓ)) と Eℓ には a と (x1, ..., xℓ) という対応による全単射が存在する．X

n に

入れたラック演算の定義より Inn(Xn) ⊂ Inn(X)であるから，この全単射は Pa と Eℓ に

Inn(X)の元でラック演算を定めたもののどれかとの同型写像を与える．従って，Xn の

連結ラックへの分解は，各 ℓ = 1, ..., kに対して Eℓ に Inn(X)の元でラック演算を定めた

ものそれぞれに関して連結ラックに分解して得られる連結ラックで表せる．しかも，その
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連結ラックたちは nに依らない有限個である．つまり有限カンドル X に対して，X のみ

から定まる有限種類の連結ラック Y1, ..., Ym が存在して，

Xn = cn,1Y1 ⊔ · · · ⊔ cn,mYm

とかけることを意味する．以上まとめると次が成り立つ．

定理 4.5. F = (F, s)を枠つき曲面結び目とし，F (n) を枠 sに沿って n重化して得られ

る曲面絡み目とする．このとき

(1)

colX(F (n)) = cn,1 · colY1(F) + · · · cn,m · colYm(F)

(2)

Φf (F (n)) =

cn,1∑
in,1=1

Φf̃in,1
(F) + · · ·+

cn,m∑
in,m=1

Φf̃in,m
(F)

である．ここで f̃in,k
は，Xn の連結ラックへの分解に現れる cn,k 個の Yk と同型なラッ

クに番号を定めたときの，f̃ の in,k 番目の Yk への制限としている．

4.2 X = Rp の場合

この節の目標は Rp に対して彩色数の多重化公式と，カンドルコサイクル不変量の奇数

重化公式（定理 4.6）を示すことである．これを示すためにまず Rnp の連結ラックへの分

解を与える（命題 4.7）．その後カンドルコサイクル不変量の奇数重化公式で用いる準備と

して，n重化して得られる曲面絡み目のダイアグラムの Rp 彩色に関すること（命題 4.9）

について述べ，奇数重化の場合のラックコサイクル不変量特有の性質（命題 4.12）につい

て述べる．これらの準備のもとで，最後に定理 4.6の証明を与える．

この節での目標は次の定理を証明することである．

定理 4.6. F = (F, s)を枠つき曲面結び目とし，φを望月 3コサイクルとする．

(1) nが奇数のとき，

colRp(F (n)) =

{
pn−1colRp(F ) (枠 sが H1(F ;Z)の中で 2で割り切れるとき)
colRp(F ) (枠 sが H1(F ;Z)の中で 2で割り切れないとき)

である．
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nが偶数のとき，

colRp(F (n)) =

{
pn (枠 sが H1(F ;Z)の中で pで割り切れるとき)
pn−1 (枠 sが H1(F ;Z)の中で pで割り切れないとき)

である．

(2) nが奇数であるとき，

Φφ(F (n)) =

{
pn−1Φφ(F )|v 7→vn (枠 sが H1(F ;Z)の中で 2で割り切れるとき)
Φφ(F )|v 7→vn (枠 sが H1(F ;Z)の中で 2で割り切れないとき)

である．

ただし Z/pZと同型な乗法群を ⟨v | vp = 1⟩とおいた．

H3
Q(Rp;Z/pZ) ∼= Z/pZであり，望月 3コサイクル φがその生成元となっていること

に注意する（[12]）．

この定理を証明するためにいくつか準備を行う．

まず，Rnp を連結ラックに分解すると次のようになる．

命題 4.7. nを正の整数とする．Rnp を連結ラックへ分解すると，

Rnp
∼=
{
Rp ⊔ (p

n−1−1
2 Rp × C2) (nが奇数であるとき)

pn−1T1 ⊔ ((pn−1 − pn−2)Cp) (nが偶数であるとき)

となる．ここで，T1 は位数 1の自明カンドル，Cp は位数 pの巡回ラックとしている．

以下，C2 の 2つの元を +,−と考え，Rp × C2 の元を aε (a ∈ Rp, ε = ±)と表すこと

にする．

命題 4.7の証明. n を奇数とする．V を
∑n
i=1(−1)i−1mi = 0 を満たすような m =

(m1, ...,mn) ∈ (Z/pZ)n 全体の集合とする．V 内の二項関係m ∼ m′ を，m = −m′ で

定義する．また，Am = {(a + εm1, ..., a + εmn) ∈ (Z/pZ)n|a ∈ Rp, ε = ±1} とおく．
このとき

Rnp =
⊔

m∈V/∼

Am

が成り立つ．実際，次のようにして分かる．a = (a1, ..., an) ∈ Rnp に対して，a =∑n
i=1(−1)i−1ai ,mj = aj − a (j = 1, ..., n)とおくと，

∑n
i=1(−1)i−1mi = 0が成り立

つこと（即ち (m1, ...,mn) ∈ V であること）が分かり，a = (a+m1, ..., a+mn) ∈ Am

である．なお，逆は明らかである．さて (0, ..., 0) ̸= m ∈ V に対して Rp × C2
∼= Am
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を示そう．写像 f : Rp × C2 → Am を，f(aε) = (a + εm1, ..., a + εmn) で定義する．

この f が Rp × C2 と Am の間の同型写像を与えている．一方，A(0,...,0)
∼= Rp である．

Rp, Rp × C2 は連結ラックであるから，nが奇数の場合の結論を得る．

nを偶数とする．

Rnp =

{
a ∈ Rnp

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

(−1)i−1ai ̸= 0

}
⊔

{
a ∈ Rnp

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

(−1)i−1ai = 0

}

である．Rnp のラック演算 ∗の定義から，
{
a ∈ Rnp |

∑n
i=1(−1)i−1ai = 0

} ∼= pn−1 · T1 で
ある．V ′ を

∑n
i=2(−1)imi ̸= 0を満たす (m2, ...,mn) ∈ (Z/pZ)n−1 全体の集合とする．

m ∈ V ′ に対して，Bm = {(a, a+m2, ..., a+mn) ∈ (Z/pZ)n|a ∈ Rp}とおく．このとき

⊔
m∈V ′

Bm =

{
a ∈ Rnp

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

(−1)i−1ai ̸= 0

}

であることが確かめられる．さて m ∈ V ′ に対して，Cp ∼= Bm を示そう．任意の

(a, a +m2, ..., a +mn) ∈ Bm に対して，2
∑n
i=1(−1)i(a +mi) = 2

∑n
i=2(−1)imi ̸= 0

である．そこで，2
∑n
i=2(−1)imi = j (j = 1, ..., p− 1)とおく．このとき Bm 内のラッ

ク演算は

a ∗ b = (a+ j, a+m2 + j, ..., a+mn + j)

で与えられる．g : Cp → Bm を g(ℓ) = (jℓ, jℓ+m2, ..., jℓ+mn)で定義すると，pが奇

素数であることから g は同型写像であることが確かめられる．Cp は連結ラックであるか

ら，nが偶数である場合の結論を得る．

注意 4.8. 補題 4.7において，nが奇数のときは，奇素数位数の二面体カンドルでなくて

も一般の位数でも同じ結果を得ることができる．

以下 nを正の奇数とする．D を枠つき曲面結び目 F の線つきダイアグラムの黒板枠づ
けによる表示とする．D(n) を向きを表す法線ベクトル方向に D を n 重化して得られる

F (n) のダイアグラムとする．

m ∈ V \ {(0, ..., 0)}に対して，D(n) の Am 彩色について考えよう．ここで「D
(n) の

Am彩色」は，便宜上Dの Am彩色に対応するD(n)のRp彩色という意味で用いている．

平行する n枚の隣接する 2枚のシートに着目する．その 2枚のシートに II型バブル変形

を施す．その後必要に応じて II型サドル変形，III型変形や四面体変形を施し，生成した

バブルを広げていく．（III型変形はシートの一部が二重点曲線を通過させることを，四面

体変形はシートが三重点を通過させることを保証していることに注意する．）再び II型バ
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図 4.4 生成したバブルを広げていく様子

ブル変形を施すことにより，その 2枚のシートの順序を完全に入れ替える（図 4.4参照）．

この一連の操作により，元々 Am 彩色されていたD(n) の彩色は，別の V \ {(0, ..., 0)}の
元に対応する A• 彩色に変化する．彩色の変化は，始めの II型バブル変形の後のシートの

上下の情報の入り方に応じて次の 2通りある．i = 1, ..., n− 1に対して，

σi(m1, ...,mn) = (m1, ...,
i

mi+1,
i+1

2mi+1 −mi, ...,mn)

σ−1
i (m1, ...,mn) = (m1, ...,

i
2mi −mi+1,

i+1
mi , ...,mn)

の 2通りである（図 4.5参照）．これを n組みひも群 Bn の V への作用と思い，この作用

による V の軌道分解を考える．n = 2k + 1 (k ≧ 1)とし，j = 0, 1, ..., p− 1に対して，

V
(2k+1)
j =

{
(m1, ...,m2k+1) ∈ (Z/pZ)2k+1

∣∣∣∣∣
2k+1∑
ℓ=1

(−1)ℓ−1 = j

}

とおく．V
(2k+1)
j にも B2k+1 の作用が上手く定まることに注意する．

図 4.5 彩色の変化

このとき次が成り立つ．

命題 4.9. j = 0, 1 のとき，V
(2k+1)
j \ {(j, ..., j)} の元は，互いに (2k + 1) 組みひも群

B2k+1 の作用で移りあう．
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証明. k に関する数学的帰納法で示す．

k = 1のとき，補題 4.10より従う．

k のとき主張が成立するとする．帰納法の仮定より

• m1 −m2 + · · ·+m2k+1 = 0

(m1, ...,m2k+1)
A7→
{

(0, ..., 0) (m = (0, ..., 0))
(1, 1, 0, ..., 0) (m ̸= (0, ..., 0))

• m1 −m2 + · · ·+m2k+1 = 1

(m1, ...,m2k+1)
B7→
{

(1, ..., 1) (m = (1, ..., 1))
(1, 0, ..., 0) (m ̸= (1, ..., 1))

と変形できる．(m1, ...,m2k+3) ∈ V
(2k+3)
j を 2k+3本のひもとみたとき，右側 2k+1本

を束ねて太いひもとみなすことを考える．具体的には

(m1,m2,m3, ...,m2k+3) 7→ (m1,m2, τ2k+1(m3, ...,m2k+3))

とすることで合計 3 本のひもとみなす．ここで τ2k+1 : (Z/pZ)2k+1 → Z/pZ を
τ2k+1(b1, ..., b2k+1) =

∑2k+1
ℓ=1 (−1)ℓ−1bℓ と定義している．τ2k+1 は組みひも群の作用

に関して “整合的”である．つまり，

σ1 · (idZ/pZ × τ2k+1) = (τ2k+1 × idZ/pZ) · (σ2k · · ·σ1)

が成り立つ．

まず，j = 0のときを考える．V
(2k+3)
0 \ {(0, ..., 0)}の元が (1, 1, 0, ..., 0)に移ることを

示す．(m1,m2, τ2k+1(m3, ...,m2k+3))に対して，k = 1としたときの Aを適用すると図
4.6 のいずれかに移りあう．V

(2k+3)
0 \ {(0, ..., 0)}の元は (0, ..., 0)と移りあうことはない

ため，(0, ..., 0)となる場合は除くことにする．また，束ねたひもの成分は太字で表すこと

にする．

図 4.6 j = 0のとき起こり得る場合
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Case 1
(0, 0,0)

A7→ (0, 0, 1, 1, 0, ..., 0)
σ2σ1σ3σ27→ (1, 1, 0, ..., 0)

となる．

Case 2

(1, 1,0)
A7→
{

(1, 1, 0, ..., 0)
(1, 1, 1, 1, 0, ..., 0)

となる．下の場合を考察する．k = 1のとき，補題 4.11より (1,1,0,0,0)に移せる．

k ≧ 2のとき，(1, 1, 1, 1, 0, ..., 0)の始め 2k + 1個の成分に対して，Aを適用する
と (1, 1, 0, ..., 0)となる．

Case 3

(1,1, 0)
B7→
{

(1, 1, 1, ..., 1, 0)
(1, 1, 0, ..., 0, 0)

となる．上の場合を考察する．(1, 1, 1, ..., 1, 0)の後ろ 2k + 1成分に対して Aを適
用すると (1, 1, 1, 1, 0, ..., 0) となる．よって Case 2 と同様にして (1, 1, 0, ..., 0) に

移すことができる．

Case 4

(1, 1, 0)
B7→
{

(1, 1, 1, ..., 1, 0)
(1, 0, ..., 0, 1, 0)

となる．上の場合は Case 3と同様にして (1, 1, 0, ..., 0)に移すことができる．下の

場合は

(1, 0, ..., 0, 1, 0)
σ−1
2 ···σ−1

2k+17→ (1, 1, 0, ..., 0)

と変形できる．

以上より V
(2k+3)
0 \ {(0, ..., 0)}の任意の元が (1, 1, 0, ..., 0)に移ることが示せた．

j = 1 のときを考える．V
(2k+3)
1 \ {(1, ..., 1)} の元が (1, 0, ..., 0) に移ることを示す．

(m1,m2, τ2k+1(m3, ...,m2k+3)) に対して，k = 1 としたときの B を適用すると図 4.7

のいずれかに移りあう．V
(2k+3)
1 \ {(1, ..., 1)} の元は (1, ..., 1) と移りあうことはないた

め，(1, ..., 1)となる場合は除くことにする．また，束ねたひもの成分は太字で表すことに

する．

Case 5
(1, 1,1)

B7→ (1, 1, 1, 0, ..., 0)

となる．k = 1のときは，補題 4.11より (1,0,0,0,0)に移せる．k ≧ 2のときは，前

の 2k + 1個の成分に関して B を適用すれば (1, 0, ..., 0)に移せる．
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図 4.7 j = 1のとき起こり得る場合

Case 6

(1, 0,0)
A7→
{

(1, 0, ..., 0)

(1, 0, 1, 1, 0, ..., 0)
σ3σ27→ (1, 1, 1, 0, ..., 0)

となる．よって Case 5と同様の操作により，下の場合も (1, 0, ..., 0)に移せる．

Case 7

(1,0, 0)
A7→
{

(1, 0, ..., 0)
(1, 1, 1, 0, ..., 0)

下の場合は Case 5と同様の操作により (1, 0, ..., 0)に移せる．

Case 8

(1, 0, 0)
B7→
{

(1, ..., 1, 0, 0)
(1, 0, ..., 0)

となる．上の場合を考察する．(1, ..., 1, 0, 0)の後ろ 2k + 1個の成分に対して B を
適用すると，(1, 1, 1, 0, ..., 0)となる．よって Case 5と同様の操作により，上の場

合も (1, 0, ..., 0)に移せる．

以上より V
(2k+3)
1 \ {(1, ..., 1)}の任意の元が (1, 0, ..., 0)に移ることが示せた．

補題 4.10. j = 0, 1, ..., p− 1のとき，V
(3)
j \ {(j, j, j)}の元は，互いに B3 の作用で移り

あう．

証明. V
(3)
j \ {(j, j, j)} の元が B3 の作用で移りあうことを示す．V

(3)
j \ {(j, j, j)} の元

(m1,m2,m3)は，m1,m3 の値が定まれば m2 が自動的に定まるので (m1,m3)と略記す

る．まず j = 0のときを考える．

(σ−1
2 )n(1, 0) = (1, n), σn

′

1 (1, r) = (1 + n′r, r) (n, n′ ∈ Z)

より j = 0の場合の結論を得る．次に j ̸= 0のときを考える．

(σ−1
2 )n(0, 0) = (0,−nj), σn

′

1 (0, r) = (n′(r − j), r) (n, n′ ∈ Z)

より j ̸= 0の場合の結論を得る．
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補題 4.11. (1) (1, 1, 1, 1, 0)は B5 の作用で (1, 1, 0, 0, 0)に移る．

(2) (1, 1, 1, 0, 0)は B5 の作用で (1, 0, 0, 0, 0)に移る．

証明. (1)を示す．

(1, 1, 1, 1, 0)
σ−1
2 σ−1

37→ (1, 1, 0, 1, 1) 7→ (1, 0,−2, 0, 1)

7→ (1, 0,−1, 0, 0)
σ−1
27→ (1, 1, 0, 0, 0)

と移せる．ここで 2番目の 7→は，真ん中の (1, 0, 1)が補題 4.10より (0,−2, 0)に移せる

ことを，3番目の 7→は，後ろの (−2, 0, 1)が補題 4.10より (−1, 0, 0)に移せることを用

いた．

(2)を示す．

(1, 1, 1, 0, 0)
σ−1
37→ (1, 1, 2, 1, 0) 7→ (2, 0, 0, 1, 0)

σ−1
37→ (2, 0,−1, 0, 0) 7→ (1, 0, 0, 0, 0)

と移せる．ここで 2 番目の 7→ は，始めの (1, 1, 2) が補題 4.10 より (2, 0, 0) に移せるこ

とを，4 番目の 7→ は，始めの (2, 0,−1) が補題 4.10 より (1, 0, 0) に移せることを用い

た．

命題 4.9 より，任意の m ∈ V = V
(n=2k+1)
0 に対して Am 彩色された D(n) は，

A(1,1,0,...,0) 彩色された D(n) へ変形できることが分かった．よって，Am 彩色のみ足し上

げた D(n) のカンドルコサイクル不変量を Φφ(D
(n);Am)と表すことにすると

Φφ(D
(n);Am) = Φφ(D

(n);A(1,1,0,...,0))

が成り立つことが分かる．従って Φφ(D
(n);Am) + Φφ(D

(n);A−m) = Φφ̃m(D)であるこ

とから，Φφ̃m(D) = Φφ̃(1,1,0,...,0)
(D)が成り立つ．ここで，補題 4.2に倣って望月 3コサ

イクル φに対して定義できる Rnp のラック 3コサイクルを φ̃とかくことにし，m ∈ V に

対して φ̃m = φ̃|A3
m
とおいた．

次に，φ̃m をラック 3コサイクルとして用いたラックコサイクル不変量が成り立つ性質

を示す．φ̃m を具体的に書き下すと

φ̃m(aε1 , bε2 , cε3)

=

n(a− b) + ε1

n∑
j=1

mj

 {α(bε2) + α(bε2 ∗ cε3)− 2α(cε3)}
/
p

+ nε2

n∑
i=1

Mi{(b+ ε2mi)
p + (2c− b− ε2mi)

p}
/
p

37



となる．ここで

α(xε) =
n∑
i=1

(−1)i−1(x+ εmi)
p, Mi = 2

i−2∑
ℓ=0

(−1)ℓmi−1−ℓ −mi

としている．このとき次が成り立つ．

命題 4.12. F を曲面結び目とし，s, s′ を F の 2 つの枠とする．このとき，もし枠の差

s′ − sが H1(F ;Z)の中で 2で割り切れるならば Φφ̃m(F, s) = Φφ̃m(F, s′)である．

証明. D を (F, s) の線つきダイアグラムの黒板枠づけによる表示とする．枠 s の 1 つの

成分のみ 2だけ増やした F の枠を s′ とし，この s, s′ に関して命題を示せばよい．(F, s′)

の線つきダイアグラムは，増やした成分に対応する同じ向きの 2 本の平行な「線」を追

加することで得られる．つまり追加した「線」を L とすると，(D,L) を (F, s′) の線つ

きダイアグラムとしてとることができる．従って Φφ̃m(D,L) = Φφ̃m(D)を示せばよい．

また，D の Rp × C2 彩色は (D,L) の Rp × C2 彩色へ自然に一意的に拡張でき，逆に

(D,L) の Rp × C2 彩色から D の Rp × C2 彩色を一意的に得ることができる．そこで

C ∈ ColRp×C2(D)に対応する ColRp×C2(D,L)の元を C ′ とかくことにする．これより，

Φφ̃m(D;C) = Φφ̃m(D,L;C ′)を示せばよいことになる．また，(D,L)に乗せるウエイト

の総和と D に乗せるウエイトの総和の差は，D の二重点曲線と Lの交点に乗せるウエイ

トの和である．従って D の二重点曲線と Lの交点に乗せるウエイトの和が 0であること

を示せばよい．

図 4.8

図 4.8 に乗るウエイトを考える．図 4.8 左のウエイトは，φ̃m(aε, bε′ , b−ε′) +
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φ̃m(aε, b−ε′ , bε′) = 0 であることが具体的な計算により得られる．図 4.8 右のウエイトは

φ̃m(a−ε, aε, bε′) + φ̃m(aε, a−ε, bε′)

= ε

 n∑
j=1

mj{−α(aε)− α(aε ∗ bε′) + α(a−ε) + α(a−ε ∗ bε′)}
/
p

+n
n∑
i=1

Mi{(a+ εmi)
p − (a− εmi)

p + (2b− a− εmi)
p − (2b− a+ εmi)

p}
/
p

]

となる．特にこの式は ε, ε′ に依らないので，この式を g(a, b) とおく．図 4.8 の「線」

の向きを 2 本とも逆にしたもののウエイトは，左右それぞれ −φ̃m(aε, bε′ , b−ε′) −
φ̃m(aε, b−ε′ , bε′),−φ̃m(a−ε, aε, bε′) − φ̃m(aε, a−ε, bε′) で与えられる，即ち 0,−g(a, b)
で与えられる．補題 4.13より，g(a, b) = df(a, b) = f(a)− f(a ∗ b)を満たす．ダイアグ
ラムの上下の情報により下のシートを切って表していることから，L自体は 2本の平行な

円周，もしくは何本かの弧で表されていることに注意する．L が 2 本の平行な円周であ

るとき，D の二重点曲線と Lの交点に乗せるウエイトの和は明らかに 0である．そこで

以下では Lが 2本の平行な円周でない場合を考える．平行な 2本の弧の端点のペアに図

4.9 のように重みを乗せる．このとき弧に沿って重みを足し上げたものは，D の二重点曲

線と L の交点に乗せるウエイトの和と等しい．しかし，弧の両端点のペアに乗る重み同

士でキャンセルするから，Dの二重点曲線と Lの交点に乗せるウエイトの和は 0である．

従って結論を得る．

図 4.9 重みの定義

補題 4.13. g は Rp のカンドル 2コバウンダリーである．
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証明.

f(a) =
n∑
j=1

mj

n∑
i=1

(nMi + (−1)i){(a+mi)
p − (a−mi)

p}/p

とおくと，右辺の分数は意味をもち well-definedである．実際
∑n
i=1(−1)i−1mi ≡ 0 mod

pを用いると

n∑
i=1

(nMi + (−1)i){(a+mi)
p − (a−mi)

p}

≡
n∑
i=1

(nMi + (−1)i)(a+mi − a+mi) mod p

= 2n

n∑
i=1

(
2

i−2∑
ℓ=0

(−1)ℓmi−1−ℓmi −m2
i

)
− 2

n∑
i=1

(−1)i−1mi

≡ −2n
n∑
i=1

m2
i +

∑
1≦j<i

(−1)i+jmjmi

 mod p

= −2n

(
n∑
i=1

(−1)i−1mi

)2

≡ 0 mod p

となることから右辺の分数は意味をもつ．一方，「a ≡ b mod pならば ap ≡ bp mod p2 で

ある」ことを用いることで well-defined 性も確かめられる．この f ∈ C1
Q(Rp;Z/pZ) を

用いると，

g(a, b) = df(a, b) = f(a)− f(a ∗ b)

であることが確かめられる．

以上の準備のもとで，定理 4.6の証明を行う．

定理 4.6の証明. (1)を示す．F の連結性と命題 4.7から，F の Rnp 彩色の集合は，

nが奇数であるとき，

ColRn
p
(F (n)) = ColRp(F ) ⊔

pn−1 − 1

2
· (ColRp(F )× ColC2(F))

nが偶数であるとき，

ColRn
p
(F (n)) = pn−1 · ColT1(F ) ⊔ (pn−1 − pn−2) · ColCp(F)
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と分解される．ここで ColRp×C2(F) = ColRp(F )× ColC2(F)とみなせることを用いた．

従って T1 彩色数がいつでも 1であることと命題 3.10から結論を得る．

(2)を示す．nを正の奇数とする．F = (F, s)を枠つき曲面結び目とする．まず枠 sが

H1(F ;Z) の中で 2 で割り切れないときを考える．F は Rp × C2 彩色可能でないから，

A(0,...,0)
∼= Rp 彩色された場合のみを考えればよい．m = (0, ..., 0)のとき，

φ̃(0,...,0)(aε1 , bε2 , cε3) = n · φ(a, b, c)

となることから結論を得る．

以下，枠 sがH1(F ;Z)の中で 2で割り切れるときを考える．定理 4.5をX = Rp の場

合に適用することで，

Φφ(F (n)) = Φφ(F )|v 7→vn +
1

2

∑
0̸=m∈V

Φφ̃m(F)

とかけることが分かる．命題 4.9 より任意の 0 ̸= m ∈ V に対して，Φφ̃m(F) =

Φφ̃(1,1,0,...,0)
(F) である．よって，

Φφ(F (n)) = Φφ(F )|v 7→vn +
pn−1 − 1

2
Φφ̃(1,1,0,...,0)

(F)

となる．以下，Φφ̃(1,1,0,...,0)
(F)について考える．

枠 sが H1(F ;Z)の中で 2で割り切れるから命題 4.12より，

Φφ̃(1,1,0,...,0)
(F) = Φφ̃(1,1,0,...,0)

(F0)

が成り立つ．ここで，F0 = (F, 0枠)としている．D を F の分岐点の無いダイアグラム

とし，(D,L)を先に導入した F0 の線つきダイアグラムとする．(D,L)の Rp × C2 彩色

を考えると，「線」の入れ方の定義から，D の二重点曲線の近傍を除いて符号が全体で一

致している．そこでラックコサイクル不変量の Rp × C2 彩色にわたって足し上げる際，

D の二重点曲線の近傍を除いて符号が正であるような Rp × C2 彩色にわたって足し上げ

たものを Φφ̃(1,1,0,...,0)
(D,L; +) と表す．同様に，D の二重点曲線の近傍を除いて符号が

負であるような Rp ×C2 彩色にわたって足し上げたものを Φφ̃(1,1,0,...,0)
(D,L;−)と表す．

このとき

Φφ̃(1,1,0,...,0)
(F0) = Φφ̃(1,1,0,...,0)

(D,L; +) + Φφ̃(1,1,0,...,0)
(D,L;−)

である．
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図 4.10 三重点の近傍

Φφ̃(1,1,0,...,0)
(D,L; +)について考える．(D,L)のウエイトを乗せる点は，「線」の入れ

方の定義により，D の三重点の近傍に集中している（図 4.10参照）．ψ を図 4.11 のよう

に定義する．具体的には

ψ(a, b, c) = φ̃(1,1,0,...,0)(a+, b−, c+)− φ̃(1,1,0,...,0)(a+, b−, b+)

+ φ̃(1,1,0,...,0)(a+, a−, b+)− φ̃(1,1,0,...,0)(a+, a−, c+)

と定義する．補題 4.14より

Φφ̃(1,1,0,...,0)
(D,L; +) = Φψ(D) = Φφ(D)|v 7→vn

となる．同様にして

Φφ̃(1,1,0,...,0)
(D,L;−) = Φφ(D)|v 7→vn

を示すことができる．

従って，まとめると，

Φφ(F (n)) = Φφ(F )|v 7→vn +
pn−1 − 1

2
· 2Φφ(F )|v 7→vn = pn−1Φφ(F )|v 7→vn

となる．

補題 4.14. ψ は Rp のカンドル 3コサイクルである．更に ψ は n · φとコホモロガスで
ある．
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図 4.11 ψ の定義

証明. まず ψ を書き下すと，

ψ(a, b, c) = φ̃(1,1,0,...,0)(a+, b−, c+)− φ̃(1,1,0,...,0)(a+, b−, b+)

+ φ̃(1,1,0,...,0)(a+, a−, b+)− φ̃(1,1,0,...,0)(a+, a−, c+)

= n(a− b){bp + (2c− b)p − 2cp}/p
+ 2n{(2c− b)p + (2b− a)p − (2c− a)p − bp}/p

= n · φ(a, b, c) + 2n{(2c− b)p + (2b− a)p − (2c− a)p − bp}/p

となる．h(a, b, c) = ψ(a, b, c) − n · φ(a, b, c)とおく．ψ が Rp のカンドル 3コサイクル

であることを示すためには，hがカンドル 3コサイクルであることを示せばよい．

dh(a, b, c, d)

= h(a, c, d)− h(a ∗ b, c, d)− h(a, b, d)

+ h(a ∗ c, b ∗ c, d) + h(a, b, c)− h(a ∗ d, b ∗ d, c ∗ d)

= 2n{(2d− c)p + (2c− a)p − (2d− a)p − cp

− (2d− c)p − (2c− 2b+ a)p + (2d− 2b+ a)p + cp

− (2d− b)p − (2b− a)p + (2d− a)p + bp

+ (2d− 2c+ b)p + (2c− 2b+ a)p − (2d− 2c+ a)p − (2c− b)p

+ (2c− b)p + (2b− a)p − (2c− a)p − bp

− (2d− 2c+ b)p − (2d− 2b+ a)p + (2d− 2c+ a)p + (2d− b)p}/p
= 0

よって，ψ は Rp のカンドル 3コサイクルである．
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図 4.12 (2, p)トーラス結び目ダイアグラム

ψ が n · φとコホモロガスであることを示す．hがヌルコホモロガスであることを示せ
ばよい．H3

Q(Rp;Z/pZ) ∼= Z/pZ であるから，Rp のカンドル 3 コサイクルは φ のスカ

ラー倍とコホモロガスである．そこで，1次元結び目のシャドーコサイクル不変量がコホ

モロジーの代表元の取り方に依らないことを用いて，φ と h の場合に具体的な結び目に

関して計算したものを比較することによりそのスカラーを求める．（シャドーコサイクル

不変量の定義については 5.1節を参照のこと．）図 4.12 のような Rp 彩色のされた (2, p)

トーラス結び目のダイアグラムに対して計算する．ただし，非有界領域の Rp 彩色を 0と

する．望月 3コサイクルを用いた場合のウエイトの値は −(b− a)2 である（[1]）．hの場

合のウエイトの値を計算する．δ = b− aとおく．

2n

p∑
i=1

{(2b+ 2(i− 1)δ − a− (i− 1)δ)p + (2a+ 2(i− 1)δ)p

− (2b+ 2(i− 1)δ)p − (a+ (i− 1)δ)p}/p

= 2n

p∑
i=1

{(a+ (i+ 1)δ)p + 2p(a+ (i− 1)δ)p − 2p(a+ iδ)p − (a+ (i− 1)δ)p}/p

= 2n

{(
p+1∑
i=2

−
p−1∑
i=0

)
(a+ iδ)p + 2p

(
p−1∑
i=0

−
p∑
i=1

)
(a+ iδ)p

}/
p

= 2n{(a+ (p+ 1)δ)p + (a+ pδ)p − ap − (a+ δ)p + 2pap − 2p(a+ pδ)p}/p
≡ 0 mod p
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となる．ここで最後の等式には「a ≡ b mod pならば ap ≡ bp mod p2 である」ことを用

いた．よって hはヌルコホモロガスであることが分かり，結論を得る．

4.3 X = Q4 の場合

この節では有限カンドルとして，四面体カンドル Q4 の場合について述べる．まず Q4

彩色数に関する定理 4.15 について述べる．Qn4 の連結ラックへの分解を与える（命題

4.17）ために，準備として内部自己同型群 Inn(Qn4 )に関すること（補題 4.16）を示す．最

後に定理 4.15の証明を与える．

この節では次の定理を証明することを目標とする．

定理 4.15. F = (F, s)を枠つき曲面結び目とする．このとき，次が成り立つ．

nが 3で割り切れないとき，

colQ4(F (n)) = colQ4(F ) +
4n−1 − 1

3
· colZ(F)

である．

nが 3で割り切れるとき，

colQ4(F (n)) =

{
4n−1 (sが H1(F ;Z)の中で 2で割り切れないとき)
4n (sが H1(F ;Z)の中で 2で割り切れるとき)

である．

この定理を証明するためにいくつか準備をする．

図 4.13 正四面体の頂点

x ̸= y なる x, y ∈ Q4 を固定すると，x, y, x ∗ y, y ∗ xは Q4 の互いに異なる 4つの元で

ある（図 4.13参照）．つまり，正四面体上の 2点を決めると他の 2点をその 2点を用いて
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表せることに注意する．Q4 の内部自己同型群 Inn(Q4)は 4次交代群 A4 と同型であるこ

とに注意する（図 4.14参照）．Qn4 の内部自己同型群について述べる．

図 4.14 非自明な 4次交代群の元を表す作用

補題 4.16.

Inn(Qn4 )
∼=
{
A4 (nが 3で割り切れないとき)
H (nが 3で割り切れるとき)

である．ここで H は 4次交代群の位数 4のアーベル部分群である．

証明. (x1, ..., xn) ∈ Qn4 に対して，S(x1,...,xn) = Sxn ◦ · · · ◦ Sx1 であることに注意する．

まず，任意の x, y, z ∈ Q4 に対して，(Sz ◦ Sy ◦ Sx)
2 = idQ4 を示す．

Q4
∼= Z[t, t−1]/(2, t2 + t + 1) であることに注意する．ただし右辺のカンドル演算

は x ∗ y = tx+ (1− t)y と定義する．このとき

Sz ◦ Sy ◦ Sx(a) = t3a+ t2(1− t)x+ t(1− t)y + (1− t)z = a+ tx+ y + (1 + t)z

であるから，(Sz ◦ Sy ◦ Sx)2 = idQ4 が分かる．

A4 の元の内，元の位数が 2 以下であるような元は H にしか存在しない．よって

(x1, ..., xn) ∈ Qn4 に対して，S(x1,...,xn) = Sxn ◦ · · · ◦ Sx1 であることに注意すると，3 | n
のとき Inn(Qn4 )

∼= H，3 ∤ nのとき Inn(Qn4 )
∼= A4 が分かる．

命題 4.17. nを正の整数とする．Qn4 を連結ラックへ分解すると，

Qn4
∼=

{
Q4 ⊔

(
4n−1−1

3 · Z
)

(nが 3で割り切れないとき)(
4n−1 · T1

)
⊔
(
6 · 4n−2 · C2

)
(nが 3で割り切れるとき)
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となる．ここで Z は {(x, y) ∈ Q2
4|x ̸= y} にラック演算を S(x,y) := Sx と定義した位数

12の連結ラックである．

証明. nが 3で割り切れないときを考える．4.1節で用いた記号を用いる．

Wn =Wn(x, y) ∪Wn(x, y, x ∗ y) ∪Wn(x, y, y ∗ x)
∪Wn(x, y, x ∗ y, y ∗ x) ∪Wn(x, y, y ∗ x, x ∗ y)

とおく．このとき，

Qn4 = {(x, ..., x) ∈ Qn4 |x ∈ Q4} ⊔
⊔

a∈Wn

Pa

であり，任意の a ∈Wn に対して Pa は位数 12のラックである．Q4 が自己双対連結ラッ

クであることに注意すると，S(x,...,x) = S±1
x であるから {(x, ..., x) ∈ Qn4 |x ∈ Q4} ∼= Q4

である．Pa について考える．補題 4.16より，Pa に入るラック演算 S(a1,...,an) は A4 \H
の元で与えられる．つまり，S(a1,...,an) = S±1

b なる b ∈ Q4 が存在する．よって Pa は，

{(x, y) ∈ Q2
4|x, y ∈ Q4, x ̸= y}にラック演算を図 4.14の上段 8つのどれかを入れたもの

と同型である．一般に自己双対なカンドル X の Xn も自己双対であるから，ラック演算

として Sx, Sy, Sx∗y, Sy∗x と定めた 4つの場合を考えればよいが，補題 4.18よりそれらは

全て同型である．Z = X1 は連結ラックであるから結論を得る．

n が 3 で割り切れるときを考える．H = {id, s, t, u} とおく．n = 3k とし，Sa =

id, s, t, u である a ∈ Q3k
4 の個数が等しいことを k に関する数学的帰納法で示す．k = 1

のときは直接確かめられる．k のとき成立すると仮定する．k + 1の場合の増えた 3つの

成分による作用も id, s, t, uのどれかであり，それらの個数は等しい．よって帰納法の仮

定と H の群演算を考えると結論を得る．従って特に Q3k
4 の作用の内

1
4 は idの作用であ

る．a ∈ Q3k
4 で Sa ̸= idであるものを考える．Sa ̸= idより a ̸= Sa(a) = a ∗ aである．

b = a∗aとおく．(a∗a)∗̄(a∗a) = (a∗̄a)∗a = aより a∗ (a∗a) = a∗a，即ち a∗b = b

である．また，b ∗ a = S2
a(a) = a，b ∗b = (a ∗ a) ∗ (a ∗ a) = b ∗ a = aである．従って

{a,b} ∼= C2 である．

補題 4.18. {(x, y) ∈ Q2
4|x, y ∈ Q4, x ̸= y}にラック演算 S(x,y) を，Sx, Sy, Sx∗y, Sy∗x と

定めたものをそれぞれ X1, X2, X12, X21 とおく．このとき，

X1
∼= X2

∼= X12
∼= X21

である．
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証明. X1
∼= X2, X1

∼= X21, X12
∼= X21 を示す．

f1 : X1 → X2 f1(x, y) = (y, x)

f2 : X1 → X21 f2(x, y) = (x ∗ y, y)

f3 : X12 → X21 f3(x, y) = (y, x)

と定義すると，それぞれラック同型写像であることが分かる．

以上の準備のもとで定理 4.15を証明する．

定理 4.15の証明. F の連結性と命題 4.17から，F の Qn4 彩色の集合は，

nが 3で割り切れないとき，

ColQ4(F (n)) = ColQ4(F ) ⊔
4n−1 − 1

3
· ColZ(F)

nが 3で割り切れるとき，

ColQ4(F (n)) = 4n−1 · ColT1(F) ⊔ (6 · 4n−2) · ColC2(F)

と分解できる．従って T1 彩色数がいつでも 1 であることと，命題 3.10 から結論を得

る．

5 1次元結び目の（シャドー）カンドルコサイクル不変量の

多重化公式

5.1 1次元結び目の（シャドー）カンドルコサイクル不変量の復習

この節では，1次元結び目のカンドルコサイクル不変量とシャドーカンドルコサイクル

不変量の復習を行う．

K を有向 1次元結び目とし，D ⊂ R2をそのダイアグラムとする．Dは有限個の弧から

なるが，その弧全体の集合を A(D)とかく．X をカンドルとする．写像 C : A(D) → X

が X 彩色であるとは，各交点の近傍で C(x1) ∗ C(x2) = C(x3) (x1, x2, x3 ∈ A(D)) が

成り立つこととする．ただし，交点の近傍では上の弧 x2 の向きに対して右側（左側）に

ある下の弧を x1（x3）としている (図 5.1左参照)．D の上下の情報を忘れることで得られ

る R2 への S1 のはめ込みの像を L とおく．R2 \ L は有限個の連結領域の非交叉和で表
されるが，領域の連結成分全体の集合を R(D)とおく．D のシャドー X 彩色とは，写像
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図 5.1 彩色条件

C : A(D)∪R(D) → X であって，制限写像 C|A(D)がDのX 彩色であり，隣接する領域

に対しては C(y1) ∗C(x) = C(y2) (y1, y2 ∈ R(D), x ∈ A(D))が成り立つもののことをい

う．ただし，弧 xの向きに対して右側（左側）の領域を y1（y2）としている（図 5.1参照）．

Dの弧全体に彩色が定められているとき，領域のどれかひとつの彩色を定めるとシャドー

X 彩色の条件によりシャドー X 彩色が唯一つ定まる．領域そのものや領域の彩色をダイ

アグラム上で表すときは四角で囲って表すことにする．ColX(D),Col∗X(D) でそれぞれ

D の X 彩色，シャドー X 彩色全体の集合とする．X 彩色，シャドー X 彩色の両方に

対して一般に次が成り立つ．各ライデマイスター移動の一方で (シャドー)X 彩色が定め

られているとき，他方にも一意的に (シャドー)X 彩色を定めることができることが確か

められる．更に，同値な 2 つの 1 次元結び目ダイアグラムが与えられたときそれぞれの

(シャドー)X 彩色全体の集合の間に自然な全単射が存在することが知られている．特に

X が有限カンドルの場合，ダイアグラムが許容しうる (シャドー)X 彩色の個数は 1次元

結び目の不変量となっており，(シャドー)X 彩色数という．それぞれ colX(K), col∗X(K)

で K の X 彩色数，シャドー X 彩色数を表すことにする．領域のどれかひとつの彩色を

定めることでX 彩色からシャドーX 彩色が定まることから，col∗X(K) = #X · colX(K)

という関係がある．ここで #X は X の元の個数を表している．

図 5.2 カンドルコサイクル不変量のウエイトの定義

Aをアーベル群とし，以下その演算を積でかくことにする．X を有限カンドルとする．
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まず，カンドルコサイクル不変量を定義しよう．β = [g] ∈ H2
Q(X;A)とする．D を有向

1次元結び目 K のダイアグラムとし，D 上の X 彩色 C を固定する．D の各交点 χにウ

エイトW (χ,C)を図 5.2 のように定義する．

Ψg(D;C) =
∏

χ:D の交点

W (χ,C)

と定めると，これはライデマイスター移動で不変であり，カンドル 2コサイクルの代表元

の取り方に依らないことが示される（[5]）．そこで，

Ψβ(K) =
∑

C∈ColX(D)

Ψg(D;C)

と定め，1次元結び目のカンドルコサイクル不変量という．

図 5.3 シャドーコサイクル不変量のウエイトの定義

次に，シャドーコサイクル不変量を定義しよう．α = [f ] ∈ H3
Q(X;A)とする．D を有

向 1次元結び目K のダイアグラムとし，D 上のシャドー X 彩色 C を固定する．D の各

交点 χにウエイトW (χ,C)を図 5.3 のように定義する．

Ψf (D;C) =
∏

χ:D の交点

W (χ,C)

と定めると，これはライデマイスター移動で不変であり，カンドル 3コサイクルの代表元

の取り方に依らないことが示される（[5]）．そこで，

Ψα(K) =
∑

C∈Col∗X(D)

Ψf (D;C)

と定め，1 次元結び目のシャドーカンドルコサイクル不変量という．非有界領域のシャ

ドー彩色が w ∈ X であるシャドー X 彩色に対してのみ Ψf (D;C) を足し上げたものを

Ψα(K;w)とかくことにする．特に，3コサイクルとして望月 3コサイクル φを用いると，

任意の w ∈ Rp に対して Ψφ(K;w)が wに依らない値であることが知られている ([17])．
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5.2 1次元枠つき結び目の（シャドー）ラックコサイクル不変量

この節では，1次元枠つき結び目のラックコサイクル不変量とシャドーラックコサイク

ル不変量を導入する．（この節の内容は 1次元枠つき絡み目でも同様に成り立つ．）

K を 1 次元の枠つき結び目とし，D を K のダイアグラムの黒板枠づけによる表示
とする．X をラックとする．ラック彩色，シャドーラック彩色をカンドルの場合と同

様に定義する．つまり，写像 C : A(D) → X が X 彩色であるとは，各交点の近傍で

C(x1) ∗ C(x2) = C(x3) (x1, x2, x3 ∈ A(D)) が成り立つこととする．ただし，交点の近

傍では上の弧 x2 の向きに対して右側（左側）にある下の弧を x1（x3）としている（図

5.1 左参照）．また，D のシャドー X 彩色とは，写像 C : A(D) ∪ R(D) → X であっ

て，制限写像 C|A(D) が D の X 彩色であり，隣接する領域に対しては C(y1) ∗ C(x) =
C(y2) (y1, y2 ∈ R(D), x ∈ A(D))が成り立つもののことをいう．ただし，弧 xの向きに

対して右側（左側）の領域を y1（y2）としている（図 5.1参照）．カンドルの場合と同様に

ColX(D),Col∗X(D)でそれぞれ D の X 彩色，シャドー X 彩色全体の集合とする．カン

ドルの場合と同様，ラック彩色，シャドーラック彩色の両方に対して一般に次が成り立

つ．各ライデマイスター移動の一方で (シャドー)ラック彩色が定められているとき，他

方にも一意的に (シャドー)ラック彩色を定めることができることが確かめられる．実際

RI 移動に関しては，図 5.4 のようになる．(他のライデマイスター移動はカンドルの場

合と全く同様に確かめられる．) 特に X が有限ラックの場合，ダイアグラムが許容しう

る (シャドー)X 彩色の個数は枠つき 1次元結び目の不変量となっており，(シャドー)X

彩色数という．そこで colX(D), col∗X(D)で，それぞれ KのX 彩色数，シャドーX 彩色

数を表すことにする．

図 5.4 RI 移動における彩色の変化
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X を有限ラック，Aをアーベル群とし，以下Aの演算は積でかくことにする．まず，1次

元枠つき結び目のラックコサイクル不変量を定義しよう（[15]参照）．β = [g] ∈ H2
R(X;A)

とする．D上のX 彩色 C を固定する．Dの各交点 χにウエイトW (χ,C)を，カンドル

コサイクル不変量と同様に図 5.2 のように定義する．

Ψg(D;C) =
∏

χ:D の交点

W (χ,C)

と定めると，カンドルの場合と同様に，ライデマイスター移動で不変であり，ラック 2コ

サイクルの代表元の取り方に依らないことを示すことができる．そこで，

Ψβ(K) =
∑

C∈ColX(D)

Ψg(D;C)

と定め，1次元枠つき結び目のラックコサイクル不変量という．(ただし，ラック彩色数が

0のときは 0と定義する．)

次に，1次元枠つき結び目のシャドーラックコサイクル不変量を定義しよう．α = [f ] ∈
H3
R(X,A)とする．D を枠つき結び目 K のダイアグラムとする．D の X 彩色 C をひと

つ固定する．D の各交点 χにウエイトW (χ,C)を，シャドーカンドルコサイクル不変量

と同様に図 5.3のように定義する．

Ψf (D;C) =
∏

χ:D の交点

W (χ,C)

と定めると，カンドルの場合と同様に，ライデマイスター移動で不変であり，ラック 3コ

サイクルの代表元の取り方に依らないことを示すことができる．そこで，

Ψα(K) =
∑

C∈Col∗X(D)

Ψf (D;C)

と定め，1 次元枠つき結び目のシャドーラックコサイクル不変量という．(ただし，シャ

ドーラック彩色数が 0のときは 0と定義する．) シャドーカンドルコサイクル不変量の場

合と同様に，非有界領域のシャドー彩色が w ∈ X であるシャドー X 彩色に対してのみ

Ψf (D;C)を足し上げたものを Ψf (K;w)とかくことにする．

5.3 1次元結び目のカンドルコサイクル不変量の多重化公式

まず，1次元結び目のカンドルコサイクル不変量の多重化公式について述べる．X をカ

ンドルとする．曲面結び目のカンドルコサイクル不変量の多重化公式では X から構成し
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たXn というラックが重要な役割を果たした．Xn は 1次元のカンドルコサイクル不変量

の多重化公式に対しても重要な役割を果たす．曲面結び目の場合に X のカンドル 3コサ

イクルから Xn のラック 3コサイクルを構成したが，ここでは X のカンドル 2コサイク

ルから Xn のラック 2コサイクルを構成しよう．

a = (a1, ..., an),b = (b1, ..., bn) に対して，χij = (Rb,j−1(ai), bj) とおく．[g] ∈
H2
Q(X;A)とする．（ただし Aはアーベル群とする．）このとき g̃ ∈ C2

R(X;A)を

g̃(a,b) =
n∑

i,j=1

g(χij)

と定義する（図 5.5参照）．このとき次が成り立つ．

図 5.5 g̃ の定義

補題 5.1. 任意の a,b, c ∈ Xn に対して，dg̃(a,b, c) =
∑n
i,j,k=1 dg(Rc,k−1 ◦

Rb,j−1(ai), Rc,k−1(bj), ck)が成り立つ．即ち，g̃ はラック 2コサイクルである．

証明. まず左辺を変形すると，

dg̃(a,b, c)

= g̃(a, c)− g̃(a ∗ b, c)− g̃(a,b) + g̃(a ∗ c,b ∗ c)

=
n∑

i,j=1

{g(Rc,j−1(ai), cj)− g(Rc,j−1(ai ∗ b), cj)

− g(Rb,j−1(ai), bj) + g(Rb∗c,j−1(ai ∗ c), bj ∗ c)}
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となる．次に右辺を変形すると，

n∑
i,j,k=1

dg(Rc,k−1 ◦Rb,j−1(ai), Rc,k−1(bj), ck)

=

n∑
i,j,k=1

{g(Rc,k−1 ◦Rb,j−1(ai), ck)− g(Rc,k−1 ◦Rb,j−1(ai) ∗Rc,k−1(bj), ck)

− g(Rc,k−1 ◦Rb,j−1(ai), Rc,k−1(bj)) + g(Rc,k−1 ◦Rb,j−1(ai) ∗ ck, Rc,k−1(bj) ∗ ck)}

=
n∑

i,j,k=1

{g(Rc,k−1 ◦Rb,j−1(ai), ck)− g(Rc,k−1 ◦Rb,j(ai), ck)

− g(Rc,k−1 ◦Rb,j−1(ai), Rc,k−1(bj)) + g(Rc,k ◦Rb,j−1(ai), Rc,k(bj))}

=

n∑
i,k=1

n−1∑
j=0

−
n∑
j=1

 g(Rc,k−1 ◦Rb,j(ai), ck)

−
n∑

i,j=1

(
n−1∑
k=0

−
n∑
k=1

)
g(Rc,k ◦Rb,j−1(ai), Rc,k(bj))

=
n∑

i,j=1

{g(Rc,j−1(ai), cj)− g(Rc,j−1(ai ∗ b), cj)

− g(Rb,j−1(ai), bj) + g(Rb,j−1(ai) ∗ c, bj ∗ c)}

となる．Rb∗c,j−1(ai ∗ c) = Rb,j−1(ai) ∗ cであること（図 4.2参照）を用いることで両

辺が等しいことが分かる．

Kを 1次元枠つき結び目とする．D を Kのダイアグラムの黒板枠づけによる表示とす
る．n を正の整数とする．K(n) で K の枠方向への n 重化して得られる有向絡み目とす

る．ただし K(n) には Kと同じ向きをそれぞれに入れているとする．向きを表す法線ベク
トル方向に D を n重化したものを D(n) とする．このとき D(n) は K(n) のダイアグラム

であることに注意する．D′ を D から交点の小さな開近傍を除いた D の部分集合とする．

D′ は有限個の弧から成るが，その全体の集合を A′(D′)とおく．A′(D′)の元のことを準

弧と呼ぶ．A′(D′)から A(D)へ自然な全射が存在する．また，D′ を n重化して得られる

D(n) の部分集合をD′(n) とおき，D′(n) を成す弧全体の集合を A′(D′(n))とする．同様に

自然な全射 A′(D′) → A′(D′(n))が存在する．以下では，x ∈ A′(D′)に対して xを n重

化して得られる A′(D′(n))の元を x1, ..., xn と表すことにする．ただし n本の準弧の番号

の付け方は，進行方向に対して右から順番に番号をつける（図 5.6参照）．

ρ : ColXn(D) → ColX(D(n)) を次のように定める．C ∈ ColXn(D) とする．まず
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図 5.6 n重化

xi ∈ A′(D′(n))に対して，
ρ(C)(xi) = ai

と定める．ここで，C(x) = (a1, ..., an)とおいた．彩色条件により，ρ(C)は D(n) の X

彩色として矛盾なく一意的に拡張される．このとき次が成立する．

補題 5.2. ρは全単射である．

証明. 曲面結び目の場合（補題 4.3）と全く同様に示すことができる．

以上の準備のもとで次が成り立つ．

定理 5.3. K を 1次元枠つき絡み目とし，K を枠方向に n重化して得られる 1次元絡み

目を K(n) とする．X を有限カンドルとする．g をX のカンドル 2コサイクルとし，g̃ を

補題 5.1で示した Xn のラック 2コサイクルとする．このとき，

Ψg(K(n)) = Ψg̃(K)

である．

証明. D を K のダイアグラムの黒板枠づけによる表示とする．D(n) を D を n重化して

得られる K(n) のダイアグラムとする．補題 5.2 より ColX(D(n)) と ColXn(D) の間に

1 : 1 対応が存在する．そこで C ∈ ColXn(D) の元に対応する ColX(D(n)) の元を C(n)

で表すことにする．このとき Ψg(D
(n), C(n)) = Ψg̃(D,C)を示せばよい．g̃ の定義より，

D の各二重点に乗せるウエイトは，対応する D(n) の n2 個の二重点に乗せる g を用いた

ウエイトを全て掛け合わせたものに等しい．従って結論を得る．

特に Kが 1次元枠つき結び目である場合を考えよう．Kの連結性から KのXn 彩色の

集合は Xn の連結ラックへの分解と対応する．4.1節で述べたように Xn の連結ラックへ

の分解は，（nに依らず X から定まる）ある有限種類のラック Y1, ..., Ym が存在して，

Xn ∼= cn,1Y1 ⊔ · · · ⊔ cn,mYm

とかける．従って次を得る．
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定理 5.4. K を 1次元枠つき結び目とし，K を枠に沿って n重化して得られる 1次元絡

み目を K(n) とする．このとき

(1)

colX(K(n)) = cn,1 · colY1(K) + · · ·+ cn,m · colYm(K)

(2)

Ψg(K(n)) =

cn,1∑
in,1=1

Ψg̃in,1
(K) + · · ·+

cn,m∑
in,m=1

Ψg̃in,m
(K)

である．ここで g̃in,k
は，Xn の連結ラックへの分解に現れる cn,k 個の Yk と同型なラッ

クに番号を定めたときの，g̃ の in,k 番目の Yk への制限としている．

5.4 1 次元結び目の Rp を用いたシャドーコサイクル不変量の奇数重化

公式

この節では奇素数 p位数の二面体カンドル Rp を用いたシャドーコサイクル不変量の奇

数重化公式を示す．

定理 5.5. nを pの倍数でない正の奇数とする．Kを 1次元枠つき結び目とし，枠に沿っ

て Kを n重化して得られる 1次元絡み目を K(n) とする．φを望月 3コサイクルとする．

k を nk ≡ 1 mod pなる整数とする．このとき，

Ψφ(K(n)) =

{
Ψφ(K) (枠が 2で割り切れないとき)

Ψφ(K) + pn−1
2 Ψφ̃(1,1,0,...,0)

(D)|v 7→vk (枠が 2で割り切れるとき)

である．ここで φ̃• は 4.2節と同様の記号を用いている．また，Z/pZと同型な乗法群を
⟨v | vp = 1⟩とおいた．

この定理を示すための準備をいくつか行う．D を K のダイアグラムの黒板枠づけによ
る表示とする．D(n) を D を n重化して得られる K(n) のダイアグラムとする．命題 4.7

より，

ColRn
p
(D) = (ColRp(D)× {(0, ..., 0)}) ⊔ (ColRp×C2(D)× ((V \ {(0, ..., 0)})/∼))

である．ここで V = {(m1, ...,mn) ∈ (Z/pZ)n|
∑n
i=1(−1)i−1mi = 0} であり，V 内の

同値関係 m ∼ m′ は m = −m′ と定義している．また，補題 5.2 から，ColRn
p
(D) と

ColRp(D
(n))の間に 1 : 1対応が存在することに注意する．そこで C ∈ ColRn

p
(D)に対応

する ColRp(D
(n))の元を C

(n)
m (m ∈ V )と表すことにする．
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図 5.7 交点の多重化

補題 4.2では，X のカンドル 3コサイクル f から f̃ を定義し，それが Xn のラック 3

コサイクルであることを示した．望月 3コサイクル φに対して定義できる Rnp のラック 3

コサイクルを，ここでもこれに倣って φ̃とかくことにする．4.2節と同様，m ∈ V に対

して，φ̃m = φ̃|A3
m
と略記することにする．このとき φ̃m(aε1 , bε2 , cε3)が図 5.7 の 1次元

結び目ダイアグラムにおけるシャドーコサイクル不変量の φ を用いたウエイトの総和と

等しいことに注意する．5.1節で述べたように，非有界領域が w ∈ Rp であるようなシャ

ドー Rp 彩色にのみ足し上げたシャドーカンドルコサイクル不変量は w の値に依らない．

同様のことが φ̃m の場合についても成り立つ．

命題 5.6. K を 1次元枠つき結び目とする．m ∈ V とし，wε ∈ Rp × C2 とする．この

とき，Ψφ̃m(K;wε)は wε ∈ Rp × C2 に依らない．

証明. D を K のダイアグラムの黒板枠づけによる表示とする．D(n) を D を n 重化し

て得られる K(n) のダイアグラムとする．φ̃m(aε1 , bε2 , cε3)が図 5.7 の 1次元結び目ダイ

アグラムにおけるシャドーコサイクル不変量の φ を用いたウエイトの総和と等しいこと

から，

Ψφ̃m(D,C;wε) =
n∏
i=1

Ψφ(D
(n), C(n)

m ;w + εmi)

=
(
Ψφ(D

(n), C(n)
m ; ∗)

)n
である．二番目の「=」で，非有界領域が w ∈ Rp であるようなシャドー Rp 彩色にのみ

足し上げたシャドーコサイクル不変量は w の値に依らないことを用いた．（値をとるアー
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ベル群 Z/pZの演算を積で表している．）最後の式は wε ∈ Rp × C2 に依らない値となっ

ている．

曲面結び目の場合に，Am 彩色された枠つき曲面結び目を n重化して得られる曲面絡み

目のダイアグラムは，ローズマン移動を施すことにより A(1,1,0,...,0) 彩色された同じダイ

アグラムに変形することができることを示した．（命題 4.9）同様のことを 1次元枠つき結

び目の場合に考える．D を 1次元枠つき結び目 Kのダイアグラムの黒板枠づけによる表
示とし，D(n) でDを n重化して得られる K(n) のダイアグラムとする．D(n) の平行な n

本のひもの隣接した 2本のひもに着目し，RII,RIII変形を施すことによりその 2本の順

序を完全に入れ替える．曲面結び目の場合と同様，この操作により Am 彩色された D(n)

は別の V の元による A• 彩色された D(n) に変形される．（図 4.5参照）命題 4.9より，1

次元枠つき結び目の場合にもライデマイスター移動を施すことで，Am 彩色された D(n)

は A(1,1,0,...,0) 彩色された D(n) にライデマイスター移動を施すことにより変形できる．

以上の準備のもとで定理 5.5を示す．

定理 5.5の証明. D を K のダイアグラムの黒板枠づけによる表示とする．D(n) を D を

n 重化して得られる K(n) のダイアグラムとする．非有界領域が w ∈ Rp であるような

シャドー Rp 彩色にのみ足し上げたシャドーコサイクル不変量は w の値に依らないので，

Ψφ(K(n); ∗) = Ψφ(D
(n); ∗)について考える．命題 5.6より，(

Ψφ(D
(n), C(n)

m ; ∗)
)n

= Ψφ̃m(D,C; ∗)

が成り立つ．nは pの倍数でないから，nk ≡ 1 mod pなる k が存在する．よって

Ψφ(D
(n), C(n)

m ; ∗) = (Ψφ̃m(D,C; ∗))k

となる．

枠が 2 で割り切れないときを考える．このとき D は C2 彩色可能でないから

ColRn
p
(D) = ColRp(D)である．つまり，m = (0, ..., 0)の場合のみである．

Ψφ(D
(n), C

(n)
(0,...,0); ∗) =

(
Ψφ̃(0,...,0)

(D,C; ∗)
)k

= Ψφ(D,C; ∗)

となる．ここで φ̃(0,...,0) = n · φであることと nk ≡ 1 mod pであることを用いた．従っ

て結論を得る．

枠が 2で割り切れるときを考える．

ColRn
p
(D) = (ColRp(D)× {(0, ..., 0)}) ⊔ (ColRp×C2(D)× ((V \ {(0, ..., 0)})/∼))
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であるが，m = (0, ..., 0)のときは枠が 2で割り切れない場合と同様である．(0, ..., 0) ̸=
m ∈ V とする．Am 彩色された D(n) は A(1,1,0,...,0) 彩色された D(n) にライデマイス

ター移動を施すことにより変形できるから，Ψφ̃m(D,C; ∗) = Ψφ̃(1,1,0,...,0)
(D,C; ∗) であ

る．よって

Ψφ(D
(n), C(n)

m ; ∗) = Ψφ(D
(n), C

(n)
(1,1,0,...,0); ∗)

である．故に

Ψφ(D
(n); ∗) = Ψφ(D; ∗) + 1

2

∑
(0,...,0)̸=m∈V

Ψφ̃m(D; ∗)|v 7→vk

= Ψφ(D; ∗) + pn − 1

2
Ψφ̃(1,1,0,...,0)

(D; ∗)|v 7→vk

となる．従って結論を得る．
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