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標数pの多重ゼータ値入門

名古屋大学大学院多元数理科学研究科 原田遼太郎

RYOTARO HARADA 
GRADUATE SCHOOL OF MATHEMATICS 

NAGOYA UNIVERSITY 

ABSTRACT. 本稿は同講究録中の Yen-TsungChen氏及び著者によ
る記事への導入も兼ねた標数pの多重ゼータ値への入門である．第

2節にて標数pの整数論における数，関数といった基本的な事項を確

認した後，第3節にて Riemannゼータ値の標数p類似を紹介し，そ
の代数的独立性を述べる．続く第4節ではさらに Carlitz加群やプレ
tモチーフの概念を用意し，第5節にて標数pの多重ゼータ値の間に
成り立つ線形独立性について， C.-Y.Chang氏の 2014年の結果を証
明する．また標数pにおける交代多重ゼータ値にも触れる．

1. 導入

本稿は 2019年 12月13日， 20日と 2020年 1月10日， 17日の 4回に
わたって著者により名古屋大学大学院多元数理科学研究科において行

われたレクチャー“標数pの整数論入門”に基づき，本講究録に収録され

ている標数pの多重ゼータ値に関する記事 [10],[16]への入門として作

成された

代数体と有限体上の一変数関数体の類似性に立脚して標数pの数論

が考えられている代数体と関数体の類似点は枚挙に暇がない．例え

ば，有理数体Qなどの代数体を完備化という構成によって局所コンパ
クトな位相体（局所体）に埋め込む事が整数論では重要であるが，全て

の局所コンパクト（可換）体はQまたは恥(0)を完備化して得られる体
の代数拡大であることが知られている ([27]Chapter 1 Theorems 5 and 
8). つまり，“大域体"は数体と有限体上の一変数関数体しか存在せず，実
際に [27]では代数体の類体論と関数体の類体論が平行して構築されて

いる．

凡(0)やその分離拡大体はIFPJ:: の代数曲線の関数体として現れるた
め，標数pの大域体を調べることは恥上の一次元（双有理）幾何学を考

えることと等しい．この考え方が代数体と有限体上の一変数関数体の

類似を通じて代数体に持ち込まれることにより，代数体を幾何学的にと
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らえることが可能になった．また，標数0における未解決間題の標数p
類似が解決している例 (e.g.定理3.26,定理5.21)が存在することも注

目に値する．
このレクチャーノートで扱う類似現象は特殊関数や特殊値に関する

ものであるまず2節において標数pの整数論において"数＇が何である
かを考える．つまり N,Z晨， Cおよび素数に対する標数p類似が導入
される1_3節で標数pにおける指数関数，対数関数，ゼータ関数といっ

た特殊関数を扱い， 4節では関数の特殊値を論じる．そのために Carlitz
加群という重要な概念も考察する最後に5節で標数pのゼータ値の多
重化を考える．すなわち標数pの多菫ゼータ値を定義し，代数的な独立

性をプレtモチーフの概念とともに紹介するまた最後に [16]で扱われ
る多璽ゼータ値の一般化である交代多璽ゼータ値の標数p類似につい
ても触れる．

p 

q 

1Fq 

2. 標数pの整数論における数

記号

：固定された素数，

：固定されたpのベキ，

A:=凡(0)
：位数qの体，すなわち {xE町 1 四=x}, 
: IFq上の一変数多項式現，

koo :=凡((1/0)) ：恥上の l/0に関する Laurent級数体，
--→ 

(Coo := koo : KOOの代数閉体の完備化．

2.1. 標数pにおけるzの類似物．標数pの数論は多項式環Aを（有理）
整数環zの類似物ととらえることから始まる．
この見立てを支持する現象はレクチャーノートを通じていくつも登
場するしそれ以外にも数多くあるが，まずは最も基本的な事実を挙げる．

命題 2.1. (1) AはEuclid整域
(2) #が =qー 1< 00. 
(3) 0でないAの素イデアルpに対し，剰余体A/pは有限体．

Proof. ここでは証明の概略を与える．

(1)多項式としての次数を Euclid写像とすればよい．

(2)が=lF/. 
(3)命題2.1(1)より p= (!)となる fEAをとってこればA/pはlFq
ベクトル空間としてJF/egfと同一視できる．したがって， A/pは
有限体である．

ロ

1自然数は 0を含まないものとする．
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注意 2.2.ZもEuclid整域であり，zx= {1,-1}. 更に，zの0でない素
イデアル(l)に対し， #(Z/(l))= l. 

注意 2.3.(1)はAの代わりに無限体上の多項式環を考えても成立する
が， (2),(3)は係数体を有限体にした場合に特有の現象である．

注意 2.4.命題2.1の(1)から次の一対一対応が得られる．

{Aのゼロでない素イデアル｝⇔ {Aのモニック既約多項式｝．

標数0の数論において，

z,._,,,Q 
完備化
～股
代数閉包をとるcc 

と数を拡張したように，標数pにおいても Aから数を拡張したい．それ
がこの節の残りの内容である．

2.2. 標数pにおけるQの類似物．初めに整数環zから有理数体Qを構
成した手続きに沿って標数pにおける Qの類似物を構成する．

定義 2.5.

k:=凡(0):=ド Ia, b E A, b t-0 }-
注意 2.6.Aut(Q)は自明な元しか持たない．一方， Aut(k)の元は数多
く存在する例えば一次分数変換はAut(k)の元であるまた次のような
自己同型もある．

T: f01 I-+ f吼
これはFrobenius写像と呼ばれ，重要な役割を持つ．後の定義2.25で詳
しく扱う．

2.3. 標数pにおける良の類似物．次に有理数体Qから実数体股を構成
した手続きをなぞって標数pにおける股の類似物を構成する．すなわ
ち， Kを完備化する．

そのためにはKに距離を入れる必要があるまたその距離はKの代数
構造と整合的でなければいけない．

定義 2.7.Fを体とする.F上の写像日：F→賊が付値であるとは次の
条件を満たすことである．

(1)全てのXEFでlxl凶0,
(2) lxl = o⇔ X = 0, 
(3) lxyl = lxllYI, 
(4)ある DE股でIx+YI~D max{lxl, IYI}-
D= 1のとき I・Iは非Archimedes付値であるという．

定義 2.8. (1) Fを体，日を F上の付値とする．任意のCauchy列が
ある Fの元に収束するとき Fは完備であるという．
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(2) Fを体， l・IFをF上の付値とし， Fを拡大体， I・IFをF上の付値
とする．

次の3条件が満たされるときtはFの完備化であるという．
(a) frは完備，
(b) a E Fに対して lalF= lalた
(c) Fは¢内で桐密つまり Fの空でない開集合Uに対し，
UnFキ0.

定義2.8(2)の状況で， F上の付値 I・廿が非ArchimedesならばI・IFも
非Archimedesである．

例 2.9.F = Qとする通常の絶対値は付値である．（条件4のDは2
とすればよい） この付値を I・looで表す．この付値による完備化が良で
ある．

定義 2.10.kの付値I・looを次で定める．

|巴:= qdeg a-deg b 
b 00 

これはwell-definedである．
KOOをKのI・looによる完備化とする．
この付値は非Archimedesである．

(a,bEA). 

定義 2.11.付値環Ooo,付値イデアルmooを次で定める．

Ooo := {a E koo I laloo::; 1}. 

moo := { a E koo I laloo < 1 }. 

Boo, 血。をそれぞれOoo,mooのに内での閉包とする．

炉の単元wについて,lwloo =炉が成り立つとき wを素元と呼ぶこと
にする．

以下，素元1/0を取り固定する．

命題 2.12.kをI・looによって完備化すると， lFq上の｝に関する Laurent

級数からなる体，

凡((0)):=図(traiElFq,nE叶＝｛戸“゚ i aiElFq,nEZ} 
になる．

Proof. 埋め込み凡(1/0)4 凡((1/0))と凡((1/0))の付値

f ai『)i = q―m (aiElFq,am*O) 
i=m 0 00 

を考える．定義2.8の条件(a), (b) , (c)をチェックすればよい．
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最初に (a)を示す．凡((1/0))のCauchy列{h=江：訊い(1/0)i}j2'.1を
とる．これに対し， f=江:aも(1/0)Jを次のように定めると， fjはfに収
束するので， IFq((l/0))は完備である．

各iに対し，{fj=江ご訊い(1/0)i}がCauchy列なので，ある j。EZで
n,m ;:>:j。なら lfm-f』<q―i-1となる．したがって a;m)= a;n)となる．

佑：= a;3o)と定める．

(b)は証明の冒頭に書いた凡((1/0))の付値の定義から従う．
(c)は次のようにすればわかる， UをFの空でない開集合とし，

芦ai(t)¥u
をとる．このとき各m凶0で江悶；n佑(1/0)iE凡(1/0)であり，

苫~ai(i r→ ~ai (tr (m→ 00) 
である．したがって十分大きな M で江巴:n佑(1/0)iE凡(1/0)n U. 

補題 2.13.k~ の元xは次のように一意的に分解できる，

X = (t)—lxloo• (• U. 

ただし (EIF;'u三1mod moo 

Proof. くを xの最高次の項の係数とすればよい．

命題 2.14.kooの点列｛佑}(i EN)に対し，以下の同値が成り立つ．

口

口

00 

Laiが収束する⇔ 似LOO→O
i=O 

(i→ 00). 

Proof. ⇒ は政の級数を考えた場合と同様に示せる．
← は付値の非Archimedes性を使う．叫OO→0 (i→ 00)と仮定し，

E>O を任意にとると， Jりがあって j~j。となる全ての］で'lajloo く€ とな
る．このとき， j'>j > jりをとると

J 
., 

j 

La戸区ai
i=O i=O oo 

J 
., 

＝区ai
i=j+l 

00 

::; max{lailoo I j + 1 ::; i ::; j'} ::; E. 

口



48

原田遼太郎

2.4. l進体Q1とその標数pにおける類似物．前節では実数体股が通常
の絶対値による Qの完備化として構成できることを復習し，その標数
p類似として体KのI・looを構成しその構造を考察した．この節QのI・11
による完備化やKのI贔による完備化を考えるまずは l進体◎ を定
義し，次にその標数p類似である KPを構成し，その構造を調べる．無限
級数が収束する条件についても述べる．

定義 2.15.lを任意の素数とする (l= Pでもよい）．このとき， Q上の
付値I・11が以下のように定められる．

zn~ll := z-n, (n E z, a, bは互いに素でlを因数に持たない整数）

この付値による完備化を Q1と書く．

日は非Archimedesであるから命題2.14と同様の事実が成り立つ（命
題2.20).

定義 2.16.l進整数環Zzとその素イデアル血を次で定める．

Zz == {a E Qz I lalz::; 1}. 

血：={aEQz I lalz<l}. 

ここからは Qzの標数p類似を考える．素数の標数p類似がA内のモ
ニック既約多項式であったことを思い出そう．

定義 2.17.Aの素イデアルp= (!)をとる（ただし jEAはモニック既
約多項式）.Aの元aに対し，ある自然数叩が存在して， aEμna -p叫 +1
となる．このことを用いて Kの付値I心を次で定める．

竺I:=qnb-na (a,bEA). 
b ti 

これはwell-definedである.kのI贔による完備化を KPと書く．

次で定義する環はl進整数環Zzの類似である．

定義 2.18.環＠とその素イデアル叫を次で定める．

⑰ : ={aEkp I lalp::;1}. 
叫：={aEkp I lalp<l}. 

＠，伸の構造は次のように表せる．

命題 2.19.([27], Chapter I, Theorems 7 and 8)素イデアルpが次数d
の多項式fで生成されていたとすると，⑰およびKPはそれぞれlFqd上
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の形式的ベキ級数環，形式的ローラン級数体

和[[X]]= {言aぷi ai E IF qd}, 
均((X))={旦aぷi nEZ,aiEIFqd} 

と同型である．

Qzとkμ が非Archimedesであることから，次の判定法が命題2.14と
同様に示せる．

命題 2.20.Kを◎ またはkμ とする.Kの点列{ai}(i EN)に対し，
00 
Laiが収束する⇔ lailoo→ 0 (i→ 00). 
i=O 

注意 2.21.kpはQの類似であり，には民の類似だと考えられている．
一方で次のような事実があることに注意しなければならない．

Qの付値のうち Archimedesなのは日00のみであり， I・lootよI・11とは異
なる特性をもつ．しかし，標数pの場合ではI・looも1加も非Archimedes
であり， I・looが本質的に特別な付値というわけではない．実際Kの自己
同型0-1/0により I・looとI・l<e)(つまり 0で生成される単項素イデアル
に対応する付値）が互いに移りあう．

2.5. 標数pにおけるCの類似物．この節では，複素数体の標数pにおけ
る類似物である CCooを導入する.CCooの構成は Cの構成よりむしろ (Cl
の構成に近いためこちらから紹介する．

←-→ 

定義 2.22.任意の素数lに対して，已を Q1の代数閉包の完備化Q1と
する．

この体の標数p類似としてCCpを定義する．

定義 2.23.素イデアルpcAに対し，体らを KPの代数閉包の完備化応
とする．

標数pにおける複素数体の類似は定義2.22にならって次のように構
成される．

一定義 2.24.Cooをにの代数閉包の完備化kooとする．

[CC国]= 2である一方で標数pでは [CC00:k00] = 00が成り立つ，

定義 2.25. (1) CC00(T}をCCoo上Tで生成され，関係式

(2.1) Tj = f叶
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で定められる（非可換）環とするまた C00((T〉)を Coo上Tで
生成され， (2.1)を関係式として持つ非可換形式的ベキ級数環と
する．

(2) C00(T〉の Cooへの作用を， a,f E Cooに対し，

f•a:=fa 

(2.2) Ti• a = a(i) := aず

で定める．

注意 2.26.以下ではにと Cooのみ考える.kからにおいても 4章と 5
節で扱う多重ゼータ値が考えられており p進多重ゼータ値と呼ばれて
いる (cf.[8]). p進多重ゼータ値(cf.[12])の標数p類似とされており， p
進多重ゼータ値については本講究録中の [10]においてより詳しく扱わ
れている．

2.6. 標数pにおける符号およびNの類似物．この節の最後として符号
および正の数という概念を標数pにおいても導入する．

定義 2.27.補題2.13の分解

X = (i)―lxloo. (・U 
によって次の二つの写像sgn:koo→ IFq,u:k~ →ぴこを定める．

sgn(x): koo→ IFq 

く (xEk~)­
X t--+ {。 (x= 0). 
- -

u: k;;,, → O"° 

x← U 

定義 2.28.XE  k00について sgn(x)= 1のとき（つまり xがモニックで
あるとき）， mが正であると定義される．すなわち， Aの元xに対し， X
が正であるとはxがモニックであることを意味する．

A+ == { a E A I a : 正 }={aEAI a: モニック｝．

注意 2.29.ふはNの類似物である．

注意 2.30.注意2.4と注意2.29より Aにおけるモニック既約多項式は
素数の類似物だと考えられる．

3. 標数pの整数論における関数

この節では標数pにおける特殊関数（指数関数，対数関数，階乗，ゼー

タ関数）を紹介する．
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3.1. Carlitz階乗， Carlitz指数関数およびCarlitz対数関数．階乗，
指数関数および対数関数の標数p類似物を導人する．

定義 3.1.([4])非負整数nに対して，

(1) [ n] :=府-0EA+, 
(2) Dn := [n][n-l]q…[l]qn-l EA+, D。:= 1, 
(3) Ln := [n][n-1]…[1] EA+, L。:= 1. 
と定める．

補題 3.2.Ln, Dn, [ n]は次のように特徴付けられる．

(1) 
[n] = IT f. 
f: 既約 jEA+
deg fin 

(2) 
Dn= TI J. 

JEA+ 
degf=n 

(3) Lnは次数nのすべての多項式の最小公倍数である．

Proof. [n]の根の集合が代数拡大体IF炉と一致することに注意する．
モニック多項式fEふを (degf)lnとなるようにとると， {fの根
} C JFqdegf C巧なのでJl[nJ.
[n]は分離多項式なので(1)が従う.(2), (3)は多項式の素元分解によ
り示される．

ロ

定義 3.3.([5]) nを非負整数とする．このとき nのGarlitz階乗 IT(n)を
nのq進展開

d 

n= Lajが (0幻巧くq)
j=O 

により， Carlitz階乗を

d 

IT(n) := TI n;j EA+ 
j=O 

と定義する.IT(n)をrn+lとも書く ・rn+lをGarlitzガンマ値と呼ぶ．

定義 3.4.([4]) 

(1) Cooの元zに対し， Carlitz指数関数を

砂
expc(z) = ec(z) := I-E Coo 

i:2'.。Di
と定義する.ec(z)の収束性は定理3.8で論じる．
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(2) I 
__(j_ 

2100 < qいとなる Cooの元zに対し， Carlitz対数関数を

と定める．

-Zず
logc(z) :=区（ー1/― EC00 

i20 ム

定義より ec,logeは和を保つ．特に恥線型であることが見てとれる．

補題 3.5.i ENに対し Al:の多項式ei(z)を

釘(z):=日 (z-a) 
aEA 
dega<i 

で定めると， ei(か） = Diとなり，さらに

(3.1) 
i 

ei(z) =区（ーl)i-J
Di 
.zが

j=O DjLi-/1 

と書ける．

Proof. ら（か） = Diは補題3.2(2)より従う．他方の式は¢ がら(z)= 
心(z)-D冒ei-1(z)と帰納的に計算できることから従う．

ロ

命題 3.6.以下が成り立つことが知られている．

(1) Cooの任意の元xに対し， ec(0x)= xec(x) + ec(x)q, 0logc(x) = 
loge(0x) + loge(四）が成り立つ．
(2) ecとlogeは形式的ベキ級数とみなすと互いに逆関数である．つ
まり

ec(logc(z)) = logc(ec(z)). 

Proof. (1)は次のように示される，

00 0i -0・00 [ i] 00 Xず 00 i q 

ec(0x) -ec(x) =苔 Di砂＝旦五豆＝旦Di-lq= (~ 日
となるただし三つ目の等号でDi=[i]Dいを用いた．これはDiの定義
から従う．よってec(0x)= ec(x) + ec(x)qが成り立つ．
XE  C00とすると

loge(ec(0x)) = log(0ec(x) + ec(x)q) = 0 log(ec(z)) 

となる.ec, logeは和を保つので， logeoecはCooの適当な領域上の
恒等写像である．

次の等式がなりたつ．

l (-l)l-n O (l > 0), 

昌 Lfn= { 1 (l = 0). 
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ec o logeが形式的ベキ級数としで恒等写像と等しいことは

Di 
ei(か） =Di= L(-l)i-j 仰）qJ 

j=l DjLi-/1 

の係数を比較すればわかる． ロ

さらに，

dega=i 
且a=且（研―¥!I;f (叫,•D{―'= -Di―l 
dega=i 

であることに注意して， (3.1)の両辺を fldega<iaで割ると，

z 且。 (1+n=~(—I)'D;~'/, z<I'=½ 芦(-1)尻/3;e;';
dega<i 

を得る．ただし最後の等号では

q J-1 

[1] q-1 qj-1 

ら：＝，内：= Ljら=[1] q-1' 
Lj 

を尊入したこのもについて次のことが成り立つ．

補題 3.7. (l)j~l に対し，

ら＝且(1―[/:¥])
(2) l~j+l 一ら loo=q―q'(q-1). 

(3)数列｛ら｝は

~* := !] (1―[/:¥])' 
に収束し， l~oo ―ら loo=q―l(q-1). 

Proof. 

廿(1- [k])=廿[k+l]-[k]
k=l [ k + 1] k=l [ k + 1] 

j-1 [1]砂
＝日=TI 

j-1 [1 ]qk [1 F盆ぶq=
＝ 

k=l [k + 1] ぃ [k+l] Lj 
＝ら・

j-1 j-1 q q 

より (1)が従う・I[1] q-l loo = 1£ 心 =qいであり，さらに (1)から
[j] 

もi+l―も＝一・~ [j+l] J 
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なので， l~j+l-ら loo=I晶loo=qず (q-1).(3)はにの付値が非Archimedes
であることと， (2)から従う． ロ

これを使って計算すると，任意のZE C00に対して，

(3.2) z IT (1二） =~i=cー 1)ご
aEA-0 a~i j=。 D1
dega<i 

はj→ooで収束し，その収束値は

1 i -Zが
_ L(-1)1—均汀
~* j=。 D1

の収束値と等しいことがわかる．
したがって次の結論を得る．

定理 3.8.以下が成り立つ．

(1) (-[1])のq-1乗根を一つ固定して，

闊tj

缶＝（ー [1])噌 (l-[i~l])
とおくと，次のような無限積表示ができる．

(3.3) 
1 z 
-=-ec(z元） =z IT (1--). 
冗ー aEA-{O} 

(2) ec(z)は任意のZE C00で収束する．

Proof. 

a 

z TI (1ーこ）＝屯(-1)ご，ば＝』t信）が （ー1)i [1] 缶 =~ec(z示）．
aEA-{O} a~* j=。 Di 7r i=。Di (-[1])岳 T

と計算できるので， (1)が示された
(3.2)が任意の咋Cooに対して収束するので， ec(z)も任意のZE C00 
で収束する． ロ

定義 3.9.定理3.8の分を Carlitz周期と呼ぶ．

注意 3.10.(3.3)より ec(ii-A)= 0である．これはe21riZ= 1に対応する現

象であるまた元は 21riの類似であるとされている．

3.2. Carlitz-Gossゼータ関数.Riemannゼータ関数の類似であるGarlitz-
Gossゼータ関数について，特にその特殊値について論じる．
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3.2.1. 領域S"° とゼータ関数の定義．標数0において， Riemannゼータ
関数((s)はC上の有理型関数で領域{s E <C I Re(s) > 1}では

くCs)=L -1 
n2".1 ns 

と無限級数により表される．

この関数の標数pにおける類似を考えたい."正の整数＇に対応するも

のは"モニック多項式”であったしたがって”が”の定め方が問題となる．

S = X + iy E (Cとすると，

が=e(x+yi)logn = exlogneiylogn 

とかけたポイントは lexlognl= IがI,leiylognl = 1が成り立つことである．
この"絶対値と単位元にわける”というアイデアをつかう．

定義 3.11.

S00 := (C~X Zp 

とする. (C~ の積 Zpの和から定まる群演算を加法的に表す．つまり，
(x。-Yo)+(x1, Y1) == (xox1, Yo+ Y1) 
あとで見るようにこのBooがGarlitz-Gossゼータ関数の定義域になる．

定義 3.12.Booの元s=(x,y)と正の元aEkに対し，

と定める．

命題 3.13.

ぷ：= xdeg°'u(a? 

(1) kの正の元a,/3とSo,S1に対して，

(a{3)so =ぶ°伊0l aso+s1 = aso 0;s1• 

(2)整数iに対して，
a伊，i)=ぷ．

Proof. so = (xo, Yo), 釘=(xぃY1)とする． 補題 2.13を使って， 0:= 
(1/0)-l°'llu, (3 = (1/0)-l/311vと分解する．すると o:(3= (10)一屈―l/31(UV).
(1)については次のように示される

(o:{3)80 = xgega+deg/3 (UV)Yo =ぷ°ゲ0'

O:so+s1 =ぷ0o:S1 uYl vY2 =ぷ00:s1_ 

また， (2)については補題2.13の分解をつかって次のように示される．
が=(1/0)-laliが=0idegaが=a(0勺）．

ロ

注意 3.14.i I-+ (0り）によってZC S00とみなす．
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定義 3.15.([4], [13]) Sooの元sに対し，

1 
〈c(s):= L一 EC00 

as 
aEA+ 

と定め Carlitz-Gossゼータ関数と呼ぶ特に注意3.14の意味で SEZ 
のとき (c(s)をCarlitzゼータ値と呼ぶ

自然数nに対しく(n)> 0が成り立つことは自明であるが，標数pの場
合に同様の結果を示すのは以下のように議論を要する．

命題 3.16.([23]) sが自然数ならば， (c(s)キ0.

Proof. Booの元sと非負整数d,kに対し，

1 
均(k):= L k ECC00, 

a aEA十，
dega=d 

とすると，次の補題により l(c(k)loo= I江贔ふ(k)looキ0.よって (c(k)キ
〇 □

Lucasの定理と呼ばれる次の補題が必要になる．

補題 3.17.([18])二つの自然数

d d 

N=IM: ⑰, M=IM冽，
i=O i=O 

（ただし d,Ni, Mi, は自然数で0:::;Ni, Mi< p)に対し，つぎの合同式が
成り立つ．

(z) 三（塁）••（塁） (mod p) 

補題 3.18.([23], [11])非負整数d,kに対し,ISd(k)loo < ISい (k)loo・
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Proof. q = pの場合のみ簡単に論じる．詳しい議論と一般の場合につい
ては [23]および[11]を参照せよ．

1 Ji -k 

ふ(k)=戸h,号在lFq(1 +万十…＋贔）

＝ 芦J,,り~,!二(~: ) (% + ・・＋皇）y
＝芦言(~nf,.苫,J%+・・＋皇）y
＝芦言(-:L. 苫叫jrn,,.y.,rnd) f,, 翌cF,,(% f". 位）叫
= 0~k 言(~:L<ふ:j叩，y,md)(%f'・ 位）叫

と計算できるただし最後の等式で有限体における等式

(3.4) 羞が―i= {。~l~心麿贔'.
を用いたまた母関数表示

(1 +ザ＝五(~)炉
により，二項係数の定義を拡張している．

後述する Lucasの定理を使うと

（加， ~-'md) t-0, (-yk) = (k +~ ―1)キ0
を満たすY,m1, ... , mdで叫 +2四＋… +dmdが最大になるものがた
だ一つ存在することがわかる(mdから順番に選べばよい）． このとき
図(k)I= q―(m1+2m2+…+dm討 dk).

n1, 四，・ • ・, nd+lを

ni := {:i-1 9

.

 

1

1

 

―
-
＞
 

.
t
.
t
 

とすれば (n1,.-~ 叫 +1)キ0なので図(k)loo< ISい (k)loo• ロ

命題 3.19.以下が成り立つ．
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(1)〈c(s)は次のような無限積表示をもつ．

(c (s) = fl (1 -v―s)―1_ 

(2) (c(s? = (c(ps) 

訳：A+ 
v: 既約

Proof. (l)Aが一意分解整域であるから， Riemannゼータ関数の Euler
積表示と同様に示せる．

(2)上の元aとぶの元sをとる．無限和(c(s)の各項(1/が）に対し，

じ）p = (a:)P =土
が成り立つ.Coo上の自己準同型 Xt--+呼が連続準同型という事実から
題意が成り立つ． ロ

3.2.2. Euler-Garlitzの公式．この節ではCarlitzゼータ値を具体的に書
き下す方法を紹介する．．
まずは標数0の場合を考察する．

定義 3.20.Bernoulli数B戸 Q(n凶0)を次の母関数で定義する．

LBn 
zn 
＝ 

n<'.0 n! ez -1・ 

定理 3.21.正の自然数mに対して，

(-1)-m22m-l7r2m 
く(2m)= 

2m! 
B2m• 

次にこの定理と類似した結果が標数pでも成り立つことをみる．

定義 3.22.Bernoulli-Carlitz数BCnEA (n凶0)を次で定義する．

zn 
LBCn 
n<'.O IT(n) ec(z)・ 

定理 3.23.mENに対して， (q-l)lmならば，

分m
(c(m) = -BCm, .、一，、．

Proof. zについての恒等式

(3.5) L BCm zm = l -
m<'.0 II(m) 

1 E 元m〈c(m)zm
m<'.1 
(q-l)lm 
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を示せば，係数比較によって定理が得られる．

互。 BCmrr~:) = ec~z) = 1ー羞ふ。/1)m=1-互ぶ（こ）戸
=1-三ぶ互（；こ）戸=1-匹 1苔ーl)lm(;~) b苔＋（日戸
I 
1 
-(c(m)戸=i- I q-l 〈c(m)z匹
frm frm m~l m~l 

(q-l)lm (q-l)lm 

ただし途中で(3.4)を用いた．

=1+ 

口

注意 3.24.定理3.23から (q-1)の倍数が偶数の類似と考えられる．

3.2.3. Riemann予想の標数p類似.Garlitzゼータ関数の零点について
考察し， Riemann予想の標数p類似について述べる．

定理 3.25.([13])非負整数sに対し，

(1) (c (-S) E A. また (c(O)= 1, 
(2) (c(-s) = 0となる必要十分条件は (q-1)1s.

Proof. (1) A十の元aをとる.deg a= i > 1とする．このとき degf= i-1 
となる jEんと bE氏を適当にとり， a=0f+bと書ける．
すると，

(c(-s) ="苔＋が=l+ ,E/町+b)'= 1 + 1五，言(:)c町）w-• 

=I+言（星b…)(n。;f苔＋「=I+
(o-~s-i) (;)奴c(-i)

となる．ただし最後の等式で(3.4)を用いたしたがって， (c(O)= 1が
得られ，さらに sに関する帰納法により (c(-s)EAが導かれる．
(2) s = (q-l)m, (m這）とする.(c((q -l)m) = 0をmに関する帰
納法で示す．

〈c(-s)= (c(-(q-l)m) = 1-(q-ti) ((q-/)m)沢（ーi)= 1-〈(0)= 0 
最後の等式で帰納法の仮定を用いた．
逆に sが(q-1)の倍数でないとすると，

(c(-s) = 1ー苫(:)鱈（一i)= 1一旦(:)奴c(-i)



60

原田遼太郎

(1)よりこ二(;)鱈(-i)がイデアル0Aに属するので(c(-s)丑0. ロ

次の定理はRiemann予想の標数pにおける類似である．

定理 3.26.([21]) Zpの元yを固定する．このとき (c((x,y))をXEC00 
についての関数とみると，全ての零点は位数が1であり， kooに属する．

4. GARLITZ加群と GARLITZゼータ値

この節の二つの目標をもつ．一つは Garlitz加群を定義することであ
る．もう一つはGarlitzゼータ値を（拡張された） Garlitz加群， Garlitz対

数関数を用いて表示することである（定理4.15).その系として， Garlitz
ゼータ値の超越性が得られることを紹介する．

4.1. Carlitz加群．この小節では Carlitz加群を扱う.Carlitz加群は乗
法群Gmの標数p類似であり， Drinfeld加群やt加群といった標数pの
整数論で重要な概念の例となっている．

命題 4.1.a EAに対し， Ca,jEA (j = 1,2, ... ,dega)が存在して，すべ
ての戸Cooについて

(4.1) 
deg a 

ec (ax) = aec (x) +ど Ca,jec(x)が
j=l 

という関係式が成り立つ．

Proof. ecの凡線型性から a=初の場合に帰着される．

n=lの場合は命題3.6の(1)である.n乞2のときは

ec(0乃） = ec(00n-lx) = 0ec(0n-lx) + ec(en-lx)q 

なので(4.1)をみたすCa,jを帰納的に与えられる．

定義 4.2.命題4.1のCa,jを使って， En山(Coo)の元gを

口

deg a 

Ca := aT0 + L Ca,j戸
j=l 

で定める．ただし Tは定義2.25で定めた写像である．

命題 4.3.a,xをそれぞれA,Cooの元とすると，次の式が成り立つ．

ec(ax) = Ca(ec(x)). 
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Proof. 命題4.1と定義4.2より以下が得られる．

deg a 

Ca(ec(x)) = aec(x) +ど Cごec(x)
j=l 

deg a 

= aec(x) + LC, 砂c(x)qJ= ec(ax). 
j=l 

口

定理 4.4.次の写像

C:A → Endk(Coo) 

a - Ca 

は凡代数の単射準同型である．

Proof. 写像a-Caの恥線型性は ecの恥線型性より示される．単射
性は明らか.a,bE Aに対し，命題4.3を使うと次がわかる．

Cゅ(ec(x))= ec(abx) = Ca(ec(bx)) = Ca(Cb(ec(x))) 

よって Cゅ=Ca O Cb 

定義 4.5.この凡代数の準同型

C:A → Endk(Coo) 

a I-+ Ca 

口

のことを Carlitz加群と呼ぶことにする．

注意 4.6.このCによって<Cooに通常のスカラー倍によるものとは異な
るA加群の構造が次のように定められる， aEA, z E Cooに対し， a・z:= 

Ca(z). 

4.2. Carlitzゼータ値の対数関数による表示.Garlitz加群およびGarlitz
対数関数の概念を拡張する．その応用として Garlitzゼータ値の超越性
を述べる．
環Rに対し， Mn,m(R)でR係数のnxm行列の環を表すことにする．

さらに Mn(R)でMn,n(R)を表すことにする．

定義 4.7.自然数n2'. lに対し， A線型写像c珈を

CRn:A→ Mn(CCoo(T}) 

0~C'. 界n:=0fn+N+ET
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で定める．各記号は以下のように定める

0 1 0 0 
0 0 1 0 
: ：・.. ••• 
: ：・.. 
0 0 0 
0 0 0 

N:= 

0

0

 

0

0
…

…

1

0

 0

0
…

1
 

（

＼

 

」-
E
 

0

0
…

O
 

ヽ

）

0

0
…

O
 

定義 4.8.n~1 に対し， logc®n :=江篇Pi冗EMn (CC00 ((T}})とする．ただ
し行列Piは次のように定める．

Pi+l := -L 2n-2 ad(N)i (PiE) 
j=。 [J

ただし adはLieブラケット[X, Y] := XY  -Y Xを用いて次の式で婦納
的に定義される．

ad(X)0(Y) := Y, ad(X)i+1(Y) := [X, ad(X)i(Y)]. 

命題 4.9.行列Piの(n,n)成分は (-l)iLi―匹特にn=lの時， logcRnは
定義3.4で定義した Carlitz対数関数と一致する．

Proof. 帰納法で示す．

Po:= In, 

Nn-1 Pi+lE = -Nn-1 
2n-2 ad(N)J(PiE) 

苔 [j]j+l E 
1 

= --Nn-lpiE. 
[ i]n 

である．行列Nn-1,Eをそれぞれ左，右からかける操作は第(n,n)成分

を変えないので命題が示された． ロ

注意 4.10.logcRn(O, …， 0, z)Trの第n成分は
00 
区(-l)m

zm 

m=。 L~

となる．これは Carlitzポリログと呼ばれる．

定義 4.11.([2]) t, x, 0を独立な変数とする.Anderson-Thakur多項
式几(t)E A[t]を次のxに関する母関数で定義する，

I 
00 几 (t)

砂：= i-I OO TI;=l (tqj -府）
n=O f n+1 l0=t (i=。 D」。=t xqi) 
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この多項式を Un;EAを使ってHn(t)=江闊Un;がと表すことにする．

例 4.12.Huei-Jeng Chen ([9], 定理3.3)により，特別なnEZについて
は几(t)は以下のように明示的に表されることが知られている．

H。(t)= 1, H q2-q-1 (t) = r叶 qle=t, R砂ー1(t)= rqsle=t, 
(t-仰）q-1 

H叶 q(t)= r q2-q+1l0=t 
Lr1l0=t . 

この多項式几(t)は次の補題が成り立つことから重要な多項式とさ
れている．

補題 4.13.([2]) 

n == (-0)呂打(1-声）E CC00[[t]] 
と定めると， s~1 に対し次が成り立つ．

(Hs—心）(d) t=0 = 
rs品(s)
歪．

注意 4.14.定義より 0(0)= 1/irが成り立つ．

定理 4.15.([2]) Zn== L嘉 C名~(O,…, 0, か）Trとすると， Carlitzゼータ
値が次のように書ける．

log0Rn(Zn) = (*,・・・,*,rn(c(n)). 

この定義と次の結果を組み合わせると Carlitzゼータ値の超越性がわ
かる．

定理4.16.([28]) v = (li, l2, …，ln)を見の元とし，さらにVt(0, 0, ... , 0) 
であると仮定する． このとき v が像 log0®n(k~) に属しているならば，
l叶 k,つまり lnはK上超越的である．

5. 多爪ゼータ値の標数p類似

この節では，前節で扱った内容の多重化を考える．初めに多爪ゼー
夕値を紹介し，その後多順ゼータ値の標数p類似(Carlitz-Thakur多重
ゼータ値とも呼ばれる）の性質を調べる最後に標数p多重ゼータ値の
超越性に関する結果を述べる．

5.1. 多重ゼータ値．まずは標数0の場合を考える多重ゼータ値を導人
し，その超越性に関する予想を述べる．

定義 5.1.自然数の組 S= (s1, S2, …， Sr) E罰をとる．ただし釘>1とす
る．多重ゼータ値とは以下の級数で定義される実数である．

く(s)== L 
n1>四＞…巧>On『勾…心

1 E罠．
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また，各s=(s1,s2,…, Sr)に対し，

wt(s) :=釘＋的＋…+Sr dep(s) := r, 

としそれぞれ s の重さ，深さと呼ぶ w~2 に対し，股の部分 Q 線形空
間Zwを次で定める．

Zw==(((s) I s=(sい..., Sr) E 罰，釘 >1,r~l,wt(s)=w 〉IQ!·

Z。:= Q, Z1 := {O}とする．
注意 5.2. (1)条件S1> 1は多重ゼータ値を定義する無限和が収束
するための必要十分条件である．

(2)自然数の組s= (s1, s2, …，Sr) E Nr, s'= (s~, s;, …, S~,) E評’に対
し，く(s)((s')E Zwt(s)+wt(s')例えば， 2以上の自然数m,nに対し，

く(n)((m)=く(n,m)+く(m,n)+((m+n). これらの式を調和積
関係式，あるいは sum-shuffle関係式等と呼ぶ

予想 5.3.多重ゼータ値と 1がが生成する政の部分Q代数を Zと書く
ことにすると，次が成り立つ．

00 

Z= 〶 Zw.
w=O 

5.2. 多重ゼータ値の標数p類似．前節で紹介した多重ゼータ値の標数
p類似をあらためて導入し，予想5.3の類似が成り立つことを証明する．
そのためにプレtモチーフの概念も定義する．

定義 5.4.([22]) s = (s1,s2, …, Sr) E罰に対し，

(c(s) == L 
aiEA十，

deg a1 >deg a2 > .. ・>deg ar ;c:O 
a181a戸 ・・ar針
l E C00 

と定義するこのようなCooの元を標数pの多重ゼータ値とよぶ．また
便宜上，標数pの多重ゼータ値(c(s)の重さといえば定義5.1の意味で

sの重さを指すことにする．

注意 5.5.S1 > 1としなくてよい．なぜなら命題2.14により釘 =1の場
合も (c(s)を定義する級数が収束するからである．

命題 5.6.自然数の組s=(s1,s2,--・ ぷ~）€ 間に対し，
元wt(s)

(c(s) = L (Hs1-l炉）他）lt=0…(Hsrー1炉）(dr) lt=0・ 
r s1 ... r Sr d1>…>dr20 

Proof. 

(c(s) = L Sa1(sサ・・嘉(sr)
d1>…>d含0

であることに注意すると補題4.13より従う． 口
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命題3.16と同様にして次のことが示される．

命題 5.7. ([23])任意の自然数の組SE:r::Jrに対し，〈c(s)t-0.

次に，注意5.2(2)の類似である定理5.9を（特別な場合について）示
す．まずは次の補題を示す．

補題 5.8.([24]) d E Z。,a, b E z>。に対し， lE Z>o, Ji E IF P, ai E Z>o (1~ 
区 l)が存在して，

(5.1) ふ(a)ふ(b)=品(a+b)+Lfふ (a1,a + b -ai) 
i=l 

となる.(Jiはa,bにのみ依存し dには依存しない）

Proof. d = 0の場合は明らか.d = lの場合については [24]を参照せよ．
d~2 とする. n,Eんを次数dの元とし， mEんを次元がdより小さ
い元とするとき，

Sn,m := { (n + vm, n +μm) I v, μE IFか Uキμ}EAX A 
乳，m:= { (n + vm, m) I v E凡}EA xA 

とおく．すると， n1,匹，．．．，殴， m1,m2, ... ,mk, を選んで，

祝，mjn S巧,,mj,= 0, S如j,ffijn s~j',mj, = 0, 

k 

LJ Sni,mi = {f EA+ I deg f = d} x {f EA+ I deg f = d}, 
j=l 
k 

LJ S'ni,mi = {J EA+ I degf = d} x {J EA+ I degf < d}. 
j=l 

とできる.d=lの場合より各1::;j豆Kに対して，

1 
L = L 

1 

(x1,x2)ESnj,mjゲ x袂匠μElFq仇+vmj)a仇 +μmj

1 1 
＝ mja+b L VキμElFq
1 l 
= Lfi L 

1 

mja+b i=l VElF (0 + v)伍
q 

l 

心ど
1 

i=l (y1, Y2)ES匂，mjY1吋2a+b-ai

が成り立つ．この等式をjについて足し上げればよい． 口
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定理 5.9.([24])自然数の組S= (S1, ... ふ）€ 罰， s'=(s~, …, S~,) E罰'
に対し，恥の元Jiと(c紅，…，Cid;)E f:if d; が存在して

(c(s)(c(s') = L fi(c(ciu…, Cid;) 
と書ける．ここで， wt(c釘，…，cid)= wt(s) + wt(s')となる．

Proof. r = r'= 1の場合のみ示す (5.1)をdについて足し上げればよい．
確かに，

糾；fふ(ai,a+ bーい）＝幻fSd(ai, a+b-ai) 
i=l d=O 

l 

= Lfi(c(ai, a+b-aふ
i=l 

00 
L Sd(a + b) = (c (a + b), 
d=O 

となり，また，

00 
ISd(a)品(b)= (c(a)(c(b) -(c(a, b) -(c(b, a) 
d=O 

となるので，

(c(a)(c(b) = (c(a, b) + (c(b, a)+ (c(a + b) + L fi(c(ai, a+ b-aふ
i=l 

口

系5.10.標数pの多重ゼータ値で張られる恥線形空間は恥代数になる．

定義 5.11.k(t)上Tで生成され関係式寸=j(l)7をもつ非可換Laurent
多項式環を k(t)(T,T―1)と書く．

定義 5.12.([19])プレtモチーフとは左k(t)(T,T―1)自由加群Mでk(t)
上有限生成であるものとする．

定義 5.13.次を定める

'JI':= {J(t) E Coo[[t]] I f(t)はltloo< 1で収束する｝．

IL:'TI'の商体．

IE:= {f(t) =正tiE C00 [ [ t]] 
i~O 

Cooで収束し， [koo(a凸 2,...) : koo] < oo} , 

注意 5.14.n E IEである．
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定義 5.15.M をプレtモチーフとし， dimk(t)M = r + 1とする.Mの
k(t)上の基底mを一つ固定し団を TのMへの作用に関する表現行列
とする．つまり， Tm=<I>m. 
GLr+1(IL)の元¥JI= (1Pij)でwc-1)= <I>wであり 1/JijIt=。が収束するなら
ば， Wit=臼 Mn(Coo)を周期行列とよびWit=。の各成分を周期と呼ぶ

定理 5.16.([3])任意の組S= (s1, S2, …，Sr) E陀に対し，〈c(s)はプレt
モチーフの周期であるまた <I>= (屯j)は次のように取れる．

(t-0)む+Si+l+…+Sr 

1 
<I>ij =~ Hげ(t-0)約+Si+l+…+Sr 

゜

(i=j~r), 
(i=j=r+l), 

(i=j+l), 

（その他の場合）．

Proof.'¥= (的），的 EIEを次のような下三角行列とすればよい．

匹：= { Qs;+Si+l +…+sr L(sj, Sj+l, ...'Si_i) (i 2'. j), 

0 (i<j). 

ただし， i2'. jのとき，

L(sj, Sj+l, ... , s口）：= L (Hsr1D8j)的）…(H年1-lQむ—1)(d;-1),
も>dj+1>…>d;-1>0

L(0) := 1. 

このとき w-1= <I>wが両辺の各成分を比較することにより示される．
ここではのちに必要になる心/-1)= <I>凸（ただし切は中の一列目）のみ
確かめておこう．

研 l)=(t -0)0, 

L(s1, ... , Sj-1)(-1) =L(s1, ... , Sj-1) 

+ (DSj-1 H的ー1-1)(-1)L(s1, ... , Sj-2) (j・2'.2). 

であるから，ベクトル叫(-1) の第 i 成分 (1~i 豆+ 1)は，

{釘-1+si+l +…+sr L(s1, ... , Si-1)}(-l) 

=(t-0)s;+s;+1+…+s心 ;+Si+l+…+Sr 

x {L(s1, ... , si-1) + (炉-lH吐 1-1)(-l)L(s1, ... , si-2)} 
=(t-0)s;+s;+1+…+s心 ;+Si+l+…+Sr 

x {L(s1, ... , si_i) + (t-0)和inいHt~八L(s1,... , si-2)} 
=(t-0)和 1+ふ＋…+srHい占L(s1,... , Si-2)DSi-l+ふ＋…+sr
+ (t _ 0)s;+Bi+l +…+sr L(s1, ... , Si_i)nふ+Si+l+…+sr 
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と計算でき，伽州の第i成分と等しいことがわかる．
また命題5.6より標数pの多重ゼータ値が周期であることがわかる．

ロ

この表示と次の判定法を用いて，直和予想を解決する．

定理 5.17.([1]) <I> EM心[t])で，ある炉の元cと非負整数sでdet<I>= 
c(t-0)8となるものを固定する．
さらに心(-1)= <I>心となるベクトルゆEMぃ(IE)が存在すると仮定する．
このとき， p立(0)= 0となる M1,a(k)の元pに対し， P(0)= p, P心=0
を満たすM1,a(k[t])の元Pが存在して， Plt=0= Pとなる．

この判定法は例えば次のように用いる．

系 5.18.分¢k.つまり分は K上超越的である2_

Proof. 背理法を用いる.7r一1=0(0)Ekと仮定すると Po+0(0) = 0とな
るPoE炉が存在する事が従う．
<I>=(t-0), ゅ国とお<• n E M1 (IE)であり，さらにゅ(-1)=伽りが次
のように示せる．

圏）(l) = [ (t-0)(-0)―噌（三）］
(1) 

=(t-伊） (-0q)芸 fi(1-~)
仰 00 t 

=(t- 伊）（ー伊）昌仰— t 且 (1 ―加）＝心．
定理5.17により， Po+Pi0=0であり，さらにPolt=0= Po, Pilt=0 = 1とな
るk[t]の元Po,尺が取れる．

0(例） =0であるが， Po(0qi)= p〗i) キ 0. これは矛盾である． ロ

定義 5.19.標数pの多重ゼータ値の積(c(s1)…(c(sr)に対し (rは自然
数）， totalweightをwt(s1)+…+ wt(sr)で定める．

定義 5.20.([7]) 1以上の自然数wに対し，z初を標数pの多璽ゼータ値
の積でtotalweightがwであるものにより張られる CooのK線型部分
空間とする．一方でZ。:=kとする．
定理 5.21.([7])互いに相異なる自然数Wt,W2, ... ,Wzをとる．各i(1~ 
i~l) に対し M を K 線形独立な Zwi の部分集合とすると， {1} u UいM
はK上線型独立である．

次の系は予想5.3の類似である．

刑周率 TがQ上超越的である結果 (Lindemann,1882)の標数p類似である．
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系 5.22.([7])定理5.9より標数p多重ゼータ値と 1で生成される K線
型空間はCooの部分k代数をなすことが分かる．この K代数をzとす
ると，以下のように

00 

Z = ffi Zw 
w=O 

とZ初の直和で表される．

定理5.21の証明において，標数pの多童ゼータ値やその積が次で定
義される MZpropertyを持つことが重要になる．

定義 5.23.([7]) Yをにの可逆元とする．このとき，Yが璽さをwENと
して MZpropertyを持つとは，以下の条件を満たす<I>E Ma(に[t]), 心€
Ma,1(IE)が存在することであると定義する.(dは自然数）

(1)屯ゅは定理5.17の仮定をみたす．
(2) <I>は次のような形である．

*
・
:
＊
＊
 

（

＼

 ――
 ①・一

*
・
:
*
＊
 

ヽ

）

0
…

0

1

 (3) kの可逆元cにより
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）
z
 
q
 

ヽ`
＇ノ

w

w

 

w
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O

…

0
~
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~
T
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*
／

I
 

l

l

Y

,

Y

 

c

し

C（
 

対

（

ー

＼―― 

こ,1
 

ヽ
~z
 

z
 
q
 

゜
（
 

数然

ゅ

自たま
，
 

ナ,1
 
書と

心(0)= 

となる．

命題 5.24.標数p多璽ゼータ値〈c(s)は璽さを wt(s)として MZprop-
ertyを持つ．

Proof. <Pを定理5.16のように取り心を定理5.16の行列中の第一列目
とすればよい．

Qの定義から DI N =0なので，心It=砂vは一番下の成分を除いて0でt=0q 
ある．また， 1以上の自然数dにたいして

Q(d) = 
N 

(t-仰）・・・(t-厨）
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であることから，

区 (Hsj+1-l伍）(d;+1)…(H和 1-l正）(d;_i)lt=0qN = o. 
d1>必＞…>dr>O
山>N

となる．したがって

L(s1, ... , sr)lt=B詑

= L (Hs1-l炉）他）…(H外 1-l釘）(dr) lt=0び
d1>…>dr>O 

= L (Hs1-l炉）⑯）…(H年 1-lか）(dr) lt=0詑
d1>…>dr2'.N 

= L (H年 1炉）(d1 +N)…(H正 1伍）(dr+N)lt=0詑
d1>…>dr>O 

~{ L (H,,_, 正）伯）…(H針ー1伍）(de) ltcO「
d1>必＞…>dr>O

となり，定義5.23,(3)の後半が示される．ここで最後の等号について
は，実際に各項(H年 1釘1)(d1+N)…(H年 10Sr)(dr+N)lt=0qNを

00 
(H釘ー1炉）(d1 +N)…(H炉 1nsr)仇+N)lt=BqN= L antn E CC00[[t]] 

n=O 

と表した際に

(00) 

N 00 00 q 

ジ n(N) t=0qN =~an介。nqN ={ (~antn) t=O} 

が成り立つことを用いて示される．

他の条件は定理5.16と注意4.14から従う． ロ

また次の命題から標数p多重ゼータ値の積も MZpropertyを持つ事
が従う．

命題 5.25.Yi, Y2, ... , 兄を応の元でそれぞれ重さを W1,W2, ... , Wn 
として MZpropertyを満たすものとする．このとき，積兄％…汎は重
さを皿＋叩＋…+Wnとして MZpropertyを持つ．

Proof. n = 2としてよい.<I> = (c/>i,j)i,j E Ma(に[t]),ゆEMa,1 (IE)および
<I>'E Ma,(に[t]), 心ぽ Ma,,1(IE) をそれぞれ Yi,½ に対して定義5.23の
条件を満たすようにとる．

積Y1Y2に対しては Kronecker積([20])を用いて

む:= <I>R<I>':= (c/>i,j<I>') E Maa1 (に[t]),

ijJ ==心R心':=(心1(心')Tr,... , , 心a(ゆ'frfrE Maa1,1(IE), 

ととれば定義5.23の条件が満たされる． 口



71

標数pの多重ゼータ値入門

定理5.21は次の定理に帰着される．

定理 5.26.([7])異なる自然数W1,W2, ... ,Wzをとる．各i(l::;i::;l)に
対し， Mを重さをWiとして MZpropertyを満たす数の集合でK線形独
立なものとすると， {1}U LJi=l v; はK上線型独立である．

ここで証明のためにベクトルと行列の直和の表記を定めておく．

V = (V1, ... , 固）Tr E Md,1とv'=(v'1, ... , 心）TrEMd',1に対し，

V EB v':= (町，．．．，四，叫，．．．，心）Tr E恥，1EB叩，1竺 Md+d',1

とし， AEめと BE叩に対しては，

狂 B:=(i 、1_
)

O

B

 とする．

Proof. 背理法を用いる {1}u UいじがK上線型従属であると仮定する．
まずはこの仮定からいがK線型従属であるという結論を導く．
叫＞四＞…>Wz, (Vih n ({1} u ui=2¼h キ (0) としても一般性は失
われない．

i = 1, 2, ... , l に対して¼= {~1, ...'汎mJ とする．各~j は—MZprop-
ertyを持つので，定義5.23の条件を満たすdijE飩屯jE Md;/k00[t]), 心ijE 
Mぃ(IE)をとることができる．これらを用いてむ，炒を

ふ：＝會（厨(t-0)w1-Wj<J>ij)E馬（に[t])

炒：＝會（會釘1ーロ）€ 叫，1(IE), 
(D := Ldij) 
i,j 

と定める．すると

冠＝會（會(t-0)w1バ j1Pij)

＝會（會(t-0)Wl-Wj吟―1))=炒（ー1)

が従う．炒の取り方から Kの可逆元Cijによって

1/茫 1
＊ 

： 
*• 

Cij Y'.;1/茫 1

l 

{;(0) =④ 
i=l 

叫
④
曰
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となり，また N這をとると

(5.2) 炒（尻）＝屋 ((cY,;L)'N) 會（屋(〗))
(Viい({1}u ui=2¼ い(0)と仮定していたのでベクトル
P = (V11, V12, • • •, V1mu V21, • • •, Vzm1), (Vij E Ml,dd(k)) 

で次の条件を満たすものが存在する．

• pi/J(0) = 0, 
• ある 1::;: s勺mでV1sの第心成分が0でない，
• Vijはdij成分以外0である．

定理5.17により炒(0)の成分が満たすk線型関係式pi/J(0)= 0は炒の
成分がみたすk(t)線型関係式に持ち上がる．つまり

p := (f11, ... , f1m1, f21, ... , f11, ... , fzmJ, (fij E M1,dij (k(t))) 

でF炒=0,F(0)=pを満たすものが存在する．
町sの第化成分が0でないのでf1sの第心成分几も 0でない．よって
十分に大きなNでf1s(尻）臼0.Fゆ=0をt=尻で考えると， (5.2)より
N N 

精， yl~' ・ ・ ・'lm1 戸 が満たす非自明なK線型関係式が得られる.k"° → 
に，XI-+XqNが単射なので，砂乗根をとることでY11,兄2,... , Y1m1が
非自明なK線型関係式を満たすことが導かれたよっていはK線形従
属な集合である．

後はこのK線型関係式を使ってYn,Yi2, ... , Y1m1が非自明な K線型
関係式を満たすという結論を導けば証明が完成するが，ここではその議
論の概略を述べるにとどめる釘

{Y12, Y1か・・・Y1m1}がK線形独立で兄1E (Y12, Y1か・..Yimぷである
と仮定してよい．ここで

m1 m1 
<I> :=①虹;,
J=l 

心：＝①応
j=l 

とおいて，定理5.17を用いると，

G:= (gい・ ・ ・, gmJ, glj := (約1,...'氾）€ 払，dj(k(t)) 

が存在して G心=0, g叫t=0= 1, g叫t=0= 0 (1 :o::; j :o::; m1, 1 :-::; hくも）とな
ることがわかる.Gを(l/g1aJGで取り換えることにより g1d1= 1とし
てもよい．
G心=0から直ちに心の成分の線型関係式

噌しくは [7]を参照せよ
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(5.3) (G -cC-l)<I>)心=0

が得られる．
(G -c<-1)<1>) * 0, つまり， (5.3)が非自明な線型関係式であると仮
定すると，十分を大きい自然数Nをとり t= eqNを代入することで，
N N 

精， Y1¥'
N 

, lm1 ．．．戸 がみたす非自明なK線型関係式が得られる．これは
狐崖・ • ・, Y1m1がK線型独立であるという仮定に反する．したがっ
てG-G(-l)cp = 0. 
成分を比較して

(5.4) g炒j= 9jd/-l), (j = 2, 3, ... , 四），

つまり j= 2, 3, ... 血 1に対して 9jdjE凡(t)であることがわかる．し
たがって 9jd1(0) E凡(0)= kとなり， G心=0にt= 0を代入して
｛兄ぃ応，・ • ・Y1m1}の非自明な K線型関係式が得られる． よってい
はK線形従属な集合である．これはいについての仮定に反するので，

{1} U LJi=l YiはK上線型独立であることが従う． ロ

5.3. 交代多重ゼータ値とその標数p類似．最後に [15]で導入された標
数p交代多重ゼータ値（定義5.28)を紹介するまずは標数0の場合を
考える．

定義 5.27.自然数の組 S= (S1, S2, ... , Sr) E間と組E=(E1,E2,... ,Er)E 
{-1, 1ドを取る.(s1, E1)キ(1,1)のとき，

((s;E) := L E1n1E2四．・・Ernr € 股
n1>四＞…>nr>O nf1r平•髯

と定める．これらの実数を交代多重ゼータ値4と呼ぶ．

((s; 1, ... , 1) = ((s)なので，交代多重ゼータ値は多重ゼータ値の一
般化である．これの標数p類似を以下のように定義する．

定義5.28.([15])自然数の組s=(s1,s2,... , 針） E Nr と組€ ＝（釘，€公・.. ふ~）€
(Aずに対し，

(c(s;E):= L 
aiEA十，

E 1 deg a1 E2 deg a2 .. ・Er deg ar 

叫1n;2.. 碍
E C00 

deg a1>deg a2>・・・>deg ar:c>:0 

と定める．これを標数p交代多重ゼータ値と呼ぶ．

4Euler和とも呼ばれる．



74

原田遼太郎

{-1,l}=zxであることに注意すれば標数p交代多重ゼータ値が交代
多重ゼータ値の類似であることに納得できるだろう．通常の標数p多
重ゼータ値の場合（命題5.7,定理5.9,系5.22)と同様に次のような定理
が成り立つ．

定理 5.29.([15])任意の自然数の組s= (s1浚2,…，Sr) E 賢と組€ ＝ 
(E1, E2,---,Er) E (Axrに対し， ((s;E)キ0

Proof. EEがと d,k ENに対し，品(k;E) := Ldega=d召／が=Edふ(k)と償
くと，

(5.5) 〈c(s;E)= L Sa1(s1;E1)…塩(Sr;Er) 
d1>必＞…>dr<'.0

と書ける．図(k;E)loo = ISa(k)loo < ISい (k)loo= ISい (k;E')looであるか
ら，通常の標数p多重ゼータ値の場合と同様に示せる． ロ

標数p交代多重ゼータ値の積 (c(sい €1)…(c(sr;Er)に対し (rは自然
数）， totalweightをwt(s1)+…+ wt(sr)で定める．
1以上の自然数wに対し， AZwを標数p交代多爪ゼータ値の積でtotal
weightがwであるものにより張られる CooのK線型部分空間とする．
AZ。:=kとするさらに， AZを標数p交代多重ゼータ値と 1で生成さ
れる CooのK線形部分空間とする．

定理 5.30.([15])次が成り立つ．

(1) AZw・AZw'C AZw+w'・ 特にAZはCooの部分k代数である．
(2) AZ= 〶:=。 AZw ・

(2)を示すために，標数p交代多重ゼータ値がフ゜レtモチーフの周期
であり， MZpropertyを適切に修正した条件（定義5.32)を満たすこと
を確認する．

定理5.31.([15])任意の組s=(s1,s2,…，今）€ 間と組€ ＝（釘， E2,... , Er) E 
(Axrに対し，〈c(s;E)はプレtモチーフの周期である．

Proof. 炉＝（鰐）は次のように取り， wal= (ゆば），研f:]E IEを次のような
下三角行列とすればよい．

(t _ 0)Bi+Bi+l +…+Sr 

叩！：＝
1 

i]~,/-l)H; 悶(t_ 0)Bi+Bi+l +…+Sr 

゜

(i=j~r), 
(i=j=r+l), 

(i=j+l), 

(otherwise). 

勾：= { ;r・・'Yi-lns;+Si+l +…+sr£al(sj,・・・, Si-l;Ej,・・・, ti-1) 9

.
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ただし％は Ei の (q-1) 乗根で， i~j のとき，

だ (sj,,... , Si-1; Ej, ... , Ei-1) 

L E戸(H的ー1か）的）…Ei-1d;-1 (Hs;-1-l伍 1)(d;-1),
も>dj+1>…d;-1>0

だ (0):=l. 

このとき， 1/-1)= Ei1ri (1~i~r) に注意すると，定理 5.16 と同様に

wai(-1) =炉炉が成り立つ事が示せる.(5.5)より (c(s,E)は周期であ
る ．ロ

次のような MZpropertyの変種を定義する．

定義 5.32.([15]) Yをにの可逆元とする． このとき， Yが重さを
WENとして AMZpropertyを持つとは，以下の条件を満たす <pE 
恥（に[t]), 心€ 鬼 (IE)が存在することであると定義する. (dは自
然数）

(1)屯ゅは定理5.17の仮定をみたす．
(2) <I>は次のような形である．

V=u :: ~n 
(3)因の加逆元aとKの可逆元bにより

1/茫
＊ 

心(0)= 

abY/茫

と書ける．

(4)さらに，正の整数Nに対し，凡の加逆元cが存在して

゜心(0q) =Cび(b:/茫）qN) 
となる．

定理 5.33.標数pの交代多重ゼータ値はAMZpropertyを持つ．

定義5.23の屯心として <pal,心『l(ただし心flはwalの一列目）をとり，
定理5.24と同様に計算すればよい．詳しくは [15]を参照せよ．
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