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非一様温度系における運動論的熱力学
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東京大学総合文化研究科

松尾美希2

概要

ブラウン運動を利用することによりエネルギー変換を行 う装置､ブラウンモー

ターのエネルギー的側面を議論する｡ 特に温度が空間的に非一様であることを利用

したモデル､つ､Buttikel･モーター "を取 り上げ､拡張されたStochaSticlllllergetics

の方法を用いてこの装置のエネルギー変換効率を求める｡その結果､エネルギー一変

換効率は準静的条件においてカルノー効率で与えられ､また準静的条件からずれた

場合にはカルノー効率から落ちることを示すO

本修士論文の構成は次のようになっている｡ 第 1章では問題提示およびその解決に必要な

前提知識を提供する｡問題は具体的には第 1.3節に提示 してある｡ 第 2章はこの修士論文の主

要な部分であり､先に示 した問題の解決方法を提示する｡ 特にゆらぐ世界においてCa.1･110tの

原理が成立することを示すことが最終到達点である｡ 第3章はまとめとしてこの結果がどのよ

うな物理現象に対応すると考えられるか､著者の偏見を交えながら述べることにする｡

1 レビュー :ゆらぐ世界での熱力学体系

1.1 ゆらぎと熱力学

この修士論文のキーワー ドは ｢ゆらぎ｣と ｢熱力学｣である｡ まず簡単にこの二つの用語
について述べることから始めよう｡

｢熱力学｣ とは熱力学系と呼ばれる巨視的な系に対 して､外部者によって操作可能な自由

度がある場合に､あらゆる仮想的な状態変化のうちその自由度の操作によって引き起こすこと

のできる変化とできない変化とに分別 し､その分別からの様々な帰結を導 く学問である｡ 着目

する系が熱力学系となるための必要十分条件は末だ明確には述べることができないが､少なく

とも ｢ゆらぎ｣が見えないほど系が大自由度 (巨視的)であることが必要である｡ ゆらぎとは熱

力学系の状態を指定する状態変数が､確定値をとらないこと(浮動すること)を意味するが､系

が巨視的である場合にこれが消失するOこれは大数の法則によって保証されるものである｡

よってゆらぎと熱力学の関係は､まず先に現象論的な熱力学の体系があって次にそこから

のゆらぎがあるわけである｡ しかしこの関係性を崩すことが次節の主題であ り､本論の原点で

あるo

1.2 運動論的熱力学 -ゆらぐ世界のエネルギー論-

前節､熱力学の成立条件として､着目するスケールが､ゆらぎが見えないくらいのマクロ

なスケールであることとした,,,だが実は､ゆらぎのみえるセ ミマクロスケールにおいても再び
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操作可能な自由度が少数の場合､その変数に対する同様な熱力学体系が､統計的意味において

作ることが可能である｡ この､関本により構築された､セミマクロスケールでのエネルギー論

は､運動論的熱力学と呼ばれる [1]3｡本節では､この方法の基礎概念を述べることにする,,と

くにこの方法で定義される熱の準巨視的表式が後車で用いられることとなる｡

特に-自由度 La･llgevi11系に対 して､その方法を解説 しよう [2]｡ポイントはLallgCVin方
程式

aU

中 一仁 一訂
(1)

をブラウン粒子の非平衡発展をあらわす式であるとみなさず､力の釣合いの式とみなすことで

ある｡ 見やすくするため各項を並び換えて､

0- - 7 ,til･ 巨 富 (2'

と す る｡ 右辺第-項と第二項は熱浴 との相 互 作 用 による力であり､第三項は力学ポテンシャル

に よ る力 である｡それらを足す とゼロ､す な わ ち 各瞬間において熱浴からの力 とポテンシャル

カとが釣り合っていることを示 している｡

次に系の状態がfI.Tだけ変化したとする｡式(2)にこのd.t･をかけて､

O- (-Tti7日 )dt7/･一芸 dtl/･ '3'

が得られる｡この式を先程の力の釣合いの解釈と合わせると､第一項は熱浴が系にする仕事を

表しているが､これを ｢熱｣と呼ぶことにする｡ 熱をdQと書くとすると

dQ≡(-7･il+E)d･tl (4)

もしくは積分形で書いて

Q≡什 - E)dl,t (5)

が熱の定義であるO この熱の解釈が本論で最も重要な役割を果たす｡第二項は単に系のエネル

ギー変化dUにマイナスをつけたものである｡ こうして式 (3)は

0-dQ-dU (6)

と書ける｡ この式は､系の得た熱が系のエネルギー変化となる､エネルギーバランスを表す｡

ここまでが第一段階､熱の定義である｡ 引き続いて準巨視的スケールでの熱力学を作るため､

La･ngevin動力学系に外部者が操作可能な自由度〃を導入する｡ 運動論的熱力学において外部

者に許される操作は､系に作用する力学ポテンシャルUの形を変えることと考えれば､外部者

の効果まで含めたLa･llgeVin方程式は

7よ-i
∂U(.t･,a(i))
(I).l･

(7)

3関本氏による命名はStochasticEnel･get,ics､直訳すれば確率論的熱力学である｡これはエれレギー解釈を統計
平均に先だって行った結果､各熱力学量が確率変数として記述されることを強調している｡ただ数学的な名前である

という印象を受ける｡LallgeVin動力学を運動論と呼ぶのは不自然ではないし､時間が明示的に入っているというこ
とが強調されるので､敢えて連動論的熱力学と訳した｡
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となる｡ ただし叫 )は操作者が動かした自由度〟の時系列である｡ 再び仕事エネルギーバラン

スの式を求めると

0-(一再 +i)(ll7J･-
OU(a),a(1))
i).1,
rJ.‡･ (8)

右辺第二項目が先程と違って､これは-dUとは完全には一致 しない｡余分な項が付け加わっ
て

O-,lQ-,IU+芸 da (9)

と変形されることになる｡ aは外部者が操作するのであるから､右辺第三項は外部者のした仕

事であると見なすことができる｡ こうして外部者のなす仕事 dlイ′'は

･nl,≡ 芸 d,tl

もしくは積分型で書いて

W ≡/ 芸 (I,I

と定義する｡ こうしてエネルギーバランスは

dU-dQ+(lW

(10)

( ll)

(12)

と表されることになる｡ これは熱浴と外部者まで含めたエネルギー保存､すなわち熱力学第一

法則である｡ 注意することは､各エネルギーはすべてLangevi11方程式に従って実現されたサ

ンプル一つについて定義された確率変数であることである｡ そして第一法則は､サンプル一つ

--一つで成立する｡､このようにエネルギー解釈を統計平均に先だって行うことが運動論的熱力学

の出発点である｡

解説が繁雑になってしまったので､運動論的熱力学の方法をここにまとめておこう｡

系の状態叫 )がLa.llgeVill方程式

A/;i,I-E ∂U(a),a(i))
∂al

(′13)

に従うような場合に､系が熱浴から吸収した熱Qおよび外部者が系にした仕事 W を､次のよ
うな確率変数として定義する｡

Q ≡ /(I- E)d tyl (14,

W ≡ / 芸 d,L (15)

このような解釈をすると､ある過程(l'L･の間になされたこの二つの熱力学量の変化dQおよび
dW と系のエネルギー一変化(lU との間には

dU-dQ+dW (熱力学第一一法則)
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以上が前提条件のすべてである｡ 熱力学の残りの法則は､定理としてここから導く事が可

能である｡ 例えば第二法則は以下の最小発熱定理として実現される4聞｡外部者がパラメータ
(tをaoからalまで､時刻 i-0から時間間隔△tの間に動かした時､外部者のした仕事W は

統計平均として次の関係を満たす｡

(117)≧F(△!ト F(0) ( 17)

ここでFは

F(,I(i))H kTlog/dt7,e-等 比 (18)

で定義される自由エネルギーであり､等号が成り立つのは準静的過程 △f→ ∞ の時である｡

このように運動論的熱力学において期待値をと拙 ぎそれは熱力学の法則に落ち着くわけな

のだが､敢えて運動論的熱力学をここで取り上げるのはもちろん理由がある｡ この方法は､

La･ngevin動力学を前提としていることから､ブラウン領域の非平衡状態に関する法則も生み

出す能力があるのである｡ 次節ではこの方法の適用対象としてFeynmanラチェットという非

平衡で働く熱機関を取り上げる｡

1.3 Feyllmanラチェット

rFeyllma･nの有名な教科書には次のような装置が解説されているが [4ト この装置はゆらぐ

世界の性質をフルに活用したエネルギー変換装置である｡ 温度Tlの気体中に羽車があるとし､

温度T2の気体中には非対称な歯形を持った歯車とその動きを阻害する歯止めがあるとする｡

羽車と歯車は剛体棒でつながっているとし､また歯止めはバネでその役割を制御 しているとす

る｡ そして大事なことだが､これらは熱ゆらぎが効く程度のスケールで作られているとする｡

図 1:Feyllma.nラチェット

Feynnla･nは熱ゆらぎの統計性がBoltzma.n分布に従うとしてこの装置の動作を解析 し､歯車

の回転速度 ′uが

作 ,LTo(exp(一等 ト exp(-義 )) (19)

⊂ー

4熱力学体系において公理として採用される第二法則が定理として採用されるのは､発展法則が既に不可逆性を内

包したLangevill方程式として与えられているからにほかならない｡

ー 560-



非一様温度系における運動論的熱力学

で与えられると結論したOここでEは歯止めを支えているバネを縮ませるのに必要なエネルギー､

I/は負荷であるC これは熱ゆらぎに直接作用 し､仕事を取 り出す装置といえる｡ よってその本

質は熱ゆらぎを考慮することによって論 じられるものであり､巨視的スケールでの熱力学から

論 じられるものではないo Feyllma.11自身は､熱力学的考察からこの装置のエネルギー変換の

最大効率はCaTmot･効率であると結諭 したのだが､この装置のエネルギー変換を議論するため

にはそのスケールでのエネルギー論､すなわち前節の運動論的熱力学を適用すべきであるO

運動論的熱力学を適用するには､まず Fcyllmallの装置をLangevin動力学を用いてモデル

化する必要があるO これを行った関本によるRatclletのモデル化は次のようなものである[1]｡

Tx.i.- El1--

Ty,9 - Ey-

OU(a),y)
∂a･

∂U(.7:,y)

ay

U(I,L･,y)-eXP(y-- ,+芸y2ILL･

(Ei(i)Ei(t′))-2TiTiG(i-t') ('i-.17,y)

ここで･,L･が爪車を表 し､yが歯止めを表している｡め(at)は歯形をあらわす関数である(下
図参照)｡ポテンシャル粁一項は爪車と歯止めの相互作用を表し､第二項は歯止めがばねで制御

されていることを意味する｡ また第三項は仕事を取 り出す為の負荷をあらわす項である｡ l=の

モデルで圭一≠Tyのとき･1･が一方向に移動する､つまり爪車が回転することが､数値計算でし

めされている｡ 回転の原理自体はおよそProstらによるon-offメカニズムによるものとみてい

い[5]｡

Interactl0nbetweenRatchetandPawIU(x,y)

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90

×

これにエれ レギー解釈として､系が高温熱源から吸い取った熱を

Qxニー/(Til x)dx､
負荷に対してした仕事を

tV= L (ltl.
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としてあてはめ､エネルギー変換効率

(W)
'17= 丁ス~て
(Q.㍗)

(26)

を計算するOするととどうなったか｡関本の数値計算によれば､この装置の効率はなんとカル

ノー効率のおよそ1014倍であるという [1]｡マクロ機械と比べると恐ろしく効率の悪い装置と

いえよう｡ さてここで疑問がわいてくる｡

問題:このように効率が悪い理由は､本質的にゆらぎが効 く熱機関だからか｡

それとも非平衡で定常的に働 く熱機関だからか｡それとも単にモデルの悪さによる

ものであり､なにかの理想的極限をとればカルノー効率に到達するのか｡

本修士論文はこの間題の解決をおこなうことが主題である｡ なお､Feynllla･11ラチェットの

ように熱ゆらぎが本質的に効いてエネルギー変換を行う装置は一般にブラウンモー一夕-と呼ば

れるのだが､解決には熱ラチェット以外のブラウンモーターを考えることが我々のとる手法で

ある｡

1.4 ⅠJandauer効果

さて､さきの問題を解決するために､本論ではまた別の知識を必要とする｡ ここではその

知識､Lalldaller効果について述べる｡

一次元で図2のような二つの谷を持つポテンシャル中のブラウン粒子の挙動を考えよう｡ 谷

図 2:双安定なポテンシャル中でのブラウン運動

の名前はそれぞれA,Bと名づけておく｡ 温度は空間的に一様温度TlであるとするO ブラウン

粒子を初期条件としてどこか一点に置き､十分時間が経過 した後､ブラウン粒子の位置を測定

したとしよう｡ そのときブラウン粒子が谷 Aに存在する確率 7rA と､谷Bに存在する確率7rB

の比はいくらであろうか｡我々はブラウン粒子の分布関数は､平衡状態においてBoltzmall分

布

p-cexp仁 等 )
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に従うことを知っている｡ よって存在確率の比は

7TA
打β=eXp

U(t7-ノ1)-U(.7:B)
(28)

で与えられる｡ このように存在確率の比は､谷の局所的な値のみで決まる｡

次に図3のように谷を結ぶ経路の途中に温度が高い領域を作ってやったとするO 再び十分時

Tl x

図 3:温度に非一棟性を課した場合

間が経った後ブラウン粒子の位置を測定してやると､存在確率の比はどうなるであろうか｡温

度が高い領域で熱せられたブラウン粒子は､以前よりもポテンシャルの坂を登りやすくなって

いるので､温度が-様な場合に比べて谷Bの万に行きやすくなっているだろうとは想像がつく

であろう｡実際,存在確率の比は

岩 -F(tt･J4,11･B,exp1-/:1B志 冨) (29)

となる｡ ここでF(.7･A,:L･B)は､.tlji､ :L･Bのみによる局所的な関数である･5｡ここで注目すべき

は､その比に積分が入っていることである｡ すなわち谷の相対的な安定性は､それぞれの局所

的な値のみでは決定されず､それらの間の経路の情報にも依存する｡ このように相対的な安定

件が､その局所的な情報のみでは決まらなくなることを､La･nda･uer効果と呼ぶ [6,7]O
さて､I,a.ndauer効果をちょこっとひねると次のようなおもしろいことが考えられる｡ ブ

ラウン粒子は高温T2によって.7:B まで汲み上げられるわけだが､汲み上げられた粒子が別の

ルー トを通って､17:Aに戻れるとしたらどうなるであろうか｡別のルートが711(低温)だとすれ

ば､別ルー ト上では自由拡散によってt7:BからtT.4-粒子が移動するであろう｡ そして高温領

域によってLllBへと再び汲み上げられる｡ これが繰 り返され､ブラウン粒子は永久に循環運動

をするであろう｡ この運動を見抜き､モデルをたて､実際に循環運動を表す厳密解を導いたの

5実例としては､先取りではあるが､方程式 (69)を解くことにより得られる｡この場合

F(rA,EB)-芸豊 (30)

である｡ちなみにN.G.val一Kampellによれば､温度の非一様をもつ各種系でファクターFは(30)のような形で
ある必然性はない (すなわち普遍的なものではない)が､存在確率の比が式(29)であらわされることは普遍的な性質

である｡そして普遍性をもたないファクターFは､Landauer効果にとって重要ではない [8,9]｡
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Anotherroute

probabilitynuxJ
_一･一~一~̀~~~~--

1-I - ..-一一

図4:La.nda.llel･効果による循環運動の生成

がBiit･tikerである[10]｡

彼の結果は次のようなものである｡ 系は区間[O,h]とし､周期境界を持つとする｡ またこの

系には力学ポテンシャルU(:L･)およびT(.T･)が与えられているとする｡ するとこのモデルは定

常流のある解として

J-Z(1-exp(/.h蒜 芸 d･7,I)), (31)

を持つOここでZは規格化定数である(付録A参照),)この式が意味するものはU(Ill)とT(.?リ

が条件

/.h誌 芸 ,lt71iO･ (32)

を満たす時､有限のカレントが存在するということである｡ 関数 U(.Tl),T(tT)の形が異なって

いる噂 兄に対応すると思っていただけばよい｡以後この循環運動を起こすモデルを､本論では

厳密解を求めた人の名をとってBtittikerモデルと呼ぶことにしよう｡

これにて道具だてが整ったので､次章で問題解決の方法をみていただくことになる｡

2 本論 :非一様温度系の運動論的熱力学

2.1 ブラウンモーターとしてのBiittikerモデル

前章最後に紹介したBiittikerモデルは､ブラウンモーターのモデルとして提出されたもの

ではない｡ しかし､熱ゆらぎを利用して運動を生成しているので､ブラウンモーターの一種と

して考えることができる｡.事実この仕組みを利用 して､図5のようなFeyllmanラチェットも

どきの装置を考えることができる｡この装置は温度分布をもった箱､その中にある回転子およ

び回転子につなげられた負荷からなる｡ 箱の中は温度Tlの部分とT2の部分に分かれていると

し､その間は断熱されているとする｡ ただし回転子のみはその壁を通過可能とする(この仮定

は少々無理あるが)｡その回転子に重力と熱ゆらぎを感じる羽が備わっているとする｡ 羽はその

位置に応じてTlもしくはT2の温度の熱ゆらぎを感じる｡ 羽以外にかかる重力は無視する｡ も

ちろん電場などでポテンシャルを生成するのもかまわないが､こうしておく｡ この装置の挙動

はBiittikerのモデルと同じであることがおわかりいただけるであろうか｡このモデルBiittiker
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図 5:Battikerモーター

モデルのブラウン粒子の流れに対応するのは回転子の回転速度である｡ Tl> T2の条件であま

り重すぎない負荷をかければ､この図で反時計まわりに回転する｡ すなわち仕事を取 り出すこ

とができる｡

このブラウンモーターのエネルギー変換効率はいくらであるか､を論､じたい｡この装置で

はやはり熱ゆらぎが本質的な意味をもつので､適切なエネルギー解釈をするには､再び第1.2節

の運動論的熱力学による方法を採用するのが適当である｡ が､残念ながらそのままでは適用で

きない｡それはそれぞれ非平衡状況で想定されている仮定が異なるからである｡

Feyllamllラチェットではブラウン粒子は一つの熱浴に接するのみであり､非平衡状態は二

つのブラウン粒子が相互作用する結果形成されるものである｡ 第1.2節での定式化ではこのよ

うな系を対象に作成された｡一方Bhttikerモーターでは一つのブラウン粒子が複数の熱浴の間

を移動していく結果､非平衡状態が形成される｡ この違いから､まず我々がすべきことは､温

度が空間的に非一様である系にまで､エネルギー解釈を拡張することである｡ そしてしかる後

にこのブラウンモーターのエネルギー変換効率を論じることにする｡

単純な拡張方法として､非一様温度に単純拡張したLallgeVin方程式に対 して､第1･2節と

同様にエネルギー解釈をすることがまず考えられるO だがそれでいいかと言うと､この問題は

そう単純ではない｡その原因は空間に依存したノイズ強度の性質にあり､ここからある種のジ

レンマが生まれるのである｡
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図 6:ブラウン粒子の相互作用に基づく非平衡状態(Feyllmallラチェットノ

･r.■.ヽ■.1.◆.ヽV.I.>こ::>-:i-::::-ヽ■-■.■:-::::>:.=ここ≦::===:::=::=S:==;義欝モ‥:=≡=:哉=≡=三====7-=*..:::=二二=､-一一-===-L≡;≡芋;;;壬===■■■~′~~1~=:十妻謙筆書を :::;::{:モ::::S>:.::::::.:-:,:.:..',浴:::::ち:::::.

L,..../:=;:==亭主!:きき:;A≡≡重義 ====:L''¥::̀̀̀■■■ー=:≡::::::¥:と===:;=...=:‥=≧≧::A.:汚S

図 7:ブラウン粒子の重心移動に基づ く非平衡状態(Biittikerモデル)

2.2 Ita_Stratonovichジレンマ

この節では､LallgCvi11方程式のノイズ強度が空間に依存する場合に引き起こされるジレン

マについて述べる[11]｡

7.i-I+ T(t7:)E, (33)

(E(i)f(l′))-2TJ6(iJ'), (34)

ここでTは摩擦係数､fは外力､ T(a･)は座標に依存した温度であり､ボルツマン定数kは1
とした｡ノイズ強度の空間依存性により､次のような困難が起こる｡ ノイズの相関時間がない

ために､式(33)中のT(.t･)1/2の こL･が､どの値を使用したらいいか不明確なのである.例えば
Eは幅のないデルタ関数の集まりであると考えた場合､確率変数.77はそのようなゆらぎが発生

するたびに不連続に跳ぶ｡そこで次のような疑問が生じる｡T(.T)1/2の.7'ほどの値を用いたら

よいのだろうか?つまり跳ぶ前もいいし､跳んだ後というのもいいし､その中間の値というの

もあり得る｡純粋に数学的に言って､上式からだけではこの質問には答えられないO上式にさ

らに規約という付加的な明示が必要なのである｡ 規約にはいろいろあり得るが､特にこっの規

約､It.6とStrato110vichがよく使用される｡ Itbの規約では､跳ぶ前の値が用いられれ､
Stratonovichの規約では､跳ぶ前と跳んだ後のちょうど中間の値が使用される｡ それに対応す

るFokker-Planck方程式はその規約依存性を明示的に示されるo Stratonovichの規約に対応するFokker-Planck方程式は

∂¢_ 1∂
∂t T∂T(T孟 -I+三笠 )¢,
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となり､It6の規約に対応するFokker-Pta.llCk方程式は

I-I,･ lI'l

at T∂x(T£-f+芸 )¢･
である｡ それらは見かけの流れ (spurious且ow)と呼ばれる

諾 (三笠 )¢

(36)

(37､)

だけ異なる｡このような､一見一意に見える方程式の規約依存性を､"It6-Stra,tonovichジレ

ンマ"と呼ぶ.:..このジレンマのためにエネルギーー解釈が規約に依存することになるので､この

ままそのエネルギー解釈をすることはできない｡

しかしながら､ブラウン粒子の慣性を考慮にいれることにより､このジレンマを回避する

ことが可能であるDJ慣性までを考慮に入れたLangevill方程式は

(tvf==こ,TV.f+周 布 (38)

(E(i)E(i/))-･21万(t一才'), (39)

と書かれる｡ ここでブラウン粒子の質量miは1とした｡式(38)から､紺 )のそれぞれのデル

タピークはtT(+)については跳びを引 き起こすが､al(i)については引き起こさないことがわか

るoよってT(.tl)1/2もまた跳びがない｡こうしてf(i)はノイズ強度の跳びを引き起こさないの

で､E(i)の一つの実現に対 して解は一意に決まる｡･その結果､分布関数 Pの時間発展は

(孟十ui ･f孟)p-Ti (V･T(I)孟)p , (40)

と唯一つに書かれる｡ この方程式はlira.lnerS方程式 と呼ばれる｡ 規約依存性によるわずら′ゎ

しきがないので､方程式(38)と(40)から議論を始めることにしよう6｡

2.3 摂動展開とくりこみ

この節では､ くりこみ群の方法を用いて､温度に非一一様性を残 したまま､I(ramers方程式

からFokker-Pla.11Ck方程式を導 く｡ (他の方法による導出は既に存在する [12,13]｡ただし発

見的方法であることは否めない ｡)簡単のため､一次元の場合だけを考えよう｡ まず､Kramer

方程式(40)を次のように書き換えよう｡

A (,"+T(a),A )p-i(芸 + ;･fg)P. i=l

我々は､過減衰極限を考えるので､1,Jが十分に大きい､すなわち1/Tを微小パラメータとして

みなす｡微小であるということを強調するために1h をEと書き直そう｡また後々の簡単のた

めに､時間変数 tをLCtと再スケールする｡ 結果､方程式は次のような形となる｡

)p-asp-E(遥 ･f芸)p･ (-12)

6式(38)から出発することに違和感を覚える万もいるかもしれない｡これはゆらぎの理論が局所的に成立するこ
とを仮定 している｡この仮定に応じた系が実現可能かどうかは議論すべきことである｡しかし局所揺動散逸仮説を出

発点としてどこまで言えるか､がここでの本題である｡
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この時間変数の書き換えは問題に本質的な寄与を与えるものではないが､くりこみ群の方法を

適当に採用するために必要なものである丁｡

では､ I - 00?条件のもとでの解を求めよう｡ まず分布関数をLCについて展開しよう｡ す
なわち

p(.,L},再 )～ P(U)(.7,,再)+EP(1)(.1:,再 )+･-

とする｡ それぞれのオーダーの項を比べることにより､一連の方程式

o(EO' ･ 釦 +T(滝 )p(O'-
＼)諾′ltt､r+MU

J
HⅦ
_
旧u

ノヽ
e
i

rv
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I"川
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旧ul
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∂
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∂
fcg
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u

iZ
n

二

二

(43)

が得られる｡最低次の方程式から順番に解いて行けばよい｡そのための準備として､Fokker-

PlallCl(演算子を

fFP≡; (,頼 T£ ),

と定義しようO この演算子の固有関数は

･t) I()2

L ･,i(t7,I:I,,-義 H n(扇 ,expト好 評

のような形をとる｡ ここでHnはTi次のHernlite多項式である｡ その特性方程式は

rFPL乃(ぉパリ--n･Ln(.t･,･U).

で与えられる｡ また､P(m)を固有関数で展開しておく｡

-＼･
p(m)(t･W t)-∑ 頼 )(･7.,りL舟 LL7)･

n=O

では､方程式(44)を解こう｡式(44)の左辺を固有関数に分解すると

孟 ato'(;L･,f)ニーnaLo'･

(47)

(48)

(49)

(50)

(51)

が得られる｡ (I"(17/≠0)が時間に対し指数関数的に減衰することに着目し､そのような項を軽
視することにする｡ こうして 77,=0を解くことにより､

p'o'-1篇 exp(-蒜 )., (52)

7厳密に言うと､この書き換えが単なる形式上のものなのか､それ以上のものを含んでいるのかは著者の理解する

ところではないOくりこみ群の方法の適用には､このような書き換えをうまく行うことにより永年項を導いてくると

いうカンと経験による部分を少なからず含んでいる｡変数変換は全く同等な形式同士の変換にもかかわらず､うまく

いくばあいとそうでない場合があるというのは自然科学の方法論として欠点があるようにも思われるが､もとの方程

式と､くりこみ群の方法にとって適当な変数変換のしかたとの間の関係は今のところ全くわかっていない｡まだ摂動

論におけるくりこみ群の方法の適用は誕生したばかりなので､適当な変数の選びかたとそこに潜む物理の関係につい

て今後の発展により解決されることを期待する｡
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が得られるoここで¢(.t･)は.1･についての任意の関数である｡

この方程式の背景にある物理的描像は次の通りである｡ 最初の速い時間スケールtと 1で

は､速度分布は急速にMa.xwell分布に緩和する一 方､空間分布は変化せず初期値のままの状態

を保っている｡

次に高次の項を計算しよう｡ 解(52)を式Eq右t5)に代入することによって

LFPP'1'- 孟 p'1' -
T/¢173
亘戸フ〒t,-i+(慧一理一芸)葺 2T

V2
7~'

誓 T′¢L3･誓 (霊 一字 +芸b)Ll･

が得られる｡ ここでr′はdT/dtt･を表す｡式(54)は固有関数分解により､-｡連の式

- 3a皇1)-g asl' - 誓 T,6,

-a'11㌧ g a'11' 誓 (慧一字 +芸¢) ,

-naftl'一芸 aLl'-o(･n,≠1,3)･
になる(先程と同様､時間に村して指数関数的に減衰する項を無視することにより､

p(1, ニ ー三雲 T,bL3一字 (芸 一字 +芸@)Ll
'I/′･=･:I_ニ

一所 -vle-- - (慧 一字 +芸 ¢)& e 2V妄

が得られるC そしてP(1)を0(E2)の式に代入すると､方程式の右辺は次のLような形になる｡

(･U; ･f孟 )p'2' - ｣(慧 一字 +
∂

∂∬(

･芸 (

';),:･ I･｡
∂x T

l'J,:･ f･:i
0.1･ 'T

T/

きテ･J)
1

7〒
V2

e 27'

･左 端 C 2T

v2

･芸 ¢)g e

T′¢J v2 V2

許 否e巧 言 (

一芸 (謡 )芽

･諾 芽 一- 辛

V2

(-)= /I.･
0.r T
∫/
亘戸(
∂¢
万言

･芸¢)& C 2T
t'2

-2 ･; @)芸 e2T

v'2

T′2¢V.'I v2 T′2¢V6 -･2
花戸二万e2T ~石戸て万Ep2T

また先程と同様にして､aL2)についての方程式を導くわけであるが､特にat2)は

一芸 at2'- 4,,
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を満たす｡ここで

･せ, ≡ /(V£+fi)p(2)dv
∂
∂､i･(T(瑠 ｣- ,s)･

であるo よってP(2)は

p'2'ニーE24,tを ~-+o(E,(rc･qularl,er-),
t･1-)

と表される｡ こうして分布関数の二次までの漸近解は

p-(紬 -E2Ot)去 e一-+0(E)(regularter-,･

V2

(64)

(65)

と書くことができる｡ この解の形を見てわかることは､Pは時間に対して非有界な項､すなわ

ち永年項を持っていることである｡ この永年項のために､摂動展開はC2i≪ 1を満たすような

短い時間の間でしか妥当でない｡ naiveな摂動による結果を改良するために､くりこみ群の方

法を適用しよう｡ 初期条件 ¢が与えられた時間､丁を導入しよう｡ すなわち式(65)を

p- (柚 Tト E2伸 一T鳴 e一差 ･o(坤 ･egularter-,･ (66)

と書き直そう｡ もちろんPはTの選択によるべきではないので､くりこみ群方程式と呼ばれる

条件

(芸 ),=t-oっ

を課す [14]｡これによって

壁 吐逆 +E･2Id,=0.
Ot

が得られる｡ 時間スケールを元に戻 し､かつ式 (63)を用いることにより､最終的な結果

壁吐逆 _土旦
∂t 7∂.T(T(瑠 - f- 1′¢)-o･

∫(67)

(68)

(69)

が得られる｡

2.4 エネルギー解釈

前節で最終的に得られた方程式(69)は式 (36)で与えられるFokker-PlallCk方程式と同じ

形をしている｡ それゆえ､式(69.)に対応す過減衰型Langevi11方程式は､Itbの規約を仮定し
た場合､シンプルに式(33)で与えられる｡ しかしながら､このシンプルさが決してそのまま規

約を確定することにはならないことに注意しなくてはならない｡すなわち､式(69)に対応する

ようなLangevin方程式は､Stratonovicllの規約を仮定した場合には

laT
TLtl= T(tT)f+ f 一言話 ,
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で与えられるということに着目する｡ こうして我々は2種類の見かけ上異なるLangevin方程

式を得ることになる｡ (ここで見かけ上と表現 したのは､どちらの方程式であっても､実際の

時間発展は式(69)で与えられるということを意味した｡)2種類の規約のうち､Stra･tonovicll
の規約の方が後に見るようにエネルギー解釈に都合がよいので､これから先はStra.tol10Vichの

規約を仮定 して話をすすめる｡ (適切な規約を選択せねば確率過程のエネルギー解釈はできな

い [15]｡,)
式(70)の右辺第3項を補正項と呼ぼう｡ この項はエネルギー解釈をする場合に効いてくる｡

第一一章の関本のエネルギー解釈を参考に､非一様温度下のLa･11geVill系に対し､ ｢熱｣を次の

ような確率積分として定義する｡ 慣性のない(ovcl･dumped)の場合は

Qover≡ -/柄 -〉寺前 )dtT(i),
慣性のある(underdumped)の場合は

Qunder≡JtTV一府 E)dx鮎

(71)

(72)

である｡ ここで積分はStra･tol10Vichの意味でとる｡ 求(70)を式(71)に代入すると､過減衰の
場合として､熱を2成分に分解できる｡

Q.Vcr-QU+QT,

QU ≡ -/I_f叫 ,
QT ≡ /呈芸 dtl･(i)

ここでQL7は外場が寄与する成分であり､QTは温度の非一様性が寄与する成分である｡ 一方､

求(38)を式(72)に代入することにより､慣性のない場合には次のように分解できる｡

Qu｡d｡r-Q【/+QA, (76)

QA≡ J - )･ (77)

さてここで､QTはQAの摩擦係数に関して最低次の寄与として得られることを示そう｡

求(77)の両辺のアンサンブル平均をとると､次のようになる｡

(QA)- /(Jt,(lt7J･)1
ラ1/dig(,i-'2)
2./d射d･tl/ d-,2p(:r両 )･

さらに最低次の寄与以外をすべて無視すると,

(QA) ～ 去/d射 dLtl/(lv,U'2p'0)(tZ,I,再 )
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去/,ltg/,I- )- ,
;/dt/

(82)

h̀T(tqOJJ(tr･,i) (83)

去/dt/dat芸J恒 卜 去/dtlT(刷t7:,0]:: (84)

(QT)一 芸/ d tlT(I" J (ttl･I)]三.I:, (85)

となる,Jここで系は区間巨L,tt･R]であるとした､｡表面項は熱浴でない系外からのエネルギーの

流れであると解釈されるので､熱浴からのエネルギーにのみ着目するかぎり､内部項のみに着

日すればよい｡ (周期境界にしてしまうとこのようなわずらわしいことを考える必要はない｡

そのとき表面項はゼロである｡)こうしてQ71はQ.4の最低次の寄与すなわち

QA～QT. (86)

であることが示された8｡

補正項の意味を手短に説明しよう｡ 第2.4節において､過減衰極限では速度分布はそれぞれ

の位置に依存 したMaxwell分布に急速に緩和することを見た,_,各位置においてその分布が保有

するエネルギーーHは

- り ≡ 捗 2+- )- 乙7,坤 (87)

～ /(iv2
I- II:∴

+U(tt･))¢(LT･,i)Lo(tt･,V,)d7,(7- Kl) (88)

+U(.t･))4,(.tL,i). (89)

と計算できる｡ この式は､過減衰極限では運動エネルギーが､エネルギー等分配則を通 して有

効的にポテンシャルエネルギーとして働 くことを意味 している｡ こうしてこの有効ポテンシャ

ルが補正項として現れていると思われる｡

2.5 BGttikerモデルのエネルギー変換効率

これでエネルギー変換効率を求めるための準備が整った｡きっそく取 り掛かろう｡

第2.1節で述べたモデルから仕事を取 り出すために､まず負荷をかける必要があるO よって

系の力学ポテンシャルの形を

U(.7:)-Uo(.t･)+L.tl(L>0), (90)

とする｡ ここで 仇(.7:)は周期 hの周期関数であり､

Uo(tT+h)-Uo(a･) (91)

である｡ また､Lは負荷である｡ このように力学ポテンシャルを指定 した場合､ブラウン粒子

8ここで述べていることは正確ではない｡我々が示 したのは統計平均としてQA～ QTが成り立つことであり､
各サンプルごとに成り立つかどうかはまだ不明oLかし運動論的熱力学によるエネルギー解釈が統計平均に先だって

行えることから､このような解釈が可能であると期待する｡
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図 8:モテリレ

がポテンシャルの坂を登る､すなわち負荷に対 して仕事をするのは､温度Tと力学ポテンシャ

ルの周期部分 打｡が不等式

/.h誌 砦 dt- 0･
を満たす時である｡ 簡単のため､ここでは温度の形を

T(1,･)-

としよう｡ ここでTl>T2であるO
では､

Tl :.?,∈[0,tL]

T2 :.L･∈[a,h],

77≡
器 っ

(92)

(93)

(94)

で定義されるエネルギー変換効率を計算 しよう｡ ここで(QH)は高温の熱浴 (ここではTl)か

ら取り出した熱の期待値であり､(W)は負荷に対 してした仕事である｡ 高温の熱浴は区間【O,a]

に位置するので､Q打は

QH-/I("El.,a,(針 吉富 〉- ･
と書かれるOアンサンブル平均をとると､式(94)の分母として

(QH) - /dt/:da.芸 J,
- (U(a)-U(0))Jt･
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が得られる｡ 一方､負荷に対する仕事は

117=I,､/(I.7:(i).
で定義する【1]｡これから､式 (94)の分子は

(W)-L(/dtT(i)),
- Lh.Jt,

- (U(A,ト U(0))Ji･

と計算される｡ よって式(97)と式(101)から､効率は

り=
U(h)-U(0)
U(a)-U(0)

(98)

(102)

と表される｡ さらに準静的極限J- 0においてU(h)とU(a)はTlとT2に関係あることに着
日しよう9｡実際､式(31)を用いることによって次のような関係を得る｡

U(a)-U(0).U(A)-U(a)+
TI T2

=0.

そして式(102)と式(103)から､準静的極限のエネルギー効率の最終表式として

Tl-T2

(1-03)

(104)

を得るoなんとこれはCarnot効率に等しい｡マクロ機械の動作原理とこのようなブラウンモー

ターとの動作原理は全く異なる｡ またこのブラウンモーターの動作には時間が明示的に入って

いる｡ これらを考えればこの結果は実に驚きである10｡

2.6 Carnotの原理

準静的からずれた場合､効率はどう変化するだろうか｡マクロ機械からの類推として､Ca.rl10t

効率よりも小さくなるであろうことは簡単に予想される｡ 実際に確かめてみよう｡ 式(31)で

J-0とするのではなく､そのままの形で用いる｡ 式(31)は書き直すと

U(a)-U(0).U(h･)-U(a)
TI T2

R=log(ト言,

=R. (105)

(106)
となる｡ここで定義したRは仕事を取 り出す場合には常に負であることに注意しよう｡ なぜな

らば､負荷に対して仕事をするには式(92)が満たされなければならないO式(105)を､式(102)

に代入すると次の関係が得られるC,

り-7/*+△T7 (107)

9このような一致が可能なのは1次元系ならではである｡高次元では準静的とJ- 0は区別せねばならない四 0
10ただし99年日本物理学会秋の分科会において､本堂 ･関本氏によりこの結果に対するアンチテーゼがなされて

いる()
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△77≡
T2

U((I)-U(0)
(108)

ただし準静的のときの効率を17㌦ そこからのずれを△77と書いた｡Rが常に負であることか

ら､ △77も常に負であり､よって

77≦ ･1i" (109)

が言える｡ 準静的からずれた場合には､準静的極限の場合と同じ仕事をするのに､過剰に熱が

高温から低温に移ることを示している｡

また7ト 17*を変数を明示 して記述すると､

77* - 77*(Tl,T2)

r7- 17(Tl,T2,U(a)-U(0),L)

と書ける｡ TJT(a)-U(0)は力学ポテンシャルとして何を用いるかで変わってくる｡ 例えば重力

ポテンシャルにするか､静電ポテンシャルにするか､また重力に選んだとしても､質量をどれ

に選ぶかに依存する｡ これを作業物質として何を選ぶかによると解釈する｡この解釈と式(109)､

(110)､(111)をあわせて言葉で言い表すと､ ｢エネルギー変換効率は一般には作業物質による

が､その最大効率は二つの熱浴の温度のみで決まる｡ そして最大効率が実現されるのは準静的

極限の時である｣となるOこの陳述は､まさしく熱力学史上最大の発見といわれるCarilOtの
原理に他ならない｡せっかくなので､現在Carnotの原理と呼ばれる概念を､彼の記念碑的論

文 ｢火の動力についての省察｣から引用してみよう【18】｡ll

...(前略)熱の動力は､それを取 り出すために使われる作業物質にはよらない｡

その量は熱素が最終的に移動しあう二つの物体の温度だけで決まるOただし動力を

発生させる方法は､可能な限り完全さに達しているものとしなければならない｡言

い換えれば､温度差のある物体同士の接触が全く存在しない時である｡

彼の言う物体同士の接触が全く存在しないとは､このモデルではJ- 0およびっ′- ∞ で

実現されている｡ 二つともブラウン粒子の緩和時間を無限小にすること､すなわち一つの熱浴

による影響を他の熱浴に持ち込まないことに寄与している｡ そして正にこの極限を実現するこ

とができないことが､FeyllmaJlラチェットで(1a･rllOt効率に到達 しなかったことのすべてで

ある｡ よって提示問題への解答は､Ca.rllOt効率への非到達性はブラウンモーター一般の性質

ではなく､ラチェットというモデルの性質である､となる｡

ここで示したCa,rnotの原理は､最小発熱定理と同様､期待値として成立する法則である｡

よって古典熱力学による関係式と明示的に区別して､式(109)を､運動論的熱力学による

(二'a.1･110tの原理と呼びたい｡■150年もの前にCal･notは､蒸気機関の最大効率が普遍量(Ca.rnot

効率)であることをつきとめた｡ブラウンモーターの動作原理は決して蒸気機関のようなマク

ロ機械の動作原理とは同じもの.ではない｡にもかかわらず､Ca･rnotはこのようにゆらぐ世界

でも生き続けているのである｡ この結果は熱力学とくにCarnotの原理の普遍性の再認識とな

る｡

11この論文を書いた当時(二JlaL.nOtは熱素説をとっていたので､文中には熱素という現在では失われた言葉が含まれ

ているC が､本質はきちんと捉えられているので､敢えてそのまま引用した｡
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3 展望 :分子機械の理論にむけて

さて本論文はその主要な内容をすべて述べつ くした｡ただおよその不満点はその形式論的

性格､現象への対応を全く行っていないことであろう｡ この終章では現象への対応を少しでも

補うことを目的とする｡

第 1章でとりあげた熱ラチェットが近年にわかに脚光を浴びたのはVa.le一大沢がこの装置

がモータータンパク質 ･フィラメント間の滑 り運動に用いられている､すなわち生物の運動生

成を担う分子機械の動作として用いられているのではないかと提案 したことが主たる要因であ

ろう12[19,20]｡たしかに分子機械の典型的大きさは7日n程度であるという事実からすれば､
分子機械の動作にはブラウン運動がからむことを軽視できない｡さらに生物はゆらぎを徹底的

に利用する(ように進化した)はずであるダーウィニズム的観点から見れば､我々の用いる熱機

関とは異なったメカニズムで働いているにちがいないと期待されるので､熱ラチェット機構を

持ち出す理由もそれなりにうなずける｡ だから我々が前章で行ったことは､一応分子機械の理

論であるといえる｡

Motor

Protain ド

㍗ Filament

図 9:Vale一大沢のモデル:モータータンパク質が歯止めに対応 し､フィラメントが歯車に相応

すると解釈する｡ (別に逆に解釈しても構わない｡㌔)この図ではTl>T2のとき､モータータン
パク質は右に､フィラメントは左へと移動する｡

このように考えて､本論で得られた結果と照らし合わせると､次のような悲観的結論に達

する(∫ブラウンモーターは動作原理は巨視的な熱機関と異なるが､結局エネルギー的側面から

(そしてこれこそが大事な要因である)すれば､何も変わらない｡すなわち分子機械に新しい法

則などないC.しかしまだフロンティアは消失 したわけではないように思われるe これから我々

が探るべき可能性には二つあるoこの二つの方向を示してこの論文を終わりにしたいく,

まず化学的観点である｡ 分子機械の実例を見よう｡ 先の筋肉収縮の例以外にも運動生成を

担う分子機械はいくらかある｡ 例えば細胞内で物質の輸送はキネシンとダイニンというタンパ

】2ラチェットにおいて二種類の温度が存在するのに対 し､現実の生体内では環境の温度のみが存在する｡この差を

埋めるのは悩みの種ではあるが､大沢は少数自由度に化学エれ レギーを注入することにより疑似高温状態を作ること

ができ､それを利用することによりラチェットメカニズムが働 くと考える｡すなわちここで硯れる温度とはマクロス

ケールの温度とは異なるものであり､小数自由度で定義される温度である｡事実､アクトミオシン系にATPを与え

ると､アクチンフィラメントの曲げ運動が活性化され､見かけの温度が上るという｡
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ク質が微小管と呼ばれるタンパク質フィラメンTを滑走することにより実現されている｡ この

Filament

ADP+Piノ/

図 10:分子モーターによる物質輸送

動作は生体内での普遍的エネルギー源であるATPを燃料とし､それを加水分解することによっ

て得られるエネルギ一一を動力に変えることによって実現されている｡ またミトコンドリア内に

おいては､エネルギー変換装置としてFlタンパクが同じような機構で働いている[21]｡
さらにまた別のものとして､ILmスケールの生物であるバクテリアにはらせん状のしっば

があり､これを回転することによって水を押 し退け､その反作用力によって運動を作り出すこ

とができる｡そしてべん毛の回転運動生成には､細胞内のプロトン濃度と細胞外のそれの差を

利用していることがわかっている 【22]｡すなわちべん毛モーターは真核生物のATP使用とは
用いる材料が異なっているものの､化学的なエネルギーを使用 して運動生成 していることには

かわりない｡

これらの例からしてもエネ.ルギー変換は化学エネルギーから力学エネルギーへの変換であ

る.｡熱ラチェットでは熱エネルギーから力学エネルギー-の変換を行うものなので別個のもの

と考えるべきかもしれない｡大沢のように化学エネルギーを温度につなげる考え方もあるが､

化学を直接扱うことに進展方向があるようである｢,このゆらぎが効いた世界での化学エネルギーー

の存在形式､すなわち運動論的化学熱力学は如何なる形を持つものか｡再び期待値とれば古典

化学熱力学に吸い込まれるようなものならば､生物物理の新展開となるものではない｡しかし

化学的要素がからんだ場合にこそ古典熱力学体系とは異なった性格のものがあらわれる可能性

もなくはない｡今後の発展が期待されるところである｡

次に力学的観点である｡ 我々がすでに所有している現象の古典的記述には､三つのレベル､

比a･nliltoll力学､Langevill動力学､熱力学が存在する｡ 分子機械の理論として主として採用さ

れる記述はこれまで見た通 りLangevi11動力学である｡ 熱力学を使用しないのは､分子機械の

大きさが､ゆらぎの効 くスケールであるという事実が理由なので問題ないが､Hamilton力学

が採用されないのは仮説に過ぎない｡系の記述としてLangevin動力学が有効であるためには､
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図 11:古典的記述の三レベル

分子機械の動作に特徴的な時間丁､すなわち理論を構築する上での時間スケールが､微視的相

関時間仁 よりも十分大きくなくてはならない｡この成立条件 ㌔ ≪ 丁は必ず成 り立つものでは

ないのだが､仮説であり､まずブラウン領域の非平衡現象として分子機械をとらえてみようと

いうのがここで行った試みである｡ しかし分子機械は複雑な対象である上､構成物質であるタ

ンパク質分子それ自身もまた何重もの構造を持った複雑な対象である｡このような対象で 仁 ≪

㌦ が保証されるであろうか｡タンパクのフォールデイングに絡んで現れるスローダイナミクス

はこれを破る典型的な例であり､タンパクにより構成される分子機械を相手に7-C ≪ Tm を仮

定するのは無謀かもしれないoそしてもしこれに真向から立ち向かうならば､大自由度Iialllil-

toll系を対象とするより他ない｡大自由度系には我々がLa･ngevill系で得た無味乾燥な結果よ

りもはるかに興味をそそく可能性を秘めている｡ 大自由度系ならではの特徴を生物が利用して

いるというならそれもまた興味深い話である｡

これら二つの視点いずiuこせよ､分子機械の研究分野はより広い非平衡理論の探索の場所

である｡ フロンティアでありつづけるか否かは不明にせよ､分子機械の研究を通して未だ見ぬ

非平衡現象論を探索する､これが物理学者の見た分子機械の問題であることには疑いようがな

い｡
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A Biittikerモデルの定常解

系は[0,1]とし､周期境界条件を課す｡そこに温度分布 T(こL･)､ポテンシャルU(.7,)が与え
られているとする｡ そこでのブラウン粒子の分布関数の時間発展は

£ (T'17,I); +

i)P

飢

∂t!'

訂 ･芸 )p '112)

で与えられる｡ ここから定常カレント解を求める｡ そのエッセンスは､周期境界条件と規格化

条件を連立させて解くことである｡ 定常解はカレントJを定数として

-J-(T£ +芸 +芸 )p

p(tわ e-@ (a)'(-J/:ldy蒜 ･ p(o))､

畔 ,≡上溝 (蛋 +芸 )

を満たす｡ これを解くと

(113)

(114)

(115)

となるr｡解 (114)からP(1)を求め､さらに周期境界条件 P(1)-P(0)を満たすことを用いる
と､

p(0,-e-@(1,(Jj:dy蒜 + p(o))

が得られるOこれを書き直すとJは

J-P(0,(1-e@ (1,,(/.1dy蒜 )~1

となる.P(0)がまだ任意定数として残っているので､規格化条件

1=/.1daLP(.tl)

(116)

(117)

(118)

を用いて消去するo 式 (114)を式(118)代入すると

･-一･]/.1dt,i,fldyO(:t･-y,筈 ･p(o)/.1dtT･e一… (119)

が得られる｡ここで0(;2･)はHeviside関数である｡ 式 (117)と式(119)を連立させてP(O)を消

去すると､ついに定常カレントの値として

J- Z~1(1-e･e(1))､

Z≡/.1(lt7/J.1dy
e◎(y)-◎(3:)T(y)(1-輿 -y)(ト eO(1))〉
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